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ریاضی )1(
 لصفف:فمجموعه،فالگوفوفدنباله

درس اول: مجموعه های متناهی و نامتناهی

کتابدرسی    3 و   2 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
و دو عضو  بزنید  مقابل هاشور  روی شکل  را  آن  دارد؟  نام  � چه  �−− الف( مجموعۀ ف1 

بنویسید. هاشورخورده  ناحیۀ  در  را  آن  از  دلخواه 

که  � یعنی اعدادی  �− نام دارد؛ زیرا گنگ  یا مجموعۀ اعداد   ′ این مجموعه

.  ...  ، 3 ، 2 مانند: نیستند،  گویا  حقیقی هستند ولی 

4 5/ ,  2
3

بنویسید.  مناسب  محل  در  مقابل  شکل  روی  را  آنها  و  نباشند  صحیح  عدد  که  بزنید  مثال  گویا  عدد  دو  ب( 

17 0 200
2

2 6 2 5
25

3
9, , , , / , , ,

ππ
−− −− بنویسید.   مناسب  محل  در  و  شکل  روی  را  زیر  اعداد  پ( 

� �−− ==W {− − −1, 2 , 3 , ...} بنویسید.  اعضا  نمایش  با  را  غیرحسابی  صحیح  اعداد  مجموعه  ت( 

W − = {}0 است.  صفر  عدد  آن  و  دارد  عضو  یک  دارد؟  عضو  چند   W −− مجموعه ث( 

آنها  زیر  گنگ اند؟  این شش عدد  از  کدام یک  بنویسید.  از جاهای مشخص شده روی محور  را در یکی  اعداد داده شده  از  ف2 هر یک 

2 45
7

2
/ ,

−− = −3 5/ , , / ,6 4 9−− ππ  3 14/ , −− 2 بکشید.   خط 

کتابدرسی    3 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کنید: کامل  را  زیر  جدول  آنگاه   a b<< به طوری که باشند،  دلخواه  حقیقی  عدد  دو   b و  a گر ا

هندسی مجموعه اینمایش  بازهبازهنمایش  نوع 

ba

{ | }x a x b∈∈ << <<(a , b)باز

{ }|x a x b∈ ≤ ≤[ , ]a bبسته

ba
{ | }x a x b∈ ≤ <[a , b)نیم باز

ba
{ | }x a x b∈ < ≤( , ]a bنیم باز

210 3 4 5

{ | }x x∈∈ << ≤≤ 1 5( , ]1 نیم باز5

{ | }x x∈ − ≤ < 3 2[ , )−3 نیم باز2
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کتابدرسی    4 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
کنید.  کامل  را  زیر  جدول  باشد،  دلخواهی  حقیقی  عدد   a گر  ا

هندسی مجموعه اینمایش  بازهبازهنمایش  نوع 

a
{ | }x x a∈∈ >>� �(a , باز∞+(

a{ | }x x a∈ ≥[ , )a ++ نیم باز∞

{ | }x x a∈ ≤( , a]−∞نیمباز

{ | }x x a∈ <( , )−−∞ aباز

( , )−∞ باز∞+

{ | }x x∈ ≥ 3[3 , نیمباز∞+(

3 4 5210-1

{ | }x x∈∈ << 5( , باز∞−(5

کتابدرسی    4 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال 
شکل  مطابق  را  بازه  دو  هر  هندسی  نمایش  آوریم.  به  دست  را   B == ++( , )2 ∞ و  A == −−( , ]14 بازۀ دو  ک  اشترا و  اجتماع  می خواهیم 

می کنیم. رسم  محور  یک  روی 

 

یعنی:   ( )−−1 از بزرگ تر  حقیقی  اعداد  تمام  مجموعۀ  با  است  برابر   A B∪ که می شود  دیده  شکل  روی  از 

( , ] ( , ) ( , )−− ++ == −− ++14 2 1∪ ∞ ∞  

4؛ عدد  خود  همراه  به   4 و   2 بین  حقیقی  اعداد  تمام  مجموعۀ  با  است  برابر   A B∩ که می شود  ملاحظه  شکل  به  توجه  با  همچنین 

( , ] ( , ) ( , ]−− ++ ==14 2 2 4∩ ∞ یعنی: 

.2∉∉A B∩ چرا  که  دهید  توضیح 

قرار B بازۀ در ولی هست A بازۀ در 2 عدد هستند. B بازۀ در هم و A بازۀ در هم که عضوهایی یعنی  A B اعضای

.2∉A B ندارد،پس

کتابدرسی    5 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
کنید: مشخص  را  زیر  عبارت های  نادرستی  یا  درستی   1 

)الف  4
3

1

2
2∈∈[ ),  .0 5 1 3 2/ /< < که میدانیم و  1

2
0 5= / و  4

3
1 3 /

−− )ب  ∈∈ −−2 2 0( , ] کهاینعددمتعلقبهاینبازهنیست.  دربازه،نشاندهندۀایناست نمادپرانتزدرسمتچپعدد2−

)پ  0 2 0∈∈ −−( , ] است.  بازه این به متعلق بنابراینصفر دارد، وجود کروشه نماد بازه، در راستعددصفر درسمت

)ت  −− ∈∈ −−2 2 0{ , } 
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)ث   −− ∈∈ −−1 2 0{ , }  

] )ج  , ] ( , )−− ⊆⊆ −−1 2 1 2 نیستند.  ( , )−1 2 هستند،درحالیکهایندوعدد،عضوبازۀ [ , ]−1 2 عضوبازۀ دوعدد2و1−

)چ  { , } [ , )0 1 1 2⊆⊆ −− هستند.   [ , )−1 2 بازۀ 1عضو و دوعدد0

)ح  ∅∅ ⊆⊆ −−( , ]17 0 است.  دلخواه هرمجموعۀ زیرمجموعۀ تهی

)خ   [ , ) ( , ]2 5 2 5== ندارد.همچنینعدد2  تعلق بازۀسمتچپ به ولی دارد تعلق راست بازۀسمت به 5 عدد
دارد. تعلق بازۀسمتچپ به ولی نیست راست بازۀسمت به متعلق

)د   2 0 1∈∈ ( , )  . 1 4 0 1/ ( , )∉ 1،پس 4 1/ > وچون  2 1 4 /

کنید. وصل  آن  نظیر  بازه های  یا  بازه  به  را  عدد  هر  هستند.  داده شده  بازه های  از  تا  چند  یا  یک  عضو  زیر،  اعداد  از  یک  هر   2 

0 2/6 022 1023/ ××−−5
4

−−5003−−2

( , )−−2 3( ],
−−1
2

1

2
[ , )3 ++ ∞[ , )−−2 0( , )−− −−∞ 4[ , ]1 4

بنویسید. را  زیر  عبارت های  حاصل  سپس  و  کنید  رسم  زیر  محور  روی  را   B == −−( , ]1 3 و  A == −−( , ]4 2 بازۀ دو  هندسی  نمایش   3 

0 1 2 3 4-1-2-3-4-5

A
B

A )الف B∩ = −( , ]1 2 A )ب   B∪ = −( , ]4 3   

A )پ B−− = − −( , ]4 1 B )ت   A−− = ( , ]2 3   

کتابدرسی    5 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
باشد.  4 از  کمتر  صحیح  اعداد  مجموعۀ   B و  4 از  کمتر  طبیعی  اعداد  مجموعۀ   A کنید فرض 

A == { }1,2,3 کنید.  مشخص  آنها  اعضای  نمایش  با  را  مجموعه  دو  این  الف( 

B { }== ..., , , , , , ,− − −3 2 1 0 1 2 3  
3عضو دارد؟  عضو  چند  A ب(

دارایبیشمارعضواست.بهاینگونهمجموعهها،مجموعههای B مجموعۀ گفت؟  B چه می توان  پ( دربارۀ تعداد اعضای

است. )باپایان( متناهی است،یکمجموعۀ دارای3عضو که  A میشود.همچنینمجموعۀ گفته )بیپایان( نامتناهی

کهتعداداعضایآنهایکعددحسابیاست،مجموعههایمتناهیمینامیم. مجموعههاییمانندمجموعۀAرا

باتوجهبهفعالیتبالا،مجموعۀBیکمجموعهمتناهینیست،زیرانمیتوانتعداداعضایآنرابایکعددحسابی

را است.چنینمجموعههایی بزرگتر بگیریم نظر در که عددی هر از اینمجموعه اعضای تعداد واقع در کرد. بیان

مجموعههاینامتناهیمینامیم.
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کتابدرسی    6 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
یا  دقیق  تعداد  کنید  سعی  متناهی  مجموعه های  دربارۀ  کنید.  مشخص  را  زیر  مجموعه های  از  یک  هر  بودن  نامتناهی  یا  متناهی  ف1 

بنویسید. را  آنها  از  یک  هر  اعضای  تقریبی 

متناهی(متناهینامتناهیمجموعه مجموعه های  مورد  )در  اعضا  تعداد 

یک رقمی اول  اعداد  و دارای 4 عضو است.مجموعۀ   { , , , }2 3 5 7

زمین روی  انسان های  نفر است.مجموعۀ  میلیارد  با 7  برابر   
ً

تقریبا زمین  کرۀ  جمعیت 

فرد طبیعی  اعداد  }مجموعۀ  , , , ,...}1 3 5 7

انسان یک  مغز  عصبی  سلول های  تاست.مجموعۀ   100000000000, , , برابر  
ً

تقریبا آنها  تعداد 

مجموعۀ تمام دایره های به مرکز مبدأ مختصات
متفاوت  شعاع های  با  مختصات  مبدأ  مرکز  به  دایره  بی شمار 

وجود دارد.

شما مدرسۀ  دانش آموزان  مجموعۀ 
 
ً
کثرا )ا است.  مشخصی  عدد  مدرسه  هر  دانش آموزان  تعداد 

عددی سه رقمی است.(

ده رقمی طبیعی  اعداد  مجموعۀ 
{ , , , }1000000000 1000000001 9999999999

⇒ =IñøH jHk÷U 9000 000 000, , ,

آمازون جنگل های  درخت های  390 تاست.مجموعۀ  000 000 000, , ,
ً

تعداد درخت های این جنگل تقریبا

یک صورت  با  مثبت  کسرهای  }مجموعۀ  }, , , ,...
1
1
1
2

1
3

1
4

10 عدد  طبیعی  مضرب های  }مجموعۀ  , , , ,...}10 20 30 40

)01, ( بین صفر و یک، بی شمار عدد حقیقی وجود دارد.بازه 

مول  یک  در  موجود  مولکول های  مجموعۀ 

آب از  مشخص 
.6 است 1023× برابر  

ً
تقریبا آنها  تعداد 

همچنین   ،{ , , ,... , }1 2 3 9 است: متناهی  مجموعه ای  یک رقمی،  طبیعی  اعداد  مجموعۀ  ببرید.  نام  متناهی  مجموعۀ  دو  ف2 

.{ , , ,... , }100 101 102 999 است: متناهی  مجموعه ای  نیز  سه رقمی  طبیعی  اعداد  مجموعۀ 

و  B = { , , , ...}1 2 3 باشیم: داشته  گر  ا باشد.  دیگری  زیرمجموعۀ  آنها  از  یکی  که  بزنید  مثال  نامتناهی  مجموعۀ  دو  ف3 

. ( )A B⊆ است  B زیرمجموعۀ  A و هستند  نامتناهی  مجموعه های  دو  هر   B و  A ، A = { , , , ...}10 11 12

و طبیعی  اعداد  مجموعۀ   A گر ا باشد.  تک عضوی   B A−− و بوده   A B⊆⊆ که بزنید  مثال   B و   A مثل  نامتناهی  مجموعۀ  دو  ف4 

زیرا: بود.  خواهد  برقرار  سؤال  شرایط  باشد،  حسابی  اعداد  مجموعۀ   B

A { , , , } , B { , , , , } A B= = = = ⇒ ⊆ ⇒ ⊆ 1 2 3 0 1 2 3 W W  

B A { }− = − =W  0  
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و امکاناتلازم باداشتن اینحال، با باشد. زیاد بسیار متناهی،ممکناست ازمجموعههای برخی اعضای تعداد

زمین. کرۀ روی مانندمجموعۀمورچههای آورد؛ بهدست را آنها تعداد کافی،میتوان صرفوقت

کتابدرسی    7 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
کنید. بنویسید و جواب خود را با جواب های دوستانتان مقایسه  ( , )0 1 گویای دیگر از بازۀ 1 عددی بین0 و 1 است. چهار عدد 

3
الف( 

 1
9

 ,  1
8

 ,  1
7

 ,  1
6

به دست می آید.  جواب های مختلفی 

دارد. وجود  گویا  عدد  بی شمار  عدد،  دو  هر  بین  زیرا  بله،  کرد؟  ارائه  گویا  عدد  دلخواه  تعداد  هر  به   1 و  بین0 می توان  آیا  ب( 

گویای  نتیجه می گیریم تعداد اعداد  ) چه نتیجه ای می گیرید؟  , )0 1 گویای موجود در بازۀ پ( در مورد متناهی یا نامتناهی بودن اعداد 

) نامتناهی است. , )0 1 گویای موجود در بازۀ بین صفر و یک، بی شمار هستند. به عبارت دیگر، مجموعۀ اعداد 

است. نامتناهی  مجموعه ای  گویا(  اعداد  )مجموعۀ    گفت؟ می توان  چه    بودن نامتناهی  یا  متناهی  مورد  در  ت( 

بود. خواهد  نامتناهی   مجموعۀ     یک   A آنگاه باشد،  نامتناهی  زیرمجموعۀ  یک  دارای   A گر ا ث( 

بزرگ تری  که مجموعۀ   A آنگاه مجموعۀ  ، B A⊆ یعنی: باشد،   B مانند مجموعۀ نامتناهی  زیرمجموعۀ  A دارای یک  گر ا

بود. نامتناهی خواهد  نیز  B است  به مجموعۀ نسبت 

کتابدرسی    7 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 
باشد.  5 عدد  طبیعی  مضرب های  تمام  U مجموعۀ  کنید فرض  ف1 

U = { , , , , ...}5 10 15 20 بنویسید.   آن  اعضای  نمایش  با  را   U الف(

است. نامتناهی  مجموعۀ  یک   U نامتناهی؟ یا  است  متناهی   U ب(

B = { , , , , ... , }5 10 15 20 100 بنویسید.   U از متناهی  زیرمجموعۀ  یک  پ( 

. C D⊆⊆ که طوری  به  بنویسید؛   U از  D و  C مانند نامتناهی  زیرمجموعۀ  ت( دو 

C={ , , ,...}15 20 25 }=D و , , , ,...}10 15 20 25   

کنید. مشخص  را  زیر  مجموعه های  بودن  نامتناهی  یا  متناهی  ف2 

= { , , , ...}1 2 3 با:  است  برابر  زیرا  نامتناهی،  طبیعی.  اعداد  مجموعه  الف( 

 { , , , , , , , , }1 2 3 4 6 9 12 18 36 با:  است  برابر  زیرا  متناهی،   .36 عدد  طبیعی  شمارنده های  مجموعه  ب( 

است.  1
2

و   1
4

بین حقیقی  عدد  بی شمار  دارای  بازه  این  زیرا  نامتناهی،   . ( ),
1

4

1

2
بازه پ( 

n A W( ) = ∈0 است.   A = ∅ و ندارد  وجود   2 و   1 بین  طبیعی  عددی  هیچ  زیرا  متناهی،   . A x x== ∈∈ << <<{ | } 1 2 ت(

{ , , , , ...}100 200 300 400 نامتناهی، زیرا برابر است با:  ث( مجموعۀ مضرب های طبیعی عدد100. 

) و مجموعۀ اعداد  )E ک آنها مجموعه ای متناهی باشد. مجموعۀ اعداد طبیعی زوج که اشترا ف3 دو مجموعۀ نامتناهی مثال بزنید 

است: متناهی  مجموعه ای  آنها  ک  اشترا که  هستند  نامتناهی  مجموعۀ  دو   ، ( )P اول
E P E P= = ⇒ ={ , , , ,...} , { , , , , ,...} { }2 4 6 8 2 3 5 7 11 2

 

2است. زوج،عدد اول تنهاعدد
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آورید: به دست  محور  یک  روی  آنها  بازه های  رسم  با  را  زیر  مجموعه های  از  یک  هر  حاصل  ف4 

)الف ( , ) ( , ]−− −−3 0 2 5∪ = −( , ]3 5  

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

یکی  در  حداقل  که  قسمت هایی  تمام  باید  بازه،  دو  اجتماع  آوردن  به دست  برای  است،  مشخص  نیز  شکل  در  که  همان طور 

آوریم. به حساب  را  بازه وجود دارد  از دو 

)ب ( , ] ( , )−−∞ 6 2 9∩ = ( , ]2 6  

به صورت   2 عدد  چون  که  است  ذکر  به  لازم  می نویسیم.  را  مشترک  قسمت های  فقط  بازه،  دو  ک  اشترا آوردن  به دست  برای 

ندارد. قرار  ک  اشترا توخالی( است، در  باز )در محور دایرۀ  بازۀ 

)پ ( , ) ( , ]3 6 10++ ∞ ∩ = ( , ]6 10  

109876543210 11

x

)ت ( , ) [ , )−− ++∞ ∞1 1∪ = −∞ +∞ =( , )   

-3 3210-1-2

x

)ث ( , ) [ , )3 2 4++ −−∞ = +∞[ , )4  

6543210-1-2

)ج [ , ) ( , )2 4 3−− ++ ∞ = [ , ]2 3 می دهیم.  پاسخ  )ث(  قسمت  شکل  به  توجه  با 

بنویسید. بازه  دو  اجتماع  به صورت  را  آن  سپس  و  دهید  نشان  محور  روی  را   −− { }3 مجموعۀ ف5 

که روی محور، باید عدد 3 را با دایرۀ توخالی نشان دهیم. کنید  }− یعنی تمام اعداد حقیقی به جز عدد 3. توجه  }3 مجموعۀ

کوچک تر از 3 و دیگری اعداد حقیقی بزرگ تر  که یکی اعداد حقیقی  این مجموعه را می توان به صورت اجتماع دو بازه نوشت، 

− = −∞ +∞{ } ( , ) ( , )3 3 3 باشد:  از 3 

نامتناهی؟ یا  بود  خواهد  متناهی   A آنگاه باشد،  متناهی  مجموعه ای   B و  A B⊆⊆ گر ا ف6 

 B مجموعۀ اعضای  تعداد  با  آن  اعضای  تعداد  که  است  مجموعه ای   A زیرا بود،  خواهد  متناهی  مجموعۀ  یک   
ً

حتما  A

است.  کمتر  آن  از  یا  برابر 
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درس دوم: متمم یک مجموعه

کتابدرسی    8 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
دهید. نشان  محور  روی  را  یک  هر  اعضای  و  بگیرید  نظر  در  را  زیر  مجموعۀ  دو  الف( 

A x x== ∈∈ −− << ≤≤{ | } 3 2           
-4 -3 -2 -1 0 2 41 3

 

B x x== ≤≤∈∈ −− <<{ }| 3 2            
-4 -3 -2 -1 0 2 41 3

 

بنویسید. بازه  یک  به صورت  را   B و اعضا  نمایش  با  را   A ب(

A == { }− −2 1 0 1 2, , , ,  B == ( , ]−3 2  

کنید. مشخص  را   ′′A بگیریم، نظر  در    را مرجع  مجموعۀ  گر  ا  ، A مورد در  پ( 

′ = − −A { , , , , , }… �4 3 3 4  

دهید. نمایش  محور  روی  را  آن  و  کنید  مشخص  را   ′′B باشد، مرجع  مجموعۀ    اینکه فرض  با   ، B مورد در  ت( 

′ = −∞ − +∞B ( , ] ( , )3 2      
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6531-1-3-5-7

 

کتابدرسی    10 و   9 صفحۀ   � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
آن  اعضای  نمایش  با  را   ′′A آنگاه غیرساحلی،  استان های  مجموعۀ   A و باشد  کشورمان  استان های  تمام  شامل  مجموعۀ   U گر ا ف1 

A است؛ مجموعۀ استان های ساحلی است. در نتیجه  که متمم  ′A A مجموعۀ استان های غیرساحلی باشد، گر بنویسید. ا

است: زیر  به صورت   ′A مجموعۀ

′ = − =A U A { , , , , , ,·°Ã¬ ·HnkºpI¶ ·ITv±¬ ·ITwp¼i o¿{¼M ·I¬q¶oÀ ·ITva¼±MM » ·ITvÃw}  

صورت این  در  باشد.  فرد  ک  پلا با  اتومبیل های  مجموعۀ   B و کشور  ک گذاری شدۀ  پلا اتومبیل های  تمام  مجموعۀ   U کنیم فرض  ف2 

بود. خواهد  زوج  ک  پلا با  اتومبیل های  مجموعۀ   ′B بود؟ خواهد  مجموعه ای  چه   ′′B

مثال، بهعنوان کنیم. آنمجموعه منهای را مرجع استمجموعۀ کافی یکمجموعه متمم آوردن بهدست برای

گویا اعداد متمممجموعۀ = − = ′=� � � گنگ اعداد مجموعۀ داریم: بگیریم، نظر در رامجموعۀمرجع  گر ا

کنید. وصل  خودش  متمم  به  را  مجموعه  هر  باشد،  مرجع  مجموعۀ    آنکه فرض  با  ف3 

{ , , , , , , , , }1 4 6 8 9 10 12 14 …  { , , , , , }1 3 5 7 9 �

{ , , , , , }2 4 6 8 10 …  { , , , , }3 6 9 12 …

{ , , , , , , }1 2 4 5 7 8 …  { , , , , }1 2 3 9…

{ , , , , , }10 11 12 13 14 …  { , , , , , , }2 3 5 7 11 13 …

باشد.   برابر باید  به هم وصل می شوند،  که  اجتماع هر دو مجموعه  که  باشید  توجه داشته 
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بنویسید. را  زیر  تساوی های  دوم  طرف  می باشد.  آن  از  دلخواهی  زیرمجموعۀ   A و مرجع  مجموعۀ   U ف4 

′′∅∅ == U U−∅ =  ′′ ==U U U− = ∅  A A∪ ′′ == U  A A∩ ′′ == ∅  

بامجموعۀمرجعاست. برابر آنها اجتماع باشند، یکدیگر گردومجموعهمتمم ا -1

تهیاست. بامجموعۀ برابر آنها ک اشترا باشند، یکدیگر گردومجموعهمتمم ا -2

تهیاست. ومتمممجموعۀمرجع،مجموعۀ تهی،مجموعۀمرجع 3-متمممجموعۀ

کنید. مشخص  آن  اعضای  نوشتن  با  را   ′′ آنگاه بگیریم،  نظر  در  مرجع  مجموعۀ  به عنوان  را    گر ا الف(  ف5 

′= − = − − −� � � { , , , , }


3 2 1 0 کرده ایم.  را حذف  اعداد طبیعی  اعداد صحیح،  از مجموعۀ  یعنی 

دهید. نمایش  محور  روی  را   ′′ این صورت در  بگیریم،  نظر  در  مرجع  مجموعۀ  به عنوان  را    گر ا ب( 

کنیم.  را حذف  اعداد حقیقی، عددهای طبیعی  از مجموعۀ  باید 

را بنویسید و سپس جدول های  ′′B A′′ و B. ابتدا == { , }2 4 A و == { , , }1 2 3 U مجموعۀ مرجع باشد و == { , , , , }1 2 3 4 5 ف6 فرض کنیم

کنید. از هر قسمت چه نتیجه ای می گیرید؟ کامل  زیر را 

′′ ==A { , }4 5  ′′ ==B { , , }1 3 5   

⇒⇒ ′′ ′′ ==(A ) A
(A )′′ ′′

{ , , }1 2 3

⇒⇒ ==(A ) A B∪ ∩B ′ ′ ′
′′ ′′A B∩(A B)

′′A B

{ }5{ }5{ }, , ,1 2 3 4

⇒⇒ ==(A B) A B∩ ∪′ ′ ′
′′ ′′A B∪(A B)

′′A B

{ }, , ,1 3 4 5{ }, , ,1 3 4 5{ }2

⇒⇒ ==A B A A B− − = ′(A B) 

A B∩ ′′A −− (A B)A B−−

{ },1 3{ },1 3{ },1 3

برقرارهستند: زیر قوانین B و A بینهردومجموعۀدلخواه

1( ( )A B A B∪ ∩′ = ′ ′           

2( ( )A B A B∩ ∪′ = ′ ′ »قوانیندمورگان«میگویند. و2، 1 قوانین به

3( A B A− = − = ′(A B) A B  
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است.  مرجع  مجموعۀ   U آن در  که   A B U⊆⊆ ⊆⊆ کنیم فرض  الف(  ف7 

که آیا  کنید  کنید و سپس تعیین  را مشخص  ′′B A′′ و در نمودارهای مقابل

بله است؟  برقرار  بودن  زیرمجموعه  رابطۀ  هم  ′′B و  ′′A بین

. ′ ⊆ ′B A است، مشخص  نمودار  در  که  همان طور  چگونه؟ 

A می باشد. با به دست  B⊆⊆ ، در این صورت B b c A b== =={a , , } {a , }» U مجموعۀ مرجع باشد و b c d e== {a , , , , } گر ب( ا

است. برقرار  بودن  زیرمجموعه  رابطۀ  هم  ′′B و  ′′A بین که  دهید  نشان  ′′B و  ′′A آوردن

′ = ′ = ⇒ ′ ⊆ ′A d e B e{c , , } , {d , } B A  

بود. خواهد ′ ⊆ ′B A آنگاه باشد،  A B⊆ گر ا

کتابدرسی    11 و   10 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
مؤسسۀ  یک  عضو  دانشجوی   3 و  دانش آموز   4 از  متشکل  کوه نوردی  تیم  یک  ف1 

هر  جمعۀ  روزهای  در  داوطلبانه  به طور  تیم  این  اعضای  است.  زیست  محیط  طرفدار 

می کنند. ک سازی  پا زباله  وجود  از  را  خود  شهر  اطراف  کوه های  هفته 

اعضای  و   A == {³I¿²H pI¹²H HoÀp ITÃºA ,  ,  , } مجموعه تیم  این  دانش آموز  اعضای 

که دیده  B هستند. همان گونه  == { }¾º HpoÎ ¾¶¼~÷¶ ¾µöIÎ ,  , دانشجوی آن مجموعه

. A B∩ == ∅∅ دیگر  به عبارت  ندارند؛  مشترکی  عضو  هیچ  مجموعه  دو  این  می شود، 

یامجزامیگوییم. ازهم باشند،دومجموعۀجدا فاقدعضومشترک که B و A بههردومجموعهمثل

کنید. تکمیل  را  زیر  جدول  و  بنویسید  می باشد،  کوه نوردی  تیم  اعضای  بیانگر  که  را   A B اعضای الف( 

 A B∪ == { , , , , , , }³I¿²H pI¹²H HoÀp ITÃºA ¾ºHpoÎ ¾¶¼~÷¶ ¾µöIÎ  

n A B( )n A B( )n B( )n A( )

 0 7 34

بنویسید. فرمول  یک  به صورت  را  رابطه  این  دارد؟   n B( ) و  n(A) با رابطه ای  چه   A B عضوهای تعداد  ب( 

 n A B n A n B( ) ( ) ( ) = + یعنی:  B است.  A» تعداد اعضای برابر مجموع   A B تعداد اعضای

است؟ برقرار   B و  A دلخواه مجموعۀ  دو  برای  فرمول  این  شرایطی  چه  تحت  پ( 

باشد.   A B = ∅ از هم )مجزا( و B جدا  A و یعنی  ، n A B( ) که0= در صورتی 

بنویسید. را  خواسته شده  موارد  می نامیم.   B و  A به ترتیب را   30 و   28 عدد  دو  طبیعی  شمارنده های  مجموعۀ  الف(  ف2 

28 عدد  شمارنده های  مجموعۀ   : A =={ , , , , , }1 2 4 7 14 28 ⇒⇒ ==n(A) 6  

بزنه�د هاشوريال ريالا B′

U

بزنه�د هاشوريال ريالا A′

U

A

B

A

B
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30 عدد  شمارنده های  مجموعۀ   : B == { }, , , , , , ,1 2 3 5 6 10 15 30 ⇒⇒ ==n B( ) 8  

30 و   28 مشترک  شمارنده های   : A B∩ == { },1 2 ⇒⇒ ==n(A B)∩ 2  

A B∪ == { }, , , , , , , , , ,,1 2 3 4 5 6 7 10 14 28 3015 ⇒⇒ ==n A B( )∪ 12  

کنید. کامل  را  زیر  جدول  ب( 

n A B( )n(A B)n B( )n A( )

 12 2 86

نیست؟ برقرار  مثال  این  در   n A B( ) n(A) n(B)∪ == ++ یعنی آوردید؛  به دست   )1( فعالیت  در  که  رابطه ای  چرا  پ( 

 B A و ک اشترا مثال،  این  ولی در  باشد   n A B( ) یعنی0=  A B = ∅ که )1( در صورتی درست است  فعالیت  رابطۀ 
نیست.  برقرار   )1( فعالیت  رابطۀ  نتیجه  ، در  ( )A B ≠ ∅ تهی نیست

بزنید. حدس  را   n A B( ) برای درست  رابطۀ  کنید  سعی  مقابل،  نمودار  تکمیل  با  ت( 

    n BA( ) n(A) n(B) n(A B)∪ ∩= + −  
برقرار است.   B A و متناهی برای هر دو مجموعۀ  کلی  رابطه در حالت  این 

B دو مجموعۀ متناهی دلخواه باشند، داریم: A و گر که دیدیم، ا همان طور 

n A B n A n B( ) ( ) ( ) n(A B)∪ ∩== ++ −−

 A مجموعۀ اعضای  تعداد  که  هنگامی  کنید.  بحث  خود  دوستان  با  رابطه  این  درستی  علت  مورد  در  فوق،  نمودار  به  توجه  با 

در  بار  )یک  شمرده ایم  بار  دو  را   A B مجموعۀ  اعضای  تعداد  واقع  در  می کنیم،  جمع   B مجموعۀ اعضای  تعداد  با  را 

درست  تعداد  تا  کنیم  کم  را   A B مجموعۀ اعضای  تعداد  بار  یک  باید  بنابراین  (؛  B اعضای در  بار  یک  و   A اعضای

آید. به دست   A B اعضای

کتابدرسی 11و12    صفحۀ   � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
پویانمایی  فیلم   7 آنها  بین  در  که  است  برگزاری  حال  در  مختلف  موضوعات  در  فیلم   21 شرکت  با  کوتاه  فیلم  جشنوارۀ  دوره  یک  ف1 

که: کل فیلم هایی  )کارتونی( و 8 فیلم طنز وجود دارد، به طوری که 3 تا از فیلم های پویانمایی با مضمون طنز می باشند. مطلوب است تعداد 

غیر طنزند. و  پویانمایی  غیر  ب(  طنزند.   یا  پویانمایی  الف( 

نشان   T با را  طنز  فیلم های  مجموعۀ  و   C با را  پویانمایی  فیلم های  مجموعۀ   ،U با را  فیلم ها  تمام  شامل  مجموعۀ  حل:  اول  روش 

بیابید. را  جواب ها  و  کنید  پر  را  خالی  جاهای  می دهیم. 

)الف  n C T T( ) n(C) n(T) n(C )∪ ∩== ++ −− == ++7 8 3 12−− ==  

)ب n T T(C ) n(U) n(C )∪ ∪′′ == −− == −− ==21 12 9  

ناحیۀ  چهار  به  را   U درون سطح   T و  C مجموعۀ دو  مقابل،  وِن  نمودار  در  حل:  دوم  روش 

اعداد  نوشتن  با  است.  شده  نوشته  نواحی  از  تا  دو  به  مربوط  عددِ  که  کرده اند  تقسیم  گانه  جدا

بیابید. را  )ب(  و  )الف(  قسمت های  جواب  دیگر،  قسمت  دو  به  مربوط 

یا طنز )الف پویانمایی  فیلم های  کل  تعداد   = + + =4 3 5 12  

و غیرطنز )ب پویانمایی  فیلم های غیر  کل  تعداد   = − =21 12 9  
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کلاس  کلاس 25 نفری، تعداد 15 نفر عضو تیم فوتبال و 11 نفر عضو تیم بسکتبال  در یک  ف2 

مشخص  نباشند،  تیم  دو  این  از  هیچ یک  عضو  کلاس  این  دانش آموزان  از  نفر   5 گر  ا هستند. 

هستند. تیم  دو  هر  عضو  آنها  از  نفر  چند  کنید 

بیابید.  را   x مقدار زیر  نمودار  تکمیل  با  حل:  اول  روش 

25 5 20− =  
15 11 20 26 20 6− + + − = ⇒ − = ⇒ = ⇒x x x x x 6 نفر عضو هر دو تیم هستند. 

 n B F( )∩ n می توان  B F( )∪ . حال با نوشتن فرمول n B F( )∪ == روش دوم حل: چون 5 نفر عضو هیچ یک از این دو تیم نیستند، پس20

n F n F Bn B( ) ( ), ( ) ,= ==15 2011  آورد.   را به دست 

n F B n F F B n F B n F B( ) ( ) n(B) n( ) ( ) ( )∪ ∩ ∩ ∩= + − ⇒ = + − ⇒ = −20 15 11 20 26  

 ⇒ = − = ⇒n F B( ) 26 20 6 تیم هستند.  نفر عضو هر دو   6  

کتابدرسی    13 و   12 صفحۀ     � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 
دهید. نشان  محور  روی  را  زیر  مجموعه های  از  یک  هر  متمم  سپس  و  بگیرید  نظر  در  مرجع  مجموعۀ  به عنوان  را    ف1

)الف(  A == −−[ , )2 3   

A′ نیست و با دایرۀ  A است، پس عضو مجموعۀ 2− عضو مجموعۀ کرد. چون A را حذف   مجموعۀ باید از مجموعۀ
توپر نشان می دهیم.  با دایرۀ  و  A′ است  نیست، پس عضو  A توخالی نشان می دهیم. همچنین چون 3 عضو

B )ب( == { , , , , , ...}0 1 2 3 4   

توخالی نشان می دهیم. به صورت دایرۀ  را   B نیز، اعضای اینجا  در 

)پ(  C == ++( , )0 ∞   

توپر نشان می دهیم. با دایرۀ  و  C′ است  نیست، پس عضو  C چون عدد صفر عضو

)ت(  D == −−( , ]∞ 1   

توخالی نشان می دهیم. با دایرۀ  و  نیست   ′D D است، پس عضو 1 عضو چون عدد 

بگیرید. نظر  در  مرجع  مجموعه  به عنوان  را    ف2

باشد.  نامتناهی  هم   ′′A که بزنید  مثال   A مثل نامتناهی  مجموعه ای  الف( 

A′ نامتناهی هستند. A و که هر دو مجموعۀ A′ مجموعۀ اعداد طبیعی فرد خواهد بود  A مجموعۀ اعداد طبیعی زوج باشد، گر ا

B′′ متناهی باشد.  که B مثال بزنید  ب( مجموعه ای نامتناهی مثل

B نامتناهی است و متمم آن، مجموعۀ اعداد  ، در این صورت B = { , , , ...}6 7 8 B اعداد طبیعی بزرگ تر از 5 باشد، یعنی گر ا

′ مجموعه ای متناهی است. =B { , , , , }1 2 3 4 5 کوچک تر یا مساوی 5، یعنی  طبیعی 

U

F B

15-xنهفر
x

نهفر

نهفر 5

11-x
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نامتناهی؟ یا  است  متناهی   ′′C آورید. به دست  را   ′′C و بزنید  مثال   C مثل متناهی  مجموعه ای  پ( 

C = ⇒ ′ ={ , , , , } C { , , , , }1 2 3 9 10 11 12 13  C مجموعۀ اعداد طبیعی یک رقمی باشد، آنگاه خواهیم داشت:  گر ا
نامتناهی است.   ′C که دیده می شود، مجموعۀ همان طور 

کنید. محاسبه  را   n B( ) آنگاه  n A B( )∪ == و30  n A B( )∩ == 5  ، n A( ) ==15 گر ا ف3 

n A B n A n B n A B n B n B n B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + − ⇒ = + − ⇒ = + ⇒ =30 15 5 30 10 20  

و    n B( ) == 40، n(A) == 60، n U( ) که100== طوری  به  باشند،  U مرجع مجموعۀ  از  زیرمجموعه هایی  B و A کنیم فرض  ف4 

n )الف( A B( )∪ = + −n A n B n A B( ) ( ) ( ) = + − = − =60 40 20 100 20 80 n مطلوب است:  A B( )∩ == 20

را رسم می کنیم:  نمودار ون  به اطلاعات داده شده،  توجه  با 

n )ب( A B( )∩ ′′ = 40 B′ باشند.  A و هم عضو که هم عضو n باید تعداد اعضایی را بیابیم  A B( ) ′ برای به دست آوردن

A B A B ′ = −  داریم:  B و A برایهردومجموعۀدلخواه

)پ(  n A B( )′′∩ = 20  

)ت(  n A B( )′′ ′′∩ = ′ = − = − =n A B n U n A B( ) ( ) ( )  100 80 20 داشت:  خواهیم  دمورگان،  قوانین  طبق 

گر 5 نفر از دانش آموزان  گروه تئاترند. ا گروه سرود و 19 نفر آنها عضو  کلاس 31 نفری، تعداد 14 نفر از دانش آموزان عضو  ف5 در یک 

است:  مطلوب  باشند،  گروه  دو  هر  عضو  کلاس  این 

گروه سرود ند. که فقط عضو  الف( تعداد دانش آموزانی 

داشت: خواهیم  دهیم،  نشان   T با را  تئاتر  گروه  و   S با را  سرود  گروه  گر  ا
 n S n T n S T n S T( ) , ( ) , ( ) , ( ) ?= = = ′ =14 19 5 

 
 n S T( ) ′ = 9 با توجه به نمودار رسم شده، داریم: 

نیستند. گروه  دو  این  از  هیچ یک  عضو  که  دانش آموزانی  تعداد  ب( 

نیستند. گروه  این دو  از  نفر عضو هیچ یک  )الف(، 3  نمودار رسم شده در قسمت  به  توجه  با 
پاسخ داد: این سؤال  به  نیز می توان  که بدون رسم شکل  باشید  توجه داشته 

n A B n n A B n n n B n A B( ) (U) ( ) (U) (A) ( ) ( )∪ ∪ ∩′ = − = − − + = − − + =31 19 14 5 3  

 A گذشته از محصولات شرکت که 70 نفر آنها در یک ماه  110 مشتری یک فروشگاه زنجیره ای، مشخص شد  ف6 در یک نظرسنجی از

که در این مدت از هر دو شرکت خرید  کردند  از آنان نیز اعلام  کرده اند. همچنین 32 نفر  B خرید  و 57 نفرشان از محصولات شرکت

گذشته: ماه  یک  در  نفر  این110  از  تعداد  چه  کرده اند. 

n A n B n A B( ) , ( ) , ( )= = =70 57 32 کرده اند.  خرید  شرکت  دو  این  از  یکی  از  دست کم  الف( 

n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + − = + − = − =70 57 32 127 32 95  
این دو شرکت خرید داشته اند.  از  یکی  از  نفر  یعنی دست کم )حداقل( 95 
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که بگوییم  کرده اند، مانند این است  A خرید  کرده اند.  فقط از شرکت A خرید  ب( فقط از شرکت

n A B( ) ′ = 38 B خرید نکرده اند. بنابراین:   کرده اند و از شرکت A خرید  از شرکت

کرده اند،   از یکی از این دو شرکت خرید 
ً

کرده اند. دقیقا پ( دقیقاً از یکی از این دو شرکت خرید 

 A از و  کرده اند  خرید   B از یا   ( )A B ′ نکرده اند خرید   B از و  کرده اند  خرید   A از یعنی 

بنابراین:  . ( )B A ′ نکرده اند خرید 
 n A B B A n A B n B A[( ) ( )] ( ) ( )∩��� �� ∪ ∩��� �� ∩ ∩′ ′ = ′ + ′ = + =38 25 63

.k¹TvÀ ´ÀÀ pH Hk]

 

 ( )′A A خرید نکرده اند از یعنی  نکرده اند،  این دو شرکت خرید  از  از هیچ یک  این دو شرکت خرید نکرده اند.  از  از هیچ یک  ت( 

بنابراین:  . ( )′B نکرده اند خرید  هم   B از و 
 n A B n A B n U n A B( ) ( ) ( ) ( )′ ′ = ′ = − = − =∩ ∪ ∪ 110 95 15  

درس سوم: الگو و دنباله

کتابدرسی    14 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال 
کنید. توجه  آنها  از  یک  هر  در  به کاررفته  چوب کبریت های  تعداد  و  زیر  شکل های  به 

چموب�بر�ت چموب�بر�ت11 چموب�بر�ت8 5

1 ش�ل

2 ش�ل

3 ش�ل

...n...4321شکل شمارۀ   : n

...3 2n چوب کبریت ها141185...+ تعداد   : an

...an == 3 2n +...a4 14=a3 11==a2 8==a1 5==an و  n بین رابطۀ 

است؟ چقدر  آن  مقدار  و  چیست  نشان دهندۀ   a4 نمادگذاری، این  با  الف( 

. a4 14= با است  برابر  و  چهارم  شکل  تعدادچوب کبریت های  نشان دهندۀ   a4
ام است. n کلی، در یک الگو، جملۀ ام است و در حالت  n برابر با تعداد چوب کبریت های شکل an an به چه معناست؟ ب(

دهید. انجام  را  بعد  فعالیت  کار،  این  برای  آورید؟  به دست   n برحسب را   an حاصل می توانید  آیا  پ( 

a است. روش های به دست آوردن آن در فعالیت های بعدی  nn = +3 2 an با توجه به چند عدد اول الگو، برابر بله، حاصل

آمده است.
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کتابدرسی    15 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
an در مثال بالا، شکل های الگو  ف1 آیدا برای به دست آوردن حاصل

و  a10 مقدار روش،  این  به کمک  گرفت.  نظر  در  روبه رو  به صورت  را 

آورید. به دست  را   an

و  او تعداد چوب کبریت های افقی  برد.  به کار  را  آیسا روش دیگری  ف2 

بتواند  تا  داد  قرار  توجه  مورد  گانه  جدا به طور  را  شکل  هر  در  عمودی 

در  را  روش  این  از   an برای حاصل  مقدار  یابد.  دست   an مقدار به 

بنویسید. مشخص شده  جای 

می دانید؟   an حاصل آوردن  به دست  برای  را  دیگری  راه  شما  آیا  ف3 

کردن یک چوب کبریت به هر شکل، دسته های سه تایی بسازیم. سپس یک واحد از  تعداد چوب کبریت های  بله، می توانیم با اضافه 

کنیم. یعنی: کم  هر شکل 

a a a a a an1 2 3 4 103 3 1 4 3 1 5 3 1 11 3 1= = − = − = − = −2(3) -1, ( ) , ( ) , ( ) , , ( ) , ,  == + −( )( )n 1 3 1

 a n nn == ++ ++( )( )1 2 a و nn == ++3 an را به ترتیب به صورت های2 که در قسمت های )1( و )2( دیدیم، آیدا و آیسا مقدار ف4 همان طور 

درآید. آیدا  جواب  شکل  به  تا  کنید  ساده  را  آیسا  جواب  آوردند.  به دست 

a n n n n nn = + + = + + = +( )( )1 2 2 2 3 2  

بیابید. را  بیستم  شکل  چوب کبریت های  تعداد   a nn == ++3 رابطۀ2 به کمک  ف5 

a20 3 20 2 62= + =( ) قرار دهیم. پس:   را  ، عدد 20  n به جای رابطه،  این  کافی است در 

است. چوب کبریت  قطعه   77 دارای  بالا  الگوی  در  شکل  چندمین  که  کنید  مشخص   a nn == ++3 رابطۀ2 از  استفاده  با  ف6 

بیابیم. را   n به دست آمده، مقدار از معادلۀ  و  قرار دهیم  را  ، عدد 77  an به جای باید 

3 2 77 3 77 2 3 75
75
3

25n n n n+ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ = =  

الگو، دارای 77 قطعه چوب کبریت است.  این  پنجمین شکل  و  بیست  یعنی 

a3 3 3 2== ++( )a2 2 3 2== ++( )a1 13 2== ++( ) a4 4 3 2== ++( ) … a10==10(3) 2 32+ = n(3) 2=3n 2+ +… an ==

a1 1 2 2== ++ ( ) a3 3 4 2== ++ ( ) a4 4 5 2== ++ ( ) a10 10 10 12== ++ ++( ) an == n + (n +1)2
چوب های عمودی

a2 2 3 2== ++ ( )
چوب های افقی

……
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کتابدرسی    17 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
کنید. کامل  را  زیر رسم و جدول  الگوی  را در  بعدی  شکل  ف1 

این صورت است:  به  الگو  شکل چهارم 

+4 +4 +4 +4

شکل54321 شمارۀ   : n

رنگی20161284 مربع های  تعداد   : bn

b5 20=b4 16=b3 12=b2 == 8b1 4==bn و   n بین  رابطۀ 

افزایش  4تا  4تا  شکل ها،  در  رنگی  مربعهای  تعداد  زیرا  می شود.  محسوب  خطی  الگوی  یک  الگو  این  چرا  که  دهید  توضیح  ف2 

است.   4 ثابت  عدد  متوالی  جملۀ  دو  هر  اختلاف  دیگر،  عبارت  به  می یابد. 

را   bn ، حاصل h از حدس زدن مقدار بیابید و پس  را   b an hn == ++ رابطۀ a در  الگو، مقدار افزایش جملات  میزان  به  توجه  با  ف3 

پس: است.  شکل  شمارۀ  برابر  چهار  شکل،  هر  در  رنگی  مربع های  تعداد  جدول،  و  شکل ها  به  توجه  با  آورید.  به دست 

b n n a hn = = + ⇒ = =4 4 0 4 0,  

b250 4 250 1000= × = رنگی مربع  است؟   رنگی  مربع  چند  دارای   250 شمارۀ  شکل  ف4 

است؟  144 برابر  رنگی  مربع های  تعداد  بالا،  الگوی  از  مرحله ای  چه  در  ف5 

b n nn = = ⇒ = =4 144
144
4

36 کنیم:  را محاسبه   n و مقدار قرار دهیم  برابر 144  را   bn کافی است

برابر 144 است.  رنگی  مربع های  تعداد  الگو،  این  از  پس در مرحلۀ سی و ششم 

کتابدرسی    18 و   17 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
نمایید. کامل  را  جدول  و  کنید  رسم  را  بعدی  شکل  زیر،  الگوی  در  ف1 

(4) ش�ل

(3) ش�ل

(2) ش�ل

(1) ش�ل

�ريالنهگ مربع 4 �ريالنهگ مربع 8 �ريالنهگ مربع 12 �ريالنهگ مربع 16

شکل54321 شمارۀ   : n

نقطه ها453221125 تعداد   : tn

t5 45=t4 32=t3 21=t2 ==12t1 5==tn و  n بین رابطۀ 

+7 +9 +11 +13
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خیر است؟  خطی  الگوی  یک  الگو  این  آیا  ف2 

نیست. ثابتی  عدد  متوالی  جملۀ  دو  بین  اختلاف  زیرا  چرا؟ 

کمک  امیررضا  شکل های  از  کرد.  دسته بندی  زیر  به صورت  را  شکل  هر  نقاط  مجموعه  الگو،  این  عمومی  جملۀ  یافتن  برای  امیررضا  ف3 

بیابید.  را   tn مقدار و  بگیرید 

t1
21 41== ++( ) ( )     t2

22 4 2== ++( ) ( )        t3
23 4 3== ++( ) ( )    t4

24 4 4== ++( ) ( )    …    tn == n +4n2  

این  از  استفاده  با  کرد.  نظیر  زیر  به صورت  را  دیگری  شکل  الگو،  این  شکل  هر  برای  او  داشت.  مسئله  به  دیگری  نگاه  امیرمحمد  ف4 

بنویسید. را   tn مقدار شکل ها 

با توجه به جمله های قبلی می توانیم الگو را به صورت زیر بنویسیم: 

برابرند.  قبلی،  قسمت  دو  در   tn برای به دست آمده  مقدار  دو  که  دهید  نشان  ف5 

الگوی قسمت )3( خواهیم رسید. به  کنیم  را ساده  به دست آمده در قسمت )4(  الگوی  گر  ا

t n n n n nn = + − = + + − = +( )2 4 4 4 4 42 2 2  

زیر:  جدول  به  توجه  با  بله،  کنید.  مقایسه  دوستانتان  جواب  با  را  خود  پاسخ  می شناسید؟   tn یافتن برای  دیگری  روش  شما  آیا  ف6 

شکل54321 شمارۀ 

نقطه ها453221125 تعداد 

 5 5 4( )+ 4 4 4( )+ 3 3 4( )+ 2 2 4( )+ 11 4( رابطه+(

t n nn = +( )4 بود:   به صورت مقابل خواهد  الگو 

کتابدرسی    20 و   19 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
بزنید. مثال  دلخواه  دنبالۀ  دو  ف1 

:دنبالۀ )1( 3 7 11, , , 1− :دنبالۀ )2(  4 9, , ,  

کنید. پر  را  خالی  جاهای  مورد،  هر  در  است.  شده  داده  دنباله  چند  عمومی  جملۀ  ف2 

a )الف nn == −−2 1: 0 3, , 8 , ,15 24  

b )ب nn == −− ++ 4 : 3 , 2 1 0, , , −1 , −−2  

c )ج nn == −− ++13 2 : −−11, −9 , ,−−7 −5 , −−3  

t1
23 4== −− t2

24 4== −− t3
23 2 4== ++ −−( ) t4

24 2 4== ++ −−( ) … tn == (n +2) 42 -

== ++ −−( )1 2 42 == ++ −−( )2 2 42
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کنید  سعی  اول  مورد  پنج  در  همچنین  بنویسید.  را  بعدی  جملۀ  سه  مورد  هر  در  است.  آمده  دنباله  یک  زیر  جدول  از  سطر  هر  در  ف3 

بزنید. حدس  نیز  دنباله  برای  عمومی  جملۀ  یک 

...tn...t7t6t5t4t3t2t1

...−−n...−−7−−6−−5−−4−−3−−2−−1

...2 1n −...131197531

...n2...49362516941

...10−n...
0 0000001

10 7

/
↓
−

0 000001

10 6

/
↓
−

0 00001

10 5

/
↓
−

0 0001/
↓↓

10 4−

0 001/
↓↓

10 3−

0 01/
↓↓

10 2−

0 1/
↓↓

10 1−

...( )−1 3n n...−343216−12564−−278−−1

...8370574431185

...− 1
32

1
16

−1
8

1

4

−−1
2

1−−2

...2216117421

...6151413

...13853211

...1713117532

+1 +2 +3 +4 +5 +6

+13 +13 +13 +13 +13 +13

× −( )1
2

× −( )1
2

× −( )1
2

× −( )1
2

× −( )1
2

× −( )1
2

اول است. اعداد  آخر جدول، دنبالۀ  که دنبالۀ ردیف  باشید  دقت داشته 

قبلی. بامجموعدوجملۀ برابراست فیبوناتچی«معروفاست،هرجمله به»دنبالۀ که آخر به یکیمانده دردنبالۀ

ایندنبالهتوسطفیبوناتچی،ریاضیدانایتالیاییمعرفیشدهاست.

بگیرید. نظر  در  را  مقابل  الگوی  ف4 

بنویسید. آن  ششم  جملۀ  تا  دنباله  یک  به صورت  را  الگو  در  مربع ها  تعداد  الف( 

شکل654321 شمارۀ 

مربع ها211510631 تعداد 

+6+5+4+3+2

(4) ش�ل

(3) ش�ل

(2) ش�ل

(1) ش�ل

مربع 1 مربع 3 مربع 6 مربع 10
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نیست.  ثابتی  متوالی مقدار  زیرا اختلاف جمله های  خیر چرا؟  آیا دنباله حاصل یک دنبالۀ خطی است؟  ب( 

n به دست آورید. an را برحسب کنید حاصل پ( شکل های الگوی صفحه قبل را به صورت زیر تبدیل می کنیم. با دقت در تصویر زیر سعی 

بنویسید. را  زیر  عبارت  حاصل  قبل  مرحلۀ  کمک  به  ت( 

بنویسیم: ، پس می توانیم  n تا  1 از  اعداد طبیعی  با مجموع  برابر است  ام  n مربع های شکل تعداد  اینکه  به  توجه  با 

1 2 3++ ++ ++ ++ ==� n
n(n +1)

2
 

کتابدرسی    20 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 

کنید. توجه  روبه رو  الگوی  به  ف1 

کنید. مشخص  را  آن  تیرۀ  کاشی های  تعداد  و  کنید  رسم  را  بعدی  شکل  الف( 

کاشی سفید و 4  تیره  کاشی   12

بنویسید. آن  هفتم  جملۀ  تا  دنباله  یک  به صورت  را  مرحله  هر  در  تیره  کاشی های  تعداد  ب( 

تیره کاشی های  :تعداد   6 8 10 12 14 16 18, , , , , , ,  
بنویسید.  n برحسب را   tn مقدار باشد،  تیره  کاشی های  تعداد   tn و سفید  کاشی های  تعداد   n گر ا پ( 

بنویسیم: زیر  به صورت  را   tn تیره می توانیم و  کاشی های سفید  تعداد  بین  رابطه  بررسی  با 

n…4321سفید کاشی های  تعداد  : n

2 4n +121086تیره کاشی های  تعدادی  : tn

 2 4n +  ( )2 4 4× + ( )2 3 4× + ( )2 2 4× + ( )2 1 4× +tn الگو

 n t= ⇒ = × + =100 2 100 4 204100 ( ) کاشی است؟  لازم  تیره  کاشی  چند  سفید،  کاشی  برای100  ت( 

چندتاست؟ آن  سفید  کاشی های  تعداد  هست،  گر  ا بله  باشد؟  تیره  کاشی   50 شامل  که  دارد  وجود  شکلی  الگو  این  در  آیا  ث( 

آوریم: به دست  را   n و مقدار قرار دهیم   50 ، tn به جای کافی است 

2 4 50 2 50 4 2 46
46
2

23n n n n+ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ = =  

باشیم.  کاشی سفید داشته  باید 23  باشیم،  تیره داشته  کاشی  اینکه 50  برای  پس 

3

(3+1)

a1 a2 a3 2 3 3 13a == ++( ) ⇒⇒ ==
++

⇒⇒ ==a an3
3 3 1

2

( ) n(n +1)
2

» ...
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بگیرید. نظر  در  را  زیر  الگوی  ف2 

نهقطه 1 نهقطه 6 نهقطه 15

(1) ش�ل
(2) ش�ل (3) ش�ل

(4) ش�ل
(5) ش�ل

نهقطه 28 نهقطه 45

بنویسید. آن  ششم  جملۀ  تا  دنباله  یک  به صورت  را  مرحله  هر  نقاط  تعداد  سپس  کنید،  رسم  را  بعدی  شکل  الف( 

1 6 15 28 45 66, , , , , ,
+21+17+13+9+5

+4 +4 +4 +4

را خواهیم داشت:  پس دنبالۀ مقابل 

بیابید. را  الگو  عمومی  جملۀ  ب( 

 n  43 2 1شکل شمارۀ 

n n( )2 1−281561نقطه ها تعداد 

n n( )2 1−4 7×3 5×2 3×1 الگو×1

a n n n nn = − = −( )2 1 2 2 با:  برابر است  الگو  پس جملۀ عمومی 
دارد؟ نقطه  چند  الگو  این  در  دهم  شکل  پ( 

n a= ⇒ = × − = − =10 2 10 10 200 10 19010
2 نقطه دارد.   شکل دهم، 190 

الگوی  یک  آنها  از  هریک  به  سپس  و  بنویسید  را  دنباله  اول  جملۀ  چهار  مورد  هر  در  است.  شده  داده  دنباله  چند  عمومی  جملۀ  ف3 

کنید. نظیر  هندسی 
)الف(  a nn == 4 ⇒ = × = = × = = × = = × =a a a a1 2 3 44 1 4 4 2 8 4 3 12 4 4 16, , ,  

)ب(  b nn == ++3 1 ⇒ = + = = + = = + = = + =b b b b1 2 3 43 1 1 4 3 2 1 7 3 3 1 10 3 4 1 13( ) , ( ) , ( ) , ( )  

)پ(  c nn == ++2 2 ⇒ = + = = + = = + = = + =c c c c1
2

2
2

3
2

4
21 2 3 2 2 6 3 2 11 4 2 18, , ,  

(4) (3)ش�ل (2)ش�ل (1)ش�ل ش�ل

)ت(  d n nn == ++2 ⇒ = + = = + = = + = = + =d d d d1
2

2
2

3
2

4
21 1 2 2 2 6 3 3 12 4 4 20, , ,  

(4) (3)ش�ل (2)ش�ل (1)ش�ل ش�ل
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کنید. نظیر  هندسی  الگوی  یک  کدام،  هر  برای  سپس  و  آورید  دست  به  را  عمومی  جملۀ  زیر  دو  درجۀ  دنباله های  از  یک  هر  برای  ف4 

)الف  5 8 13 20 29, , , , ,�  

n...4321جمله شمارۀ 

n2 جمله201385...+4

n2 4+...4 42 +3 42 +2 42 +1 42 الگو+

)ب  5 12 22 35 51, , , , ,  

n...321جمله شمارۀ 

(n )
( )+ + +

1
1

2
2 n n...22125جمله

( )
( )

n
n n+ + +

1
1

2
2...( )

( )( )
3 1

3 3 1
2

2+ + +
( )

( )( )
2 1

2 2 1
2

2+ + +
( )

( )( )
1 1

1 1 1
2

2+ + الگو+

⇒ = + +b n nn ( )( )1
3
2

1

درس چهارم: دنباله های حسابی و هندسی

کتابدرسی    21 صفحۀ     � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
حسابی اند. دنبالۀ  یک  جملات  که  است  زیر  به صورت  بعد  به  میلادی  سوم  هزارۀ  آغاز  از  المپیک  مسابقات  برگزاری  سال های  ف1 

2000 2004 2008 2012 2016 2020, , , , , ,�  
 t1 ==2000 , d == 4 کنید.   مشخص  را  دنباله  این  قدرنسبت  و  اول  جملۀ  الف( 

رابهدستآوریم.مثلًادر کافیاستاختلافدوجملۀمتوالی برایبهدستآوردنقدرنسبتیکدنبالۀحسابی،

d = − =2004 2000 4 کنیم: اول رامنهایجملۀ اینجامیتوانیمجملۀدوم

⇒ = +a nn
2 4
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2032 سال در  شد؟  خواهد  برگزار  سالی  چه  در  هزاره  این  در  المپیک  دورۀ  نهمین  ب( 

 2000 2004 2008 2012 2016 2020 2024 2028 2032, , , , , , , ,  
آورید. به دست  را  دنباله  این  عمومی  جملۀ  زیر،  جدول  تکمیل  با  پ( 

�tn�t9�t4t3t2t1

�2000 4++ ( )n 1− ( )�2000 4++ ( )8 ( )�2000 3 4++ ( )2000 2 4++ ( )2000 14++ ( )2000

 t n nn = + − = +2000 1 4 4 1996( ) با:   برابر است  این دنباله،  پس جملۀ عمومی 
شد؟ خواهد  برگزار  سالی  چه  در  میلادی  سوم  هزارۀ  در  المپیک  دورۀ  چهارمین  بیست و  ت( 

t24 == ( )4 24 1996 96 1996 2092× + = + =  

برگزار خواهد شد.  المپیک در هزارۀ سوم میلادی  بیست و چهارمین دورۀ  بنابراین در سال 2092 میلادی، 

آورید. به دست  را  حسابی  دنبالۀ  یک  عمومی  جملۀ  کلی  ساختار  کنید  سعی  زیر،  جدول  تکمیل  با  ف2 

�tn�t6t5t4t3t2t1

� t ( )d1 + n −1� t d1 5+ t d1 4+t d1 3++t d1 2++t d1 1++t1

++d ++d ++d

قدرنسبتآنباشد،جملۀعمومیایندنبالۀحسابی،برابراستبا: d جملۀاولیکدنبالۀحسابیو t1 گر ا

t t n dn = + −1 1( ) 

کتابدرسی    22 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
کردن قدرنسبت، سه جملۀ بعدی را بنویسید و سپس جملۀ عمومی هرکدام را به دست آورید. ف1 در دنباله های حسابی زیر با مشخص 

)الف  5 10 15 20, , , , 25 ,30,35 , ,  d == 5 ,  an == a n d n n1 1 5 1 5 5+ − = + − × =( ) ( )  

)ب  1 3 5 7, , , , 9 , ,11 13 , ,  d == 2 ,  bn == b n d n n1 1 1 1 2 2 1+ − = + − × = −( ) ( )  

)پ  5 9 13 17, , , , 21 25 29, , , ,…  d == 4 ,  cn = + − = + − × = +c n d n n1 1 5 1 4 4 1( ) ( )  

)ت  13 7 1 5, , , ,−− − − −11 17 23, , , ,  d==-6 ,  dn = + − = + − × − = − + = − +d d n n1 1 13 1 6 13 6 6 6 19(n ) (n ) ( )  

گرجملههاییکدنبالۀحسابینزولیباشند،قدرنسبتعددیمنفیخواهدبود. ا

زیرند. شرایط  با  همراه  تلفن  سیم کارت های  عرضه کنندۀ  شرکت  دو   B و  A ف2

A شرکت Bسیم کارت های  شرکت سیم کارت های 

تومان  2000 ماهانه:  ثابت  تومانهزینۀ   3000 ماهانه:  ثابت  هزینۀ 

تومان  30 مکالمه:  دقیقه  هر  تومانهزینۀ   20 مکالمه:  دقیقه  هر  هزینۀ 

از  استفاده  برای  مشابه  هزینۀ   bn و  A شرکت سیم کارت  طریق  از  ماهانه  مکالمه  دقیقه   n کل هزینۀ  نشان دهندۀ   an کنیم فرض 

باشد.  B شرکت سیم کارت 

 a nn = +2000 30  ,  b nn = +3000 20 بنویسید.   n برحسب را   bn و  an مقدار الف( 
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کنید. کامل  را  زیر  جدول  ب( 

)دقیقه(16011060401 ماهانه  مکالمۀ  زمان   : n

 6800 5300 380032002030A سیم کارت هزینۀ   : an

 6200 5200 42003800 3020B سیم کارت هزینۀ   : bn

bn هرکدام می توانند جملۀ عمومی یک دنبالۀ حسابی باشند؟ بله چرا؟ زیرا در هر دو هر جمله از اضافه شدن عددی  an و پ( آیا

دارند. را  حسابی  دنبالۀ  شرایط   bn و  an پس می آید،  به دست  خودش  از  قبل  جملۀ  به  ثابت 
کنید.  مشخص  را  یک  هر  قدرنسبت  است،  مثبت  جواب  گر  ا

an دنبالۀ قدرنسبت   = − = + × − + × = − =a a2 1 2000 30 2 2000 30 1 2060 2030 30( ) ( )  

bn = قدرنسبت دنبالۀ  − = + × − + × = − =b b2 1 3000 20 2 3000 20 1 3040 3020 20( ) ( )  

در نمونه، بهعنوان بود. خواهد قدرنسبت همان n ضریب باشیم، داشته را حسابی دنبالۀ یک عمومی جملۀ گر ا

است. 30 کهعدد آوریم بهدست را قدرنسبت بدونمحاسبهمیتوانیم  a nn = +2000 30 دنبالۀ

کدام سیم کارت  ت( سارا در هر ماه، حدود یک ساعت و فاطمه ماهانه تقریباً 150 دقیقه با تلفن همراه مکالمه می کنند. به هر یک از آنها 

می کنیم:  محاسبه  سیم کارت  دو  هر  با  را  او  هزینۀ  می کند.  مکالمه  دقیقه   60 حدود  ماه،  هر  در  سارا  چرا؟  می کنید؟  پیشنهاد  را 

a60 2000 30 60 2000 1800 3800= + × = + =  b60 3000 20 60 3000 1200 4200= + × = + =  
کمتری خواهد داشت. برایش هزینۀ  کند، چون  استفاده   A از سیم کارت شرکت پیشنهاد می کنیم  به سارا 

با هر دو سیم کارت محاسبه می کنیم: را  حالا هزینۀ 150 دقیقه مکالمۀ فاطمه 

a150 2000 30 150 2000 4500 6500= + × = + =  b150 3000 20 150 3000 3000 6000= + × = + =  

کمتری خواهد داشت. برایش هزینۀ  کند، چون  استفاده   B از سیم کارت شرکت پیشنهاد می کنیم  به فاطمه 

کتابدرسی    23 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال 
 4 11 18 25, , , ,… آورید.   به دست  را  شانزدهم  جملۀ  زیر  حسابی  دنبالۀ  در 

کرده اند.  حل  زیر  به روش های  را  مثال  این  آرکان  و  آرتین  حل: 

پس: داریم.   7 قدرنسبت  با  خطی  الگوی  یک  آرکان: 

t n bn == ++7

t1 7 1== ++( ) b

4 7 3== ++ ⇒⇒ == −−b b

t nn == −−7 3 Â¶¼µø ¾±µ]

t16 7 16 3== −−( )

t16 109==

می کنیم: استفاده  حسابی  دنبالۀ  عمومی  جملۀ  از  آرتین: 

t t n dn == ++ −−1 1( )  

t t d16 1 15== ++

== ++4 15 7( )( )  

==109  

به جواب رسیده است.  زیرا ساده تر و سریع تر  بهتر است،  آرتین  روش  را می پسندید؟  کدام روش  شما 
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کتابدرسی  23 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 

4 6 8 10 12 2, , , , ,⇒ =d باشد.   10 آن  چهارم  جملۀ  که  بزنید  مثال  مثبت  قدرنسبت  با  حسابی  دنبالۀ  یک  الف(  ف1 

19 6 10 7 31 13, , , , ,⇒ = −d باشد.   10 آن  چهارم  جملۀ  که  بزنید  مثال  منفی  قدرنسبت  با  حسابی  دنبالۀ  یک  ب( 

5 3 1 21 3, , , , ,− − ⇒ = − d که تنها سه جملۀ مثبت داشته باشد و سایر جملات  آن منفی باشند.  پ( دنباله ای حسابی مثال بزنید 

بین  می گوییم  حالت  این  در  بدهند.  حسابی  دنبالۀ  تشکیل  حاصل  عدد  پنج  که  دهید  قرار  چنان  را  عدد  سه   62 و   18 بین  الف(  ف2 

کرده ایم. درج  حسابی  واسطۀ  سه   62 و   18

کنید.  کامل  را  جدول  و  آورید  به دست  را  قدرنسبت  باشد،  اول  جمله   18 اینکه  فرض  با  حل: 

t

t t d d
1

5 1

18

62 4 62

==

== ⇒⇒ ++ == ⇒⇒ ==




62 18
4

11
− =

 

+11 +11 +11 +11

کنید. درج  حسابی  واسطۀ  مورد  هر  در  مشخص شده  تعداد  به   80 و   20 بین  ب( 

20 30 40 50 60 70 80

80

80

80

80

20

20

20

20 50

40 60

35 50 65

68564432

d 30�

d 20�

d 15�

d 12�

d 10�

A

B

C

D
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 A
t

t

t

t d
d d d⇒

=
=

⇒
=
+ =










⇒ + = ⇒ = ⇒ =1

3

1

1

20

80
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2 80
20 2 80 2 60 30  

B
t

t

t

t d
d d d⇒

=
=

⇒
=
+ =










⇒ + = ⇒ = ⇒ =1

4

1

1

20

80

20

3 80
20 3 80 3 60 20  

 C
t

t

t

t d
d d d⇒

=
=

⇒
=
+ =










⇒ + = ⇒ = ⇒ =1

5

1

1

20

80

20

4 80
20 4 80 4 60 15  

D
t

t

t

t d
d d d⇒

=
=

⇒
=
+ =










⇒ + = ⇒ = ⇒ =1
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کتابدرسی    24 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 
بیابید. را  بیست ویکم  جملۀ  قدرنسبت،  تعیین  با  آنها  از  یک  هر  در  و  کنید  مشخص  را  حسابی  دنباله های  زیر،  دنباله های  بین  از  ف1 

)الف  3 10 17 24, , , , 

+7 +7+7

⇒ است. حسابی  دنبالۀ  ⇒ d = 7  

t t n d t tn = + − ⇒ = + − × = + × = + = ⇒ =1 21 211 3 21 1 7 3 20 7 3 140 143 143( ) ( )  

)ب  1 2 4 8, , , , 
+1 +2 +4

 ⇒ نیست. حسابی  دنبالۀ   

نیست. ثابت  متوالی، عددی  که اختلاف جمله های  باشید  دقت داشته 

)پ  3 2 3 3 3 4 3, , , ,…⇒

+ 3 + 3 + 3

است. حسابی  دنبالۀ   ⇒ =d 3  

t t21 213 21 1 3 3 20 3 21 3 21 3= + − = + = ⇒ =( )  

)ت  
−3 −3 −3

10 7 4 1, , , , � ⇒ است. حسابی  دنبالۀ   ⇒ = −d 3  

t t t21 21 2110 21 1 3 10 20 3 10 60 50 50= + − × − ⇒ = + − = − = − ⇒ = −( ) ( ) ( )( )  

)ث  2
5

3

5

4

5
1, , , , �⇒

+15+15 +15

است. حسابی  دنبالۀ   ⇒ =d
1
5

 

   

t t21 21
2
5

21 1
1
5

2
5

20
1
5

2
5

20
5

22
5

22
5

4
2
5

= + − × = + = + = ⇒ = =( ) ( )( )  

)ج  2 2 2 2, , , ,…⇒
+0+0+0

است(. ثابت  دنباله  )این  است  حسابی  دنبالۀ   ⇒ = ⇒ =d t0 221  

 

اول  آوردن جملۀ  به دست  با  یعنی  کنید؛  را مشخص  دنباله  و 56 است.  به ترتیب 20  و هفتم  دنبالۀ حسابی، جملات سوم  ف2 در یک 

بنویسید. را  دنباله  جملات  قدرنسبت،  و 
t

t

t d

t d

t d

t d
3

7

1

1

1

1

20

56

2 20

6 56

2 20

6 56

=
=

⇒
+ =
+ =










⇒

− − = −

+ =







= ⇒ =4 36 9d d

 

t d t t td
1

9
1 1 12 20 2 9 20 18 20 2+ =  → + = ⇒ + = ⇒ == ( )  

2 11 20 29 38, , , , , یعنی جملات 9تا 9تا اضافه می شوند. پس داریم:   و قدرنسبت 9 است،  اول 2  پس جملۀ 

کنید. مشخص  را  دنباله  است.   39 آن  بعدی  جملۀ  سه  مجموع  و   3 اول  جملۀ  سه  مجموع  حسابی،  دنبالۀ  یک  در  ف3 

a a d a d a d a d a d, , , , ,+ + + + +2 3 4 5 گر 6 جملۀ اول این دنبالۀ حسابی به صورت مقابل باشند:  ا

a a d a d

a d a d a d

a d

a d

+ + + + =
+ + + + + =

⇒
+ =
+ =




( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3

3 4 5 39

3 3 3

3 12 39





⇒ − − = −
+ =






= ⇒ =

3 3 3

3 12 39

9 36 4

a d

a d

d d

داریم: 

3 3 3 3 3 4 3 3 12 3 3 9 34a d a a a ad+ =  → + = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −= ( )  

−3 1 5 9 13 17, , , , , , بود:  روبه رو خواهد  به صورت  بنابراین، دنباله 
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کنید. مشخص  را  دنباله  نوع  و  بیابید  شکل  رسم  با  را  مقابل  الگوی  بعدی  جملۀ  دو  الف(  ف4 

d است. = و قدرنسبت4  t1 1= با جملۀ اول دنباله حسابی 

t t n d t n n n t nn n n= + − ⇒ = + − × = + − = − ⇒ = −1 1 1 1 4 1 4 4 4 3 4 3( ) ( ) کنید.   مشخص  را  آن  عمومی  جملۀ  ب( 

دهیم: قرار   397 مساوی  را   tn است کافی  است؟   397 دنباله  این  چندم  جملۀ  پ( 

t n n n nn = − = ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒4 3 397 4 397 3 4 400 100 جملۀ صدم  

5 11
2

16
2

8 5 8 11
+ = = ⇒ , , است؟  عددی  چه   11 و   5 بین  حسابی  واسطۀ  الف(  ف5 

در کنیم. حساب را عدد دو آن میانگین است کافی آوریم، بهدست را عدد دو بین حسابی واسطۀ بخواهیم گر ا

داد. دنبالۀحسابیخواهند میانگین،تشکیل بههمراه آندوعدد اینصورت،

 
20 30

2
50
2

25 20 25 30
+ = = ⇒ , , است؟  عددی  چه   30 و   20 بین  حسابی  واسطۀ  ب( 

دنبالۀ  عدد،  دو  آن  با  و  است  آنها  میانگین  همان  عدد،  دو  بین  حسابی  واسطۀ  می گیرید؟  نتیجه ای  چه  قبل  قسمت  دو  از  پ( 

می دهند. تشکیل  حسابی 

کنید. حل  را  آن  است.  آمده  رایند  پاپیروس  در  زیر  مسئلۀ  ف6 

و یک سومِ مجموع سه سهم  که سهم های دریافت شده، دنبالۀ حسابی تشکیل دهند  کنید  تقسیم  بین 5 مرد چنان  را  نان  »100 قرص 

باشد«. کوچک تر  سهم  دو  مجموع  مساوی  بزرگ تر، 

پنجم نفر  و   a d+3 چهارم نفر  سهم   ، a d+2 سوم نفر  سهم   ، a d+ دوم نفر  سهم   ،  a سهم( )کوچک ترین  اول  نفر  سهم  گر  ا

a a d a d a d a d+ + + + + + + + =2 3 4 100 داشت:   خواهیم  باشد،   a d+4

⇒ + =  → + =÷5 10 100 2 20 15a d a d ( )  
بنویسیم: همچنین طبق توضیحات سؤال، می توانیم 

a d a d a d
a a d

+ + + + + = + +4 3 2
3

⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ =3 9
3

2 3 9 6 3 2 2
a d

a d a d a d a d ( )  

( ),( ) ( )1 2 2 2 20 4 20 5 2 2 5 10 102⇒ + = ⇒ = ⇒ =  → = = × = ⇒ =d d d d a d a  

از:  نتیجه، سهم ها عبارت اند  در 
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کتابدرسی    25 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
بیابید. را   tn و کنید  کامل  را  مقابل  جدول  ف1 

می شوند؟ مبتلا  جدید  فرد  چند  دهم  روز  در  ف2 

روز دهم، 1024 فرد جدید مبتلا می شوند. در 

t10
102 1024= =  

می شوند؟  مبتلا  بیماری  این  به  جدید  شخص  چند  یازدهم  روز  در  ف3 

t11
11 102 2 2 2 1024 2048= = × = × =  

یازدهم، 2048 شخص جدید مبتلا می شوند.  روز  در 

مبتلا می شوند،  آنفولانزا  بیماری  به  که  افراد جدیدی  تعداد  روز چندم  ف4 در 

می شود. نفر   16384 برابر 

 ،2n با است  برابر  می شوند،  مبتلا  ام  n روز در  که  جدیدی  افراد  تعداد 

2 16384 2 1414n n= = ⇒ = بنابراین:  

که به بیماری مبتلا می شوند،  پس در روز چهاردهم، تعداد افراد جدیدی 

نفر است.   16384 برابر

کتابدرسی    25 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
کنید. r باشد، جملات آن به شکل زیر خواهند بود. جدول را تکمیل  گر جملۀ اولt1 و قدرنسبت کلی در یک دنبالۀ هندسی، ا در حالت 

××r ××r ××r ××r

…tn…t5t4t3t2t1

… t rn1
1−… t r1

4 t r1
3t r1

2t r1t1

کتابدرسی    26 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
روش های   9 3 1, , هندسی…, دنبالۀ  جملۀ  هفتمین  محاسبۀ  برای  نگار  و  نرگس  ف1 

برده اند. به کار  را  مقابل 

کرده  نگار درست حل  توضیح دهید.  کرده اند؟  را درست حل  مثال  این  آنها  از  کدام یک 

است، زیرا برای به دست آوردن قدرنسبت دنبالۀ هندسی، باید جملۀ دوم را بر جملۀ 
اشتباه،  به  یعنی  است.  داده  انجام  را  کار  این  برعکس  نرگس  ولی  کرد،  تقسیم  اول 

کرده است. تقسیم  بر جملۀ دوم  را  اول  جملۀ 

کنید و دو جملۀ بعدی را بنویسید. سپس جملۀ عمومی هر دنباله را به دست آورید. ف2 در دنباله های هندسی زیر، قدرنسبت را مشخص 

)الف  

××3 ×× ==3 r ×3 ×3 ×3

2 6 18 54 162 486 2 3
1 1
a

n
n

a, , , , , , ,… == ××
−−  

)بݥݥݥ  5 10 20 40
b

1
n 1 n 11

80 160 b r = 5 2, , , , , , , - -… bn == ××

×2 ×2 ×2 ×2 ×2

 

که  جدیدی  افراد  تعداد   : tn
می شوند مبتلا  ام  n روز  در 

روز  : n

2 محسن(  و  1)امید 

2 2 22×× ==2

4 2 23×× ==3

8 2×× == 244

16 2 25× =5

32 2 26× =6

��

tn == 2nn

نگارنرگس

r == ==
9

3
3r == ==

3

9

1

3
 

t7
7 19 3== −−( )t7

7 19
1

3
== −−( )

== 6561  ==
1
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)پ  6 60 600 6000
c

1
n 1 n 1

1

60000 -600000 c r = 6 ( 10), , , , , , , - --−− −− == ××… cn

× −( )10 × −( )10 × −( )10 × −( )10 × −( )10

  

)ت  

×1
2

×1
2

×1
2

×1
2

×1
2

4 2 1
1

2

d

1
n 1 n 1

1 1
4

1
8

d r = 4 (
1
2
), , , , , , , - -… dn == ××  

یک   12 می گوییم  حالت  این  در  می دهند.  هندسی  دنبالۀ  تشکیل  حاصل  عدد  سه  دهیم،  قرار  را   12 عدد   ،48 و   3 بین  گر  ا الف(  ف3 

گرفت؟ نظر  در  می توان  را  دیگری  عدد  چه   12 به جز  کار  این  برای  است.   48 و   3 بین  هندسی  واسطۀ 
t

t t r r

1

3 1
2

3

48 48

==

== ⇒⇒ == ⇒⇒ ⇒⇒ ==





 r =16 42 ±
  

r = →4  
r = − →4

 

بین 3 و 48 است.  12− هم واسطۀ هندسی  12، عدد به جز عدد پس 
خیر، مسئله دارای 2 جواب است.  کنید. آیا جواب یکتاست؟  ب( بین 3 و 48 سه واسطۀ هندسی درج 

t

t

t

t r
r r r r1
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4 4 23
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48
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48
3

16 4 2
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=

⇒
=
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= ⇒ = ±






 

پس 2 دسته جواب وجود دارد.

 

شود. حاصل  هندسی  دنبالۀ  یک  مورد  هر  در  که  کنید  پر  طوری  را  خالی  جاهای  پ( 
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کتابدرسی   27 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 
بنویسید.  را  آنها  قدرنسبت  و  کنید  مشخص  را  هندسی  دنباله های  زیر،  موارد  بین  از  ف1 

)الف  7 28 112 448, , , ,�⇒⇒
×4 ×4 ×4

است. هندسی  دنبالۀ   ⇒ =r 4  

)ب  2 5 4 5 6 5 8 5, , , ,…⇒⇒ نیست.  هندسی  دنبالۀ   

که دنبالۀ حسابی با قدر نسبت زیرا جمله ها از ضرب جملۀ قبل از خود در یک مقدار ثابت به دست نمی آیند. )لازم به ذکر است 
d است(. = 2 5

)پ  

× −( )1
2

× −( )1
2

× −( )1
2

1
1

2

1

4

1

8
, , , ,

−− −−
⇒⇒� است.  هندسی  دنبالۀ  ⇒ = −r

1
2

 

5 )ت 5 5 5, , , , �⇒⇒
×1 ×1 ×1

⇒ دنبالۀ  هندسی است.  =r d نیز است.1 همچنین دنبالۀ حسابی با قدر نسبت0=

بنویسید. را  مورد  دو  ساخت؟  می توان   4
5

قدرنسبت با  هندسی  دنبالۀ  چند  ف2 
1 4
5

16
25

64
125

2 8
5

32
25

128
125

, , , ,

, , , ,













مثلًا:   بگیریم.  نظر  را هر عدد دلخواهی در  اول  ما می توانیم جملۀ  زیرا  بی شمار، 

کنید. کنید. در صورت درست بودن توضیح دهید و در صورت نادرست بودن مثال نقض ارائه  ف3 درستی یا نادرستی جملات زیر را بررسی 

 t nn = 2 آن عمومی  جملۀ  که   1 4 9 16, , , ,دنبالۀ مثلًا  زیرا  است.  نادرست  هندسی.  یا  است  حسابی  یا  دنباله،  هر  الف( 

است، نه حسابی است و نه هندسی. یعنی نه به جملات آن مقدار ثابتی اضافه می شود و نه جملات آن در عدد ثابتی 

ضرب می شوند. 

حسابی  دنبالۀ  یک   5 5 5, , , دنبالۀ مثلًا  زیرا  است.  نادرست  هندسی.  هم  و  باشد  حسابی  هم  که  ندارد  وجود  دنباله ای  ب( 

d است، یعنی به همۀ جملات، مقدار ثابت صفر اضافه می شود و همچنین این دنباله، یک دنبالۀ هندسی  با قدرنسبت0=

می شوند. ضرب   1 ثابت  عدد  در  جملات  همۀ  یعنی  است،   r قدرنسبت1= با 

به سال  کنید قیمت دوچرخۀ دست دوم، در هر سال 20 درصد نسبت  تومان خرید. فرض  به قیمت 500 هزار  را  ف4 علی دوچرخه ای 

یابد. کاهش  خودش  از  قبل 

بفروشد؟ را  آن  می تواند  قیمتی  چه  به  باشد،  داشته  را  دوچرخه اش  فروش  قصد  سال   3 از  بعد  او  گر  ا الف( 

آوردن  به دست  برای  پس  دارد.  را  قبل  سال  ارزش   80% جدید سال  در  یعنی  می یابد،  کاهش   20% دوچرخه قیمت  وقتی 

کنیم.  0 ضرب  8/ یا  80
100

را در عدد باید جمله ها  بعد،  قیمت در سال های 

500000 400000 3200000 8 0 8 0× × × →  →
↓ ↓

/ /

ÏIwï¦Ä pH uQ ÏIwï »j pH uQ

//8 256000 →
↓

ÏIwï ¾w pH uQ

 

بفروشد.  تومان می تواند  به قیمت 256000  را  از 3 سال، علی دوچرخه  بنابراین پس 

می آید؟ به دست  رابطه ای  چه  از  سال   n گذشت از  بعد  دوچرخه  قیمت  ب( 
Ï»H â¾±µ] ÏIw pH uQ SµÃ¤

SLvºnk¤

:

: r /

t
t t rn

n1
1

400000 1

0 8

=

=






⇒ = −11 1400000 0 8⇒ = × −tn

n( / )  
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2 4 8, , ,… کنید.  محاسبه  را  مقابل  هندسی  دنبالۀ  اول  جملۀ  بیست  حاصل ضرب  ف5 

2 2 2 20 2 2 2 2 21 2 3 1 2 3 20 1 2 3 2, , ,… … �⇒ × × × × == + + + +Ï»H â¾±µ]  Joòï®ÅIe 00  

استفادهمیکنیم: زیر رابطۀ از ، n تا 1 از اعدادطبیعی آوردنحاصلجمع بهدست برای

1 2 3
1

2
+ + + + = +

 n
n n( )



1 2 3 20
2020 1

2
20 21

2
210+ + + + = + = × =

( )  

2 21 2 3 20 210+ + + + = با:   برابر است  اول دنبالۀ هندسی داده شده،  پس حاصل ضرب بیست جملۀ 

کنید. مشخص  را  دنباله  می باشند.   96 و   12 به ترتیب  هندسی  دنبالۀ  یک  ششم  و  سوم  جملات  ف6 

t

t

t r

t r

t r

t r r
3

6

1
2

1
5

1
2

1
5 3

12

96

12

96

12
96

1 1
8

=
=

⇒




=

=
 → = ⇒ = ⇒

´Ãv£U
rr r3 8 2= ⇒ =






 

⇒ =  → × = ⇒ × = ⇒ ==t r t t tr
1
2 2

1
2

1 112 2 12 4 12 3  

 ⇒ 3 6 12 24 48 96, , , , , ,  

نفر  به عدد 16584  نفر در سال 1384  از عدد 27759  تلفات جاده ای  آمار  کشور،  قانونی  پزشکی  از جانب  منتشرشده  آمار  بنابر  ف7 

در  رانندگی  حوادث  آمار  گر  ا است.  دهه  این  در  سالانه  کاهش  درصد   5 حدود  نشان دهندۀ  که  است  یافته  کاهش   1394 سال  در 

یابد، کاهش  سرعت  همین  با  کشور 

از  رانندگی  حوادث  در  را  خود  جان  ما  هم وطن های  از  نفر  چند   1400 سال  به  منتهی  سال های  از  یک  هر  در  می شود  پیش بینی  الف( 

کنید. ثبت  زیر  جدول  در  را  نتایج  بدهند؟  دست 

سال1400139913981397139613951394

انتظار12191128331350814219149671575516584 مورد  تلفات  تعداد 

×0 95/×0 95/×0 95/×0 95/×0 95/×0 95/

می دهند؟ تشکیل  دنباله ای  نوع  چه  حاصل،  اعداد  ب( 

به دست می آید.  0 95/ ثابت از حاصل ضرب جملۀ قبل در مقدار  زیرا هر جمله  دنبالۀ هندسی، 
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 لصف2:فمثلثات

درس اول: نسبت های مثلثاتی

کتابدرسی   30 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید.  کامل  را  خالی  جاهای   . A A� �== ′′ ، ′′ ′′ ′′A B C و ABC قائم الزاویۀ مثلث های  در  ف1 

ABC A B C
AC

A C

AB BC∆∆ ∆∆
′′ ′′ ′′ ⇒⇒

′′ ′′
== ==

′′ ′′ ′′ ′′
∼

A B B C
 

)چرا؟(.  AB
AC

A B

A C
==

′′ ′′
′′ ′′

گرفت نتیجه  می توان   ، AC

A C

AB

A B′′ ′′
==

′′ ′′
تساوی از  ف2 

بنابراین: بود.  برقرار خواهد  باز هم تساوی  کنیم،  را در یک عبارت یکسان ضرب  گر طرفین یک تساوی  ا می دانیم 

AC
A C

AB
A B

AC
A C

A B

AC

AB

A B

A B
AC

A
A B
AC

′ ′
=

′ ′
 →

′ ′
× ′ ′ =

′ ′
× ′ ′ ⇒ ′ ′× ′ ′( ) BB

A C
AB
AC′ ′

=
 

AB

BC
==

′ ′
′ ′

A B
B C

و  BC
AC

==
′ ′
′ ′

B C
A C

کنید:  کامل  را  خالی  جاهای  نکته،  این  به  توجه  با 

)مطابقشکلبالا(برابرباشد،داریم: ′ ′ ′A B C ازمثلثقائمالزاویه ′A بازاویۀ ABC ازمثلثقائمالزاویه A گرزاویۀ ا

BC
AC

B C
A C

AB
BC

A B
B C

AB
AC

A B
A C

= ′ ′
′ ′

= ′ ′
′ ′

= ′ ′
′ ′

» »



کتابدرسی   30 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کنید. بررسی  را   BC

AB

EF

AE
== تساوی درستی  راست،  سمت  شکل  در  ف1 

A

B E
ABC AEF

BC
EF

AB
AE

BC
AB

EF
AE

�

� �
∼

�

=

= =






⇒ ⇒ = ⇒ =

¥oTz¶ (p p)

90

∆ ∆
 

بنابراین تساوی داده شده در سؤال، درست است.

 N را عمود  پای  و  کنید  رسم   A زاویۀ دیگرِ  ضلع  بر  عمودی  نقطه،  آن  از  و  بگیرید  نظر  در   AC امتداد در  را   M مثل دیگری  نقطۀ  ف2 
BC

AB

MN

AE
== ==
AN

EF کنید:    کامل  را  خالی  جاهای  کنون  ا بنامید. 

B

C

A

A�

C�

B�
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کتابدرسی   31 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کنید. کامل  را  خالی  جاهای  زیر،  شکل های  از  هریک  در  ف1 

B
A

C

3

5

M

N
O

2/5

2

cot
/

M
MN

NO
== ==

2
2 5

tanM ==
NO
MN

=
2 5
2
/

G

F

E

2

4

tanF ==
GE
EF

= 4
2

cot F ==
EF
GE

= 2
4

tanA
BC

AB
== ==

5

3

AB
BC

= 3
5

cot A ==

بگیرید. نظر  در  را  واحد   2 طول  به  اضلاعی  با   ABC متساوی الاضلاع مثلث  ف2 

خواص  به  توجه  با  بنامید.   M را  BC پاره خط با   A زاویۀ نیمساز  برخورد  محل  الف( 

بنابراین: است.   BC ضلع عمود منصف    AM متساوی الساقین، مثلث 

BM MC== == 1  

آورید. به دست  را  زیر  کسرهای  حاصل  و   AM طول فیثاغورس،  رابطۀ  از  استفاده  با  ب( 

 AM BM AB AM AM AM AM2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 4 3 3+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =  

tan30� == ==
BM

AM

1
3

,  tan60� == ==
AM

BM

3
1

 

کنید. پیدا  را   45 زاویۀ کتانژانت  و  تانژانت  متساوی الساقین،  قائم الزاویۀ  مثلث  یک  از  استفاده  با  پ( 

tan45 1 = = =BC
AB

a
a

آنگاه:  باشد،  AB BC a= = گر ا

cot45 1 = = =AB
BC

a
a

 

کتابدرسی   31 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � متن پرسش 
با را  آن  و  می نامیم   A زاویۀ کسینوس  را  آن  که  است  ثابت  مقداری  نیز  وتر  طول  به   A حادۀ زاویۀ  مجاور  ضلع  طول  نسبت  همچنین 

. cosA ==
AB
AC

دیگر به عبارت  می دهیم.  نشان   cosA

کتابدرسی   32 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال
کنند. او ابتدا  �45 را حساب  خانم جلالی از دانش آموزان خواست تا نسبت های مثلثاتی زاویۀ

رسم  را   AC قطر تا  خواست  دانش آموزان  از  و  کرد  رسم  واحد   1 طول  به  اضلاعی  با  مربع  یک 

کنند. حساب  را  آن  طول  سپس  و  کرده 

 . ( ) ( ) ( )AD DC AC2 2 2++ == داریم است،  قائم الزاویه   ADC مثلث اینکه  به  توجه  با  فریبا: 

مثبت  عددی  همواره  قطر  اندازه  چون   . ( )AC 2 2== این رو از  و   1 12 2 2++ == ( )AC نتیجه در 

. AC== 2 پس است، 

. A C� �
1 1== == 45 این رو از  است،  متساوی الساقین   ADC مثلث اینکه  به  توجه  با  معلم: 

A B

CD

1

1 1

1

1

2

1
2

°
45

2
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 . sin sinA
DC

1 45
1

2 2
== == == ==�

oU»
2 سینوس، تعریف  طبق  مبینا: 

cos cosA1 45== == == ==� AD 1
2

2
2oU» کنم.   پیدا  را  کسینوس�45  بالا  روابط  به  توجه  با  می توانم  هم  من  سبا: 

tan tan cot cotA A1 145
1

1
1 45

1

1
1== == == == == ==� �

» داریم.  تعریف  طبق   ، ADC قائم الزاویۀ مثلث  در  کنون  ا مریم: 

کتابدرسی   32 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
زاویه های کردن نسبت های مثلثاتی  با پیدا  کمک شکل فعالیت قبل،  به 

کنید(. گویا  کنید )درصورت لزوم، کسرها را   کامل  60، جدول زیر را  30 و

کتابدرسی   33 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال
می خواهیم  می شود.  پرتاب   30� زاویۀ با  و  زمین  سطح  از  متری   15 ارتفاع  در  موشک  یک 

ارتفاعی از سطح زمین می رسد؟ با همین زاویه، موشک به چه  از طی 2000 متر  بدانیم پس 

حل: ابتدا یک مدل ریاضی برای حل این مسئله می سازیم. با توجه به شکل زیر، به سادگی 

BC MC BC++ == ++ 15 با:  است  برابر  زمین  سطح  از  موشک  ارتفاع  دید،  می توان 

. پس در مثلث قائم الزاویۀ sin30 1

2
� == کنیم. می دانیم BC را پیدا  کافی است طول بنابراین 

sin30
1

2
� == == ⇒⇒ ==

BC
BC

2000
1000 ABC داریم: 

موشک ارتفاع   == 1000 ++ 15 == 1015 متر این رو  از  و 

کتابدرسی صفحۀ33    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
نسبت های  مدرج،  خط کش  یک  با  موردنظر  طول های  اندازه گیری  و  قائم الزاویه  مثلث  یک  تشکیل  با  کنید.  رسم   50 زاویۀ یک  ف1 

کنید. کنید. سپس با ماشین حساب، مقادیر واقعی را به دست آورید و با مقادیر قبل مقایسه  50 را به صورت تقریبی حساب  مثلثاتی زاویۀ

  ®§{ pH ½jIÿTwH IM ⇒

=

=

=

sin
/

/

cos
/

/

tan

50
7

9 2
0 76

50
6

9 2
0 65

50
7

�

�

�

�

�

66
1 16

50
6
7

0 85

�

��

/

cot /

s

=

















⇒
Â÷¤H» oÄjI£¶

(JIve ¸Ã{I¶)

iin /

cos /

tan /

cot /

50 0 76

50 0 64

50 1 19

50 0 83

�

�

�

�

�

�

�

�













 

برابرند. توسط ماشین حساب،  به دست آمده  با مقادیر   
ً

تقریبا ما،  توسط  نوشته شده  که دیده می شود، مقادیر  همان طور 

مقدار�60�45�30

3
2

2

2

1
2

sinA

 
1
2

2

2

3
2

cosA

313

3
tanA

3

3
13cotA
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می دانیم:  کنیم.  پیدا  را  زیر  شکل  در   ABC مثلث مساحت  می خواهیم  ف2 

ABCW±X¶ SeIv¶ ½køI¤ ÌIÿUnH== ×× ××
1

2
 

 sin50� �== == ⇒⇒
AH AH

AH
oU» 6

6 0 76 4 56× =/ / متر داریم:    ، sin /50 0 76� � اینکه به  توجه  با  الف( 

ABC AH BCW±X¶ SeIv¶ == ×× ××
1

2

1

2
� 4 56 8 18 24/ /××  مربع متر  داریم:   )الف(،  قسمت  به  توجه  با  ب( 

دهید: نشان  آنها  بین  زاویۀ  اندازۀ  و  مثلث  ضلع  دو  طول  مقادیر  بودن  معلوم  با  مثلث،  هر  در  ف3 

ABC AB BC B
∆∆

== ×× ×× ××SeIv¶ 1

2
sin .

AHB خواهیم داشت: قائم الزاویۀ  را رسم می کنیم. در مثلث   AH ارتفاع 

sin ( )B
AH
AB

AH AB sinB= ⇒ = × 1  

ABC AH BC AB B BC S AB BC
ABC

∆
SeIv¶ = × × = × × × ⇒ = × × ×∆

1
2

1
2
1

1
2� � �� ��sin

( )

siinB  

کتابدرسی   34 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 

ف1 در راه پیمایی 22 بهمن، یک بالن اطلاع رسانی توسط دو طناب به زمین بسته شده است. 

کنیم. پیدا  را  دوم  طناب  طول  می خواهیم  است.  متر   30 طناب ها  از  یکی  طول 

کنید و آن را رسم  AC B را به دست آورید. سپس ارتفاع وارد بر ضلع  الف( ابتدا اندازۀ زاویۀ

بنامید.  BH را

B B B� � �� � � � � �+ + = ⇒ + = ⇒ =60 65 180 125 180 55  

آورید. به دست  A زاویۀ سینوس  از  استفاده  با  را   BH طول ب( 

sin sin / /A
BH BH

BH� ��= = ⇒ = ⇒ = × = × =60
30

3
2 30

3 30
2

15 3 15 1 7 25 5 متر  

(sin / )65 0 9� � کنید. پیدا  را  دوم  طناب  طول   ، 65 زاویۀ سینوس  از  استفاده  با  کنون  ا پ( 

sin /
/
/

/65 0 9
25 5
0 9

28 3� � � �= ⇒ ⇒BH
L

L L متر  

A

HB C

ر
مت

6

متر 8

50
�

A

C

B

H
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گرفته  قرار  ساختمانی  پنجرۀ  زیر  در  متر   8 طول  به  نردبانی  مقابل،  شکل  مطابق  ف2 

محاسبه  را  زمین  تا  پنجره  ارتفاع  باشد،   θθ == زمین�30 سطح  با  نردبان  زاویۀ  گر  ا است. 

است؟ چقدر  ساختمان  تا  نردبان  پای  فاصلۀ  کنید. 

sinθθ == ⇒⇒ == ⇒⇒ ⇒⇒ ==
BC

= 8 4
8

1

2 8
2

BC
BC BC متر  

داریم: فیثاغورس  رابطۀ  کمک  به  کنون  ا

AB AC BC -2 2 2 2 2== −− == −− ==8 4 64 16 = 48  

⇒⇒ == == ==××AB 48 16 3 4 3 متر  

کتابدرسی   35 و   34 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین
کند. قد  که طول سایۀ آن 3 متر است، حساب  ف1 علی می خواهد ارتفاع یک درخت را 

0 متر است. ارتفاع درخت چقدر است؟ 5/ 1 متر و طول سایۀ او در همان لحظه 5/ علی

A

B E
ABC AEF

AB
AE

BC
EF h

�

� � �

=

= =






⇒ ⇒ = ⇒ =

¥oTz¶ (pp)

90

0 5
3

1 5∆ ∆
~

/ /  

⇒ = × =h
3 1 5
0 5

9
/

/
متر  

ف2 مساحت شش ضلعی منتظم زیر را به دست آورید.

OAB را به دست می آوریم . سپس حاصل  ابتدا مساحت مثلث متساوی الاضلاع

را در عدد 6 ضرب می کنیم.

 tan60
3
2

3
3
2

3
3
2

3 3
2

 = ⇒ = ⇒ = × =h h
h cm  

OAB h AB cm
∆

SeIv¶ = × × = × × =1
2

1
2

3 3
2

3
9 3
4

2  

مساحت شش ضلعی = × = =9 3
4

6
54 3
4

27 3
2

2cm  

باشد، هواپیما در چه   13افق حدود با  زاویۀ هواپیما  گر  ا آمدن است.  فرود  زمین در حال  از سطح   2km ارتفاع در  ف3 یک هواپیما 

tan /13 0 23� � می آید.  فرود   A نقطۀ از  فاصله ای 

 tan /13
2

0 23
2� �= ⇒

x x
⇒x km 

2
0 23

8 69
/

/ کیلومتری از نقطۀ A فرود می آید.   8 69/  در فاصلۀ
ً

پس هواپیما تقریبا
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آورید. به دست  را  زیر  شکل  در   ABC مثلث مساحت   . sin /75 0 96� � کنید فرض  ف4 

 sin / / /75 0 96
3

0 96 3 2 88� � �= ⇒ ⇒ × =AH
AB

AH
AH cm اول:  روش 

 S AH BC cm
ABC

∆ = × × × × =1
2

1
2

2 88 5 7 2 2
 / /  

را داریم: آنها  بین  زاویۀ  و  از مثلث  اندازۀ دو ضلع  اینکه  به  توجه  با  روش دوم: 

S AB BC B cm
ABC

∆ = × × × = × × × × × × =1
2

1
2

3 5 75
1
2

3 5 0 96 7 2 2sin sin / /� �  

کنید. پیدا  را   ABC مثلث مساحت  ف5 

، داریم: sin30 1
2

 = و cos30 3
2

 = اینکه: به  توجه  با 

sin30
1
2 3

3
2

 = ⇒ = ⇒ =BH
AB

BH
BH cm  

cos30
3
2 3

3 3
2

2
3 3
2

3 3 = ⇒ = ⇒ = ⇒ = × =AH
AB

AH
AH AC cm  

S AC BH cm
ABC

∆ = × × = × × =1
2

1
2

3 3
3
2

9 3
4

2  

درس دوم: دایرۀ مثلثاتی

کتابدرسی   37 و   36 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
دهید. نشان  داده شده،  مثلثاتی  دایره های  روی  را  زیر  زاویه های  از  یک  هر  ف1 

زاویه ای است  θθ P نقطه ای دلخواه روی دایرۀ مثلثاتی روبه رو باشد و x y,(( )) کنید ف2 فرض 

Ox عمود می کنیم و محل 
� ��

P خطی بر محور Ox می سازد. از نقطۀ
� ��

OP با محور
� ���

که نیم خط

می نامیم.  Q را برخورد 

آورید. به دست  را  θθ زاویۀ مثلثاتی  نسبت های   ، OPQ مثلث در  الف( 

مثلثاتی شعاع دایرۀ  = =OP 1  

cosθθ ==
OQ
OP

x
x= =

1
و      sinθθ ==

PQ
OP

y
y= =

1
و      tanθθ ==

PQ
OQ

y
x

=  

30
°

30
°

cm
3

cm3

B

HA C
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برابر است و فاصلۀ   cosθ با  تا مبدأ   Q با توجه به قسمت )الف( می توان دید فاصلۀ ب( 

است. برابر   sinθ با   Q نقطۀ یعنی  عمود،  پای  تا   P نقطۀ

یا   ′′y Oy محور و  کسینوس ها  محور  را  xها  محور یا   ′′x Ox محور )ب(  قسمت  به  توجه  با 

دایرۀ  روی  دلخواهی  نقطۀ   P گر ا دیگر،  به عبارت  می نامیم.  سینوس ها  محور  را  ها  y محور

P نقطه ای  θθ می سازد، آنگاه ها زاویۀ x OP با قسمت مثبت محور که نیم خط مثلثاتی باشد 

 .  y x== ==sin cosθθ θθ» آن در  که  است   x y,(( )) مختصات با 

صفحهرابهچهارقسمتتقسیممیکنند. ¢y Oy و ¢x Ox1-دومحورعمودبرهم

هریکازاینقسمتهارایکناحیهیایکربعمثلثاتیمینامیم.باتوجهبهجهت

را ¢ ¢x Oy راربعدوم،ناحیۀ ¢x Oy راربعاول،ناحیۀ xOy دایرۀمثلثاتی،ناحیۀ

راربعچهارممثلثاتیمینامیم. xOy ربعسوموناحیۀ¢

در را آنها و هستند مرزی زوایای  360 270و ،180 ،90 ،0 2-زاویههای

نمیگیریم. نظر در فوق ناحیههای از هیچکدام

کتابدرسی   37 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
نواحی  از  کدام یک  در  زیر  زاویه های  از  یک  هر  به  مربوط  کمان  انتهای  کنید  مشخص  ف1 

می گیرد؟ قرار  چهارگانه 

: ربع چهارم −−30 الف(

: ربع اول 65 ب(

182: ربع سوم پ(

: ربع سوم −−95 ت(

کمان روبه رو به زاویه ای در ربع اول باشد )زاویه در ربع  انتهای  گر  ا که  با توجه به آنچه در فعالیت قبل، به دست آوردید، توضیح دهید  ف2 

. بنابراین: ( , )y x> >0 0 هر دو مثبت هستند y و x اول باشد(، آنگاه چرا نسبت های مثلثاتی آن زاویه، همگی مثبت اند؟ در ربع اول،

sin sinθ θ= > ⇒ >y 0 0, cos cosθ θ= > ⇒ >x 0 0, tan tanθ θ= > ⇒ >y
x

0 0, cot cotθ θ= > ⇒ >x
y

0 0  

کتابدرسی   37 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال
�0 را به دست آوریم. می دانیم در دایرۀ مثلثاتی روبه رو، می خواهیم نسبت های مثلثاتی زاویۀ

A قرار می گیرد و داریم P روی نقطۀ ، آنگاه نقطۀ θθ == 0� گر . ا cosθθ == x و sinθθ == y

نمی شود  تعریف   cot0� اما  ، tan0 0

1
0� == == ==

y

x
و  cos0 1� == همچنین  ، sin0 0� ==

)چرا؟(.

cot
x
y

0
1
0

 = = = تعریف نشده بگیرد.(  قرار  نمی تواند  کسر  )صفر در مخرج 
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کنید. پیدا  را   θθ مثلثاتی نسبت های   ، θθ == 90 گر ا روبه رو  مثلثاتی  دایرۀ  در  ف1 

، بنابراین: x

y

=
=





0

1
)B قرار می گیرد. پس , )0 1 P روی نقطۀ ، آنگاه θ = 90 گر ا

sin ,

tan ,

90 1

90
1
0





= =

= = =

y

y
x

½kzº þÄo÷U
      

cos

cot

90 0

90
0
1

0





= =

= = =

x

x
y

 

کنید. پیدا  را   θθ مثلثاتی نسبت های   ، θθ ==180 گر ا ف2 

بنابراین:  ،
x

y

= −
=





1

0
قرار می گیرد. پس  C( , )−1 0 نقطۀ P روی  آنگاه باشد،   θ =180 گر ا

sin , cos , tan , cot180 0 180 1 180
0
1

0 180
1
0

   = = = = − = =
−

= = = − =y x
y
x

x
y

½kkzº þÄo÷U         

کنید. پیدا  را   θθ مثلثاتی نسبت های   ، θθ == 270 گر ا ف3 

بنابراین:  ، x

y

=
= −





0

1
قرار می گیرد. پس  D( , )0 1− نقطۀ P روی  آنگاه  باشد،   θ = 270 گر ا

sin , cos , tan , cot270 1 270 0 270
1
0

270   = = − = = = = − = =y x
y
x

½kzº þÄo÷U xx
y

=
−

=0
1

0     

کتابدرسی   38 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید: کامل  را  زیر  جدول  بالا  نتایج  به  توجه  با 

360�270�18090�0مقدار�

0−−1010sinθθ

10−−101cosθθ

0tanθθتعریف نشده0تعریف نشده0

cotθθتعریف نشده0تعریف نشده0تعریف نشده

کتابدرسی   38 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
، علامت  x y, << x و در ربع سوم،0 y== ==cos sinθθ θθ» θθ زاویه ای در ربع سوم دایرۀ مثلثاتی باشد. با توجه به اینکه کنید ف1 فرض 

کنید. θθ را در ربع سوم مشخص  هر یک از نسبت های مثلثاتی

sin sin , cos cos

tan tan ,

θ θ θ θ

θ θ

= < ⇒ < = < ⇒ <

= →
→

> ⇒ >

y x

y
x

0 0 0 0

0 0
Âÿ¹¶
Âÿ¹¶ ccot cotθ θ= > ⇒ >x

y
0 0

   

کتانژانت مثبت هستند. و  تانژانت  و  کسینوس منفی  و  ربع سوم، سینوس  پس در 
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کنید. تکرار  نیز   αα برای را  قبل  فعالیت  باشد.  دوم  ربع  در  مثلثاتی  دایرۀ  در  زاویه ای   αα کنید فرض  ف2 

بنابراین:  y مثبت است.  x و0< <0 ربع دوم، در 

       sin sin , cot cotα α α α= > ⇒ > = < ⇒ <y
x
y

0 0 0 0  
tan tan , cos cosα α α α= →

→
< ⇒ < = < ⇒ <y

x
xSLX¶

Âÿ¹¶
0 0 0 0  

کتانژانت منفی هستند. و  تانژانت  کسینوس،  و  ربع دوم، سینوس مثبت  پس در 

کنید: کامل  را  زیر  جدول  ف3 

چهارم ربع 
x y> <0 0,

سوم ربع 
x y, <0

دوم ربع 
x y< >0 0,

اول ربع 
x y, >> 0

مقدار

−−+++sinθθ

+−−−+cosθθ

−++−+tanθθ

−−+−+cotθθ

کتابدرسی   39 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال

و باشد  مثلثاتی  دوم  ربع  در  زاویه ای   θθ گر ا پرسید:  دانش آموزان  از  جلالی،  آقای 

کرد؟ پیدا  را   θθ مثلثاتی نسبت های  سایر  می توان  آیا   ، sinθθ ==
5

7
است. 5

7
عرض  به  نقطه ای   P بنابراین  ، sinθθ == ==y

5

7
می دانیم امین: 

می آید؟ به دست  چگونه   P نقطۀ طول  حالا  و  است  درست  معلم: 

بنابراین   . x y2 2 1++ == داریم: قائم الزاویه  مثلث  در  فیثاغورس،  رابطۀ  طبق  امیرعلی: 

. x == ± = ±24
49

2 6
7

داریم: پس   x2 24

49
== نتیجه در  و   x2 25

7
1+ =( )

است؟  قبول  قابل  مقدار  کدام  ولی  است،  درست  کاملًا  راه  این  آفرین،  معلم: 

است. قبول  قابل   x == −2 6
7

این رو از  و  است  منفی   P نقطۀ طول  پس  است،  دوم  ربع  در  زاویه  ای   θθ چون محمدمهدی: 

نتیجه: در  است.   )−2 6
7

و   
5
7

( مختصات  به  نقطه ای   P و است  منطقی  کاملًا  محمدمهدی  استدلال  معلم: 

cot , tan , cosθθ θθ θθ== ==
−−

== ==
−−

== ==
−−x

y 5
5

7
2 6

2 6
2 6y

x
x  

کتابدرسی   39 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
 . cosθθ ==

−− 2

2
به طوری که دارد  قرار  مثلثاتی  دایرۀ  روی   P نقطه کنید  فرض  ف1 

. y == ==sinθθ
− 2

2
بنابراین دارد،  قرار  مثلثاتی  سوم  ربع  در   θθ می دانیم

آورید. به دست  را   P نقطۀ مختصات  الف( 

P y(x, ) (cos , sin ) ,( )= = − −θ θ 2
2

2
2
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آورید. به دست  را   θθ زاویه مثلثاتی  نسبت های  سایر  ب( 

 tan sin
cos

θ θ
θ

= =

−

−
=

2
2
2

2

1 و           cot cos
sin

θ θ
θ

= =

−

−
=

2
2
2

2

1  

کنید. بحث  می گیرد،  قرار  آن  در   αα که ناحیه ای  مورد  در  آنگاه   ، cosαα ==
−−2
5

گر ا ف2 

قرار دارد. یا سوم  ربع دوم  α در  ربع های دوم و سوم منفی است، پس در   x cosα و = <x اینکه0 به  توجه  با 

باشد.  مثبت  آن  کسینوس  و  منفی  آن  سینوس  که  بزنید  مثال  زاویه ای  ف3 

sin y , cos ,θ θ< ⇒ < > ⇒ > ⇒ > < ⇒0 0 0 0 0 0x x y ربع چهارم  

θ = 300 350 , ,... ) قرار داشته باشد. مانند:  )270 360 < <θ در نتیجه زاویۀ موردنظر باید در ربع چهارم

کتابدرسی   40 صفحۀ   � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
C روی  B و نقطۀ روبه رو رسم شده است. دو  y در شکل  x== −−2 4 نمودار خط

را  پای عمودها  کنید.  xها عمود  به محور آنها  از  بگیرید و خطی  نظر  در  را  این خط 

بنامید.  F و  E به ترتیب،

tanα = = =BE
AE

2
1

2 آورید.  به دست  را   αα زاویۀ تانژانت  الف( 

B C( , ) , ( , )3 2 5 6 کنید.  پیدا  را  خط  این  شیب  ب( 

ôi KÃ{ IÀÆoø ®òIÿU
IÀÏ¼ö ®òIÿU

== ==
y y

x x
C B

C B

−
−

=
−
−

= =6 2
5 3

4
2

2  

دهید.  توضیح  می گیرید؟  نتیجه ای  چه  )ب(  و  )الف(  قسمت  مقایسۀ  از  پ( 

بود. برابر خواهد   tanα با این خط  α بسازد، شیب  زاویۀ ها  x با جهت مثبت محور گر خطی  ا واقع،  در 

کهمحورافقیراقطعمیکند،برابراستباتانژانتزاویۀبینآنخطوجهتمثبتمحورافقی.بهعبارت شیبهرخط

شیبخط = tanα کهخطباجهتمثبتمحورافقیمیسازد،آنگاه: زاویهایباشد α گر دیگر،ا

کتابدرسی   40 صفحۀ   � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
)الف  2 3 5y x−− == کنید.  تکرار  زیر،  خط های  برای  را  بالا  فعالیت  مراحل  ف1 

x

y
B C

−
⇒ −

1 1

1 4
1 1 1 4( , ) ( , )» خط روی  نقطه  دو   

را محاسبه می کنیم.  A نقطۀ مختصات 

2 3 5 3 5
5
3

5
3

00y x x x Ay− =  → − = ⇒ = − ⇒ −= ( ),  

⇒ = ⇒ = = = ⇒ =AE tan tan
2
3

1
2
3

3
2

3
2

α αBE
AE

 

= شیب خط
−
−

= −
− −

=
y y

x x
C B

C B

4 1
1 1

3
2( )

  

= شیب خط tanα که ملاحظه می شود، داریم:  همان طور 

A

B

C

E F x

y

α

y 2x 4= −

4

2
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)ب  x y++ == 2  

x

y
B C

0 2

2 0
0 2 2 0⇒ ( , ) ( , )» خط روی  نقطه  دو   

α در ربع دوم مثلثاتی قرار می گیرد  90، بنابراین 180 < <α که توجه داشته باشید 

tanα برابر  tanα خواهد بود. همچنین با توجه به شکل زیر، مقدار و در نتیجه0>

قائم الزاویه است. tan) در مثلث  )β زاویۀ مکمل آن تانژانت  با 

tan
sin
cos

tan
sin
cos

tan tan
α α

α

β α
α

α β
=

=










⇒ =

یعنی: بود.  برابر خواهد   tanβ با مقدار عددی گرفتن علامت(،  نظر  tanα )بدون در  بنابراین مقدار عددی

tan tantanβ αα= = =  → = −<OB
OC

2
2

1 10

 
= شیب خط

−
−

=
−
−

=
− = −

y y

x x
C B

C B

0 2
2 0

2
2

1  

= شیب خط tanα که دیده می شود، داریم:  که  همان طور 

می گذرد.  ( , )1 0 نقطۀ از  و  است   30 ها x محور مثبت  جهت  با  آن  زاویۀ  که  بنویسید  را  خطی  معادلۀ  ف2 

ôi KÃ{ = ⇒ = =tan tanα a 30
3
3

  

: معادلۀ خط y ax b y x b b b= + ⇒ = +  → = × + ⇒ = −3
3

0
3
3

1
3
3

1 0( , )ÁnHm«ÄI]  

⇒ = − = −y x x
3
3

3
3

3
3

1( )  

کتابدرسی   41 و   40 صفحۀ   � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین
می گیرد. قرار  چهارگانه  نواحی  از  کدام یک  در  کنید  مشخص  سپس  کنید،  رسم  مثلثاتی  دایرۀ  روی  را  زیر  زاویه های  از  هریک  ف1 

++270 �225الف( 135−−ب( 185پ( ت(

ربع سومربع سومربع  سوممرز ربع های سوم و چهارم

O

B

C

αβ
x

y
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آورید. به دست  را  مثلثاتی  نسبت های  سایر  است.  شده  داده  زاویه ای  مثلثاتی  نسبت  زیر،  موارد  از  هریک  در  ف2 

x = =cosα 3
7

چهارم(   ربع  در   αα (  cosαα ==
3

7
الف(

x y y2 2 2 21
3
7

1+ = ⇒ + =( ) ⇒ + = ⇒ =  → =− = − ⇒9
49

1
40
49

40
49

2 10
7

2 2y y y
y

³nI¿a ÍMn nj
.SwH Âÿ¹¶ sinnα= −2 10

7
 

tan
sin
cos

, cot
cos
sin

α α
α

α α
α

= =

−

= − = =
−

= − ===

2 10
7
3
7

2 10
3

3
7
2 10
7

3

2 10
====== − × = −Zoh¶ ·jo¨ IÄ¼¬ 3

2 10

10

10

3 10
20

  

 y = = −
sinβ 1

2
سوم(   ربع  در  ββ(  sinββ ==

−−1
2

ب(

x y x x x x
x

2 2 2 2 2 21
1
2

1
1
4

1
3
4

+ = ⇒ + − = ⇒ + = ⇒ =  → =( )
³¼w ÍMn nj

.SwH Âÿ¹¶ −− = − ⇒ = −3
4

3
2

3
2

cosβ  

tan
sin
cos

, cot
cos
sin

β β
β

β β
β

= =

−

−
= × = = =

1
2
3

2

1

3

1

3

3

3

3
3

Zoh¶ ·jo¨ IÄ¼¬
−−

− =

3
2
1
2

3  

دارد؟ قرار  مثلثاتی  ربع  کدام  در   θθ آنگاه باشند،  هم علامت   sinθθ و  tanθθ گر ا ف3 

.jnHj nHo¤ ³nI¿a ÍMn nj IÄ Ï»H ÍMn nj uQ
.k¹TvÀ SLX¶ »j oÀ » Ï»

θ
θ θ

⇐
sin tan HH ÍMn nj

.k¹TvÀ Âÿ¹¶ »joÀ » ³nI¿a ÍMn njsin tanθ θ






کنید. مشخص  زیر  حالات  از  هریک  در  را   θθ زاویۀ حدود  ف4 

0 90< <θ  پس:  هستند،  مثبت  دو  هر  کسینوس  و  سینوس  اول،  ربع  در   : sin , cosθθ θθ>> >>0 الف(0

270 360 < <θ پس:  است،  مثبت  کسینوس  و  منفی  سینوس  چهارم،  ربع  در   : sin , cosθθ θθ<< >>0 ب(0

چرا؟ بگیرد؟  قرار  می تواند  چهارگانه  نواحی  از  کدام یک  در   αα آنگاه  ، sin cosαα αα×× << گر0 ا ف5 

کسینوس غیر هم علامت هستند. دو حالت وجود دارد:  و  این شرط سینوس  به  توجه  با 

α در ربع دوم قرار می گیرد. که در این حالت،  cos , sinα α< >0 0 کسینوس منفی باشد، یعنی: حالت اول: سینوس مثبت و 

α در ربع چهارم قرار می گیرد. cos که در این حالت، , sinα α> <0 حالت دوم: سینوس منفی و کسینوس مثبت باشد، یعنی:0

باشد. یا چهارم  ر بع های دوم  α می تواند در  بنابراین

 . tan cotαα αα>> به طوری که کنید  پیدا   αα مثل زاویه ای  ف6 

 α
α

α
α α= ⇒

= =

= =









⇒ > ⇒ >60
60 3

60
3
3

3
3
3







tan tan

cot cot
tan cot  

. cot tanββ ββ>> به طوری که کنید،  پیدا   ββ مثل زاویه ای  کنون  ا

β
β

β
β β= ⇒

= =

= =
⇒ > ⇒ >









30
30

3
3

30 3

3
3
3







tan tan

ot cot

cot tan

c

 

. tan cot45 45 1 = = که باشید  داشته  توجه  می گیرید؟  نتیجه ای  چه  تمرین،  این  از 

tan cot60 60 > مانند:  بود.  خواهد   tan cotθ θ> آنگاه باشد،   )90 45 و 45 )بین از بزرگ تر  زاویه ای   θ گر ا

 cot tan30 30 > cot خواهد بود. مانند:  tanθ θ> ( باشد، آنگاه 45 45 )بین صفر درجه و کوچک تر از زاویه ای   θ گر ا
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 لصف2

کنید. بحث  آن  مورد  در  و  دهید  قرار  کسینوس  و  سینوس  به ترتیب  کتانژانت  و  تانژانت  به جای   6 تمرین  در  ف7 

: sin cosα α> که به  طوری  کنید  پیدا   α زاویه ای مثل

α
α

α
α α= ⇒

= =

= =










⇒ > ⇒ >60
60

3
2

60
1
2

3
2

1
2







sin sin

cos cos

sin cos  

: cos sinβ β> که به  طوری  کنید  پیدا   β زاویه ای مثل کنون  ا

β
β

β
β β= ⇒

= =

= =










⇒ > ⇒ >30
30

1
2

30
3
2

3
2

1
2







sin sin

cos cos

cos sin  

. sin cos45 45
2
2

 = = که باشید  توجه داشته  نتیجه: 

بود.  sin خواهد  cosθ θ> آنگاه باشد،   )90 45 و 45 )بین از بزرگ تر  زاویه ای   θ گر ا

بود. cos خواهد  sinθ θ> آنگاه باشد،   ) 45 )بین صفر درجه و  45 از کوچک تر  زاویه ای   θ گر ا

دارد. قرار  آن  روی   ( , )0 2 نقطۀ و  است   45 ها x محور مثبت  جهت  با  آن  زاویۀ  که  بنویسید  را  خطی  معادلۀ  ف8 

ôi KÃ{ ÁnHm«ÄI]( ) tan ( , )a y ax b x b= = ⇒ = + = +  →45 1 1 0 2
 2 0 2 2= + ⇒ = ⇒ = +b b y x  

آورید. به دست  را   � خط معادلۀ  زیر،  شکل  به  توجه  با  ف9 

ôi KÃ{( ) tan , ( , )a A= = = −60 3 0 3  

y ax b= + ⇒ = +y x b3 ÁnHm«ÄI]
A

b b
( , )0 3

3 3 0 3− → − = × + ⇒ − =  

⇒ = −y x3 3  

درس سوم: روابط بین نسبت های مثلثاتی

کتابدرسی   42 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
بگیرید. نظر  در  را   ABC قائم الزاویۀ مثلث 

آورید. به دست   αα و  θθ زاویۀ برای  را  مثلثاتی  نسبت  چهار  از  یک  هر  عددی  مقدار  سپس  و  بیابید  را   x یعنی وتر  اندازۀ  الف( 

x2 2 23 4= + ⇒ = + = ⇒ =x x2 9 16 25 5  

sinθθ == ==
BC

AC

3

5
 sinαα == ==

AB
AC

4
5

 

cosθθ == ==
AB
AC

4
5

 cosαα == ==
BC

AC

3

5
 

tan
sin

cos
θθ

θθ
θθ

== == ==
BC

AB

3
5
4
5

3
4

=  tanαα == ==
AB

BC

4

3
 

cot
cos

θθ
θθ

== == ==
1

tan sinθ θ

4
5
3
5

4
3

=  cotαα ==
1 3

4tanα
=  
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 لصف2

آورید. به دست  را   sin cos sin cos2 2 2 2αα αα θθ θθ++ ++» مقدار )الف(،  قسمت  در  حاصل  عددی  مقادیر  به  توجه  با  ب( 

sin cos ( ) ( )2 2 2 23
5

4
5

9
25

16
25

25
25

1θ θ+ = + = + = =  

sin cos ( ) ( )2 2 2 24
5

3
5

16
25

9
25

25
25

1α α+ = + = + = =  

کنید. بررسی  مثلث،  اضلاع  و  تعریف  از  استفاده  با  را   sin cos2 2 1θθ θθ++ == رابطۀ درستی  پ( 

sin cos sin cos ( ) ( )θθ θθ θθ θθ(( )) ++ (( )) == ++ == ++ ==
++

==2 2 2 2 2 2
2 2

2

BC

AC

AB

AC

BC AB

AC

AC

AC

2

2
2 21 1= ⇒ + =sin cosθ θ  

کنید. بررسی  را   sin cos2 2 1αα αα++ == رابطۀ درستی  )پ(،  قسمت  مشابه  ت( 

sin cos sin cos( ) ( )2 2 2 2
2 2

2

2

2
2 21α α α+ = + = + = = ⇒ +AB

AC
BC
AC

AB BC

AC

AC

AC
αα =1  

sin cos2 2 1α α+ = هموارهداریم: α برایهرزاویۀدلخواه

کتابدرسی   43 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید: پر  را  خالی  جاهای   sin cos2 2 1αα αα++ == یعنی بالا،  رابطۀ  به  توجه  با 

)الف sin cos sin2 2 21αα αα αα++ == ⇒⇒ == 1 2−cos α ⇒⇒ == ±±sinαα 1 cos2- α  

)ب sin cos cos2 2 21αα αα αα++ == ⇒⇒ == 1 2−sin α ⇒⇒ == ±±cosαα 1 2−sin α  

درآنقراردارد، α کهزاویۀ ،باتوجهبهناحیهای α کهبهدستآوردید،علامتنسبتمثلثاتیزاویۀ دررابطههایی

تعیینمیشود.

کتابدرسی و44    43 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کتانژانت برحسب سینوس، به دست می آوریم: در این قسمت، رابطه ای برای تانژانت برحسب کسینوس یک زاویه و همچنین رابطه ای برای 

 sin cos
sin

cos

cos2 2
2

2

2

1
1

αα αα
αα

αα

αα
++ == ⇒⇒ ++ ==

cos cos2 2α α

⇒⇒ف1 ++ == ≠≠tan
cos

(cos )2
2

1
1

0αα
αα

αα

sin cos
sin

sin
2 2

2

2
1αα αα

αα

αα
++ == ⇒⇒ ++

cos

sin sin

2

2 2

1α
α α

=

2⇒⇒ ++ == ≠≠1
1

02
2

cot
sin

(sin )αα
αα

αα
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 لصف2

آورید.  به دست  را   αα زاویۀ مثلثاتی  نسبت های  سایر  آنگاه   ، tanαα ==
−−3
4

و  90 180� �<< <<αα گر ا ف 3  

1
1

3
4

1
9
16

1
25
16

16
252

2 2 2

cos
tan ( ) cos

α
α α= + = − + = + = ⇒ = ⇒ = ±cosα 4

5
 

90 180 < <
 →

α  :³»j ÍMn
.SwH Âÿ¹¶ t¼¹Ãv¨ ,ÍMn ¸ÄH nj coosα = −4

5
 

sin cos sin cosα α α α= ± −  → = + −1 12 2³»j ÍMn nj
.SwH SLX¶ t¼¹Ãw == − − = − = = ⇒ =1

4
5

1
16
25

9
25

3
5

3
5

2( ) sinα

cot
tan

cotα
α

α= =
−

= − ⇒ = −1 1
3
4

4
3

4
3

 

کتابدرسی   45 و   44 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 

)الف sin cos sin cos4 4 2 2θθ θθ θθ θθ−− == −− کنید:   بررسی  را  زیر  تساوی های  از  هریک  درستی  کسر،  هر  بودن  بامعنی  فرض  با  ف1 

چپ طرف  == −− −− ++××sin cos sin cos sin cos( ) ( )4 4 2 2 2 2

1

θθ θθ θθ θθ θθ θθ
Z»jq¶ jIdUH

� ��� ��� ==== sin cos2 2θ θ− = راست طرف   

)ب 1

cos
cot

tan cos

sinαα
αα

αα αα
αα

++ ==
++  

راست طرف  ==
++

== ++ == ++
tan cos

sin

tan

sin

cos

sin

sin
cos
sin

αα αα
αα

αα
αα

αα
αα

αα
αα
αα

cot
cos

cotα
α

α= =1
++ Oa ýoö  

چرا؟ است؟  اتحاد  یک  زیر،  تساوی های  از  کدام یک  ف2 

)الف sin cos sin cos4 4 1 2αα αα αα αα++ == −− )ب  sin cos sin cos4 4 2 21 2αα αα αα αα++ == −−  

sin cos (sin cos ) sin2 2 2 2 2 2 2 41 1α α α α α+ =  → + = ⇒ +·H¼U ¾M
.´ÃºIwnÂ¶ ccos sin cos4 2 22 1α α α+ =  

⇒ + = − ⇒sin cos sin cos4 4 2 21 2α α α α اتحاد است. تساوی )ب( یک   

نیست: برقرار  )الف(،  باشد، تساوی   α = 30 گر ا که  باشید  دقت داشته 

sin cos

sin cos

( ) ( )4 4 4 430 30
1
2

3
2

1
16

9
16

10
16

5
8

1 2 30 30

 



+ = + = + = =

− ×  = − = −










⇒ ≠ −

1 2
1
2

3
2

1
3
2

5
8

1
3
2

( )( )
 

کنید. cotαα یک اتحاد مثلثاتی بسازید؛ سپس درستی آن را اثبات  1 در 12
2

++ ==tan
cos

αα
αα

کردن طرفینِ اتحاد مثلثاتی ف3 با ضرب 

cot ( tan ) cot
cos

cot cot tan
cos
sin cos

( )α α α
α

α α α α
α α

1
1 12
2

2
2

+ = + ⋅ = ×⇒  

 ⇒ ⇒ + =
⋅

+ ⋅ ⋅ =
⋅

cot cot tan
sin cos

cot tan tan
sin cos

α α α
α α

α α α
α α1

1 1
� �� �� نظر(   )اتحاد مورد 

ثابت می کنیم: را  به دست آمده  اتحاد  درستی 

Oa ýoö = + = + = +
cot tan

cos
sin

sin
cos

cos sin
sin

α α α
α

α
α

α α
α

2 2

1� ��� ���

××
=

⋅
=

cos sin cosα α α
1 SwHn ýoö  
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کتابدرسی   46 و   45 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین

αα را به دست آورید. . نسبت های دیگر مثلثاتیِ زاویۀ cosαα == −−
3

5
αα زاویه ای در ناحیۀ دوم مثلثاتی باشد و کنید ف1 فرض 

sin cos sin ( )α α α= ± −  → = − − =1 1
3
5

2 2³»j á¾ÃeIº nj
.SwH SLX¶ t¼¹Ãw 11

9
25

16
25

4
5

4
5

− = = ⇒ =sinα  

tan
sin
cos

tanα α
α

α= = − = − ⇒ = −

4
5
3
5

4
3

4
3

,  cot
tan

cotα
α

α= =
−

= − ⇒ = −1 1
4
3

3
4

3
4

 

آورید. به دست  را  αα زاویۀ مثلثاتی  دیگر  نسبت های  باشد،  مثلثاتی  چهارم  ناحیۀ  در  زاویه ای   αα و  tanαα ==
−−4
3

گر ا ف2 

cot
tan

cotα
α

α= = − = − ⇒ = −1 1
4
3

3
4

3
4

 

 1
1 1

3
4

1
9
16

25
16

16
252

2 2

sin
cot sin( )

α
α α= + = + = + = ⇒ = ±− ³nI¿a â¾ÃeIº nj

..SwH Âÿ¹¶ t¼¹Ãw → = −sinα 4
5

 

cos sinα α= ± −1 2 ³nI¿a â¾ÃeIº nj
.SwH SLX¶ t¼¹Ãv¨ → = + − − = − =cos ( )α 1

4
5

1
16
25

9
2

2

55
3
5

3
5

= ⇒ =cosα  

کنیم. استفاده  نیز   1
1

2
2

cos
tan

α
α= + رابطۀ از  کسینوس،  برای محاسبۀ  که می توانستیم  کنید  دقت 

دارد. قرار  دوم  ربع  در   135 زاویۀ آورید.  به دست  را   135 زاویۀ مثلثاتیِ  دیگر  نسبت های  آنگاه   ، sin135 2

2
� == گر ا ف3 

 cos sin cos ( )θ θ θ= ± −  → = − −1 1
2
2

2 2.SwH Âÿ¹¶ t¼¹Ãv¨ ³»j ÍMn nj  

 = − − = − = − − × = − ⇒ = −1
2
4

1
2

1

2

1

2

2

2

2
2

135
2
2

Zoh¶ ·jo¨ IÄ¼¬
cos   

tan
sin
cos

tanθ θ
θ

= =
−

= − ⇒ = −

2
2
2

2

1 135 1 ,  cot
tan

cotθ
θ

= =
−

= − ⇒ = −1 1
1

1 135 1  

دارد. قرار  سوم  ربع  در   240 زاویۀ آورید.  به دست  را   240 زاویۀ مثلثاتیِ  دیگر  نسبت های  آنگاه   ، tan240 3� == گر ا ف4 

cot
tan

cotθ
θ

= = × = ⇒ =1 1

3

1

3

3

3

3
3

240
3
3

Zoh¶ ·jo¨ IÄ¼¬
  

1
1 1

3
3

1
3
9

4
3

3
4

3
42

2 2 2

sin
cot sin sin( )

θ
θ θ θ= + = + = + = ⇒ = ⇒ = ±

t¼¹Ãw ³¼w ÍMnn nj
.SwH Âÿ¹¶ → = −sinθ 3

2
 

⇒ = −sin240
3
2

  

1
1 1 3 1 3 4

1
4

1
42

2 2 2

cos
tan ( ) cos cos

θ
θ θ θ= + = + = + = ⇒ = ⇒ = ±  

³¼w ÍMn nj
.SwH Âÿ¹¶ t¼¹Ãv¨ → = − ⇒ = −

cos cosθ θ1
2

1
2

  

استفاده  کنیم. نیز   cos sinθ θ= ± −1 2 رابطۀ از  کسینوس،  برای محاسبۀ  کنید می توانستیم  دقت 
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 لصف2

کند. او ابتدا مطابق شکل، نقطه ای  ف5 شخصی می خواهد عرض یک رودخانه را اندازه گیری 

C و در طرف دیگر رودخانه مشخص می کند  A را در امتداد C و سپس نقطه ای مانند چون

B برسد.  C به صورت افقی در امتداد رودخانه حرکت می کند تا به نقطۀ و به اندازۀ 200 متر از

، او چگونه  sin20 0 34� � / 20 باشد و ،)A به نقطۀ B گر زاویۀ دید این شخص )از نقطۀ ا

کند؟ )پاسخ خود را تا دو رقم اعشار برحسب متر بنویسید.( می تواند عرض رودخانه را محاسبه 

به دست می آوریم: را   20 زاویۀ کتانژانت  ابتدا 

1
1

1 20
1

20

1

0 34

1
0 1156

8 652
2

2
2 2

+ = ⇒ + = =cot
sin

cot
sin ( / ) /

/θ
θ

�
� � �  

⇒ = − = ⇒cot / / cot /220 8 65 1 7 65 20 2 76� � �  

cot /
/

/20 2 76
200 200

2 76
72 46 = ⇒ = ⇒ = =BC

AC AC
AC متر  

کنید. بررسی  را  زیر  تساوی های  از  هریک  درستی  کسر،  هر  بودن  بامعنی  فرض  با  ف6 

)الف 1 1

sin
tan

cosθθ
θθ

θθ
×× ==    

چپ طرف  = × = × = =1 1 1
sin

tan
sin

sin
cos cosθ

θ
θ

θ
θ θ

راست طرف 

)ب cos

sin

sin

cos

θθ
θθ

θθ
θθ1

1

++
==

−−  

Oa ýoö =
+

=
+

× −
−

=cos
sin

cos
sin

sin
sin

θ
θ

θ
θ

θ
θ1 1

1
1

cos ( sin )

sin

cos ( sin )

cos

si

cos

θ θ
θ

θ θ

θ
θ

θ

1

1

1 1
2 2

2

−
−

= − = −

cos

� ��� ���

nn
cos

θ
θ

= طرف راست  

1)پ
1

++
++

==
tan

cot
tan

αα
αα

αα  

Oa ýoö = +
+

=
+

+
=

+
1
1

1
1
1
1

tan
cot

sin
cos
cos
sin

cos sin
cos

si
α
α

α
α
α
α

α α
α

nn cos
sin
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درس اول: ریشه و توان

درسی کتاب    48 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
نمونه ها مانند  بنویسید؛  توانی  تساوی  یک  رادیکالی  تساوی  هر  نظیر  همچنین  بنویسید.  رادیکالی  تساوی  یک  توانی  تساوی  هر  با  کنون  ا

( )−− == −− ⇔⇔ −− == −−3 27 27 33 3  81 9 9 812== ⇔⇔ ==  

( )−− == −− ⇔⇔5 1253 − = −125 53  50 5 2== ⇔⇔ ( )5 2 502 =  

( / ) /0 25 0 06252 == ⇔⇔ 0 0625 0 25/ /=  −− == −− ⇔⇔8 23 ( )− = −2 83  

( / ) /0 5 0 252 == ⇔⇔ 0 25 0 5/ /=  45 3 5== ⇔⇔ ( )3 5 452 =  

رسی د  کتاب   50 تا  صفحۀ48    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کاردرکلاس
برابر 25 متر مکعب است. طول ضلع این مکعب  که به شکل مکعب است،  آبی  ف1  حجم مخزن 

a متر باشد، حجم  گاه طول ضلع مکعب کنید. می دانیم هر  را حدس بزنید و حدس خود را آزمایش 

کنید.  کامل  را  جدول  ابتدا  است.  مکعب  متر   a3 برابر آن 

2. چون 25 خیلی به 27 نزدیک تر است، بنابراین  25 33< < 8 و در نتیجه 25 27< < با توجه به جدول، متوجه می شویم

. 25 2 93
 / مثلًا: باشد،  نزدیک  به 3  253 خیلی  حدس می زنیم

آورده اند:  دست  به  روبه رو  روش های  به  را  مکعب  ضلع  طول  آموز  دانش  دو 

 2 8 25
3

/(( )) ==? آیا  کنم.  امتحان  را   2 8/ است  بهتر   ،2 25 33<< << پس   ،  8 25 27<< << و   3 273 == چون  احمد: 

2 8 2 8 2 8 21 952 22
3 2

/ / / /(( )) == (( )) ××(( )) == �  

2 9 2 9 2 9 24 389 24 4
3 2

/ / / / /(( )) == (( )) ×× == � کنم.  محسن: 25به 27 نزدیک تر است تا 8، پس بهتر است عدد 2/9را امتحان 

دهید. توضیح  را  آموز  دانش  دو  این  روش های 

کرده اند. محسن با استدلال بهتر، عدد مناسب و نزدیک تری را برای حدس  هر دو نفر از روش های حدس و آزمایش استفاده 

نزدیک تر است. به جواب اصلی  پاسخ محسن  به همین دلیل  کرده است،  انتخاب  خود 

است: متوالی  صحیح  عدد  دو  کدام  بین  ریشه  هر  که  کنید  مشخص  استدلال  با  نمونه  مانند  ف2 

.1 5 23<< << پس  1 5 8<< << چون همچنین   . 5 30 6<< << پس  25 30 36<< << چون الف( 

)ب  3 4 :<< <<10 9 10 16 9 10 16 3 10 4< < ⇒ < < ⇒ < <  

)پ  −− −−<< −− <<3 2 :173 − < − < − ⇒ − < − < − ⇒ − < − < −27 17 8 27 17 8 3 17 23 3 3 3  

)ت  2 3 :<< <<203 8 20 27 8 20 27 2 20 33 3 3 3< < ⇒ < < ⇒ < <  

ضلع654321 طول 

مکعب216125642781 حجم 
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کنید(. کنید و مانند نمونه روی محور اعداد، نشان دهید )می توانید از ماشین حساب استفاده  ف3 مقدار تقریبی یا دقیق ریشه ها را محاسبه 

13 =1  3 1 43
 /  43



1 5/  1253 == 5  −− ==83 −2

باشند. برقرار  نامساوی ها  که  بگذارید  عددهایی  یا  عدد  خالی(  )جای  رادیکال  زیر  ف4 

)الف 4 5<< << : 4 5 16 25 16 25 16 1 18 24 9< < ⇒ < < ⇒ ∈  → =x x x x( , ) / , , / ,k¹ºI¶
  

9)ب 103<< << : 9 10 9 10 729 1000 729 10003 3 3< < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ ∈x x x x ( , )  

k¹ºI¶ → =x 729 5 900 999 9/ , , / ,  

ف5 سه مکعب تو در تو مانند شکل مقابل واقع شده اند. حجم مکعب بیرونی )بزرگ( برابر 64 و حجم 

مکعب داخلی )کوچک( 27 است. طول ضلع مکعب میانی چه عددهایی می تواند باشد؟ )حداقل 

کنید.( سه پاسخ متفاوت ارائه 

27 64 27 64 3 43 3 33 3< < ⇒ < < ⇒ < <x x x x طول ضلع مکعب میانی باشد: گر ا

. ... ، 3 3/ ، 3 2/ ، 3 1/ گیرند، مانند: x قرار  بنابراین تمام اعداد حقیقی بین 3 و 4 می توانند به جای

درسی کتاب  صفحۀ50    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت

شود؟  −−16 برابر برسد،   4 توان  به  وقتی  که  دارد  وجود  مثبت  یا  منفی  عددی  آیا  خیر  دارد؟  چهارم  ریشۀ   −−16 آیا ف1 

x x x4 2 2= × =
Âÿ¹¶Iº Âÿ¹¶Iº

Âÿ¹¶Iº
 

است.  نامنفی   ، x مانند عددی  هر  چهارم  توان  زیرا  خیر، 

کنید. کامل  را  عبارت  کنون  ا

ندارند. چهارم  ریشۀ  منفی  عددهای  یکدیگرند.  قرینۀ  که   است  چهارم  ریشۀ  دو   دارای   مثبت  عدد  هر 

درسی کتاب  صفحۀ51    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس کاردر 
کنید. کامل  دلخواه  به  را  ستون  آخرین  کنید.  تکمیل  جدول  در  را  خالی  جاهای  ف1 

عدد81312510000,62516

−33−5 545 چهارم22−−55−−54−1010 ریشه های 

کنید. تکمیل  جدول  در  را  خالی  جاهای  ف2 

عدد32−−2433125−−1024−100000−1

پنجم2−−1−35−−10−−4 ریشۀ 
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0 0 1 1 1 15 5 5= = − = −, , یعنی:   ، −1 1» است؟0، برابر  خودشان  با  عددهایی  چه  پنجم  ریشۀ  ف3 

کنید. محاسبه  ف4 
1

100000
5 ==

1
10

0 1= /   −− ==0 000325 / −0 2/  
1

32
5 ==

1
2

0 5= /  

کنید. کامل  را  عبارت  ف5 

پنجم  ریشۀ  باشد  منفی  عدد  گر  ا و  مثبت  آن  پنجم  ریشۀ  باشد،  مثبت  عدد  گر  ا است.  پنجم  ریشۀ  یک  دارای   منفی،  یا  مثبت  عدد  هر 

است. منفی  آن  

درسی کتاب   53 تا  � صفحۀ51  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین
متوالی  صحیح  عدد  دو  این صورت  غیر  در  و  بنویسید  را  جواب  است،  صحیح  عدد  یک  آن  حاصل  گر  ا زیر،  رادیکالی  عدد  هر  برای  ف1 

باشد. آنها  بین  نظر  مورد  رادیکالی  عدد  که  بنویسید 

16 = 4  20 ⇒ < <4 20 5  4004 ⇒ < <4 400 54  

75 ⇒ < <8 75 9  −−83 = −2  4005 ⇒ < <3 400 45  

−−903 ⇒ − < − < −5 90 43  2503 ⇒ < <6 250 73  15 =1  

−− 204 ⇒ − < − < −3 20 24    

کنید(. استفاده  ماشین حساب  از  )می توانید  کنید  مشخص  اعشار  رقم  یک  با  را  زیر  رادیکالی  اعداد  از  کدام  هر  تقریبی  مقدار  ف2 

10  3 2/  7 253 / 1 9/  165
1 7/  645

 2 3/  

که متناظر  ف3 مانند نمونه در شکل زیر، هر یک از نقاط مشخص شده روی محور بالا را به یکی از نقاط مشخص شده روی محور پایین 

کنید(. ارائه  مورد  هر  از  عددی  مثال  )یک  کنید  وصل  است،  عدد  آن  سوم  ریشۀ  با 

دهید. پاسخ  زیر  سؤال های  به  کرده اید،  درک  اعداد  سوم  ریشۀ  دربارۀ  آنچه  به  توجه  با  ف4 

.  ...  ،0 6/ ،0 5/ مانند: یک،  و  صفر  بین  عددی  هر  باشد؟  می تواند  عددی  چه   a . a a3 >> و است  مثبت  عددی   a الف(

−1 و   1 صفر،  باشد؟  می تواند  اعدادی  چه   a . a a3 == یعنی  است؛  برابر  خودش  با  آن  سوم  ریشۀ  که  است  عددی   a ب(

...  ،3  ،2 مانند:  یک،  از  بزرگ تر  عددی  هر  باشد؟  می تواند  اعدادی  چه   a . a a3 << و است  مثبت  عددی   a پ(

دهید. پاسخ  نیز  باشد،  منفی  عددی   a که حالتی  برای  )پ(  و  )الف(  موارد  به  ت( 

a a a a

a a a a

< > ⇒ < −

< < ⇒ − < <







0 1

0 1 0

3

3

,

,
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هر  کنید  مشخص  است.  شده  وصل  خود  پنجم  و  چهارم  سوم،  ریشه های  به  بالا  محور  از  نقطه ای  زیر،  شکل های  از  یک  هر  در  ف5 

است. ریشه  کدام  به  مربوط  رنگ 

)الف(

1 5 1 14 1 5 1 10 1 5 1 083 4 5/ / , / / , / /  ± مثال:  به عنوان 

)ب(

0 5 0 79 0 5 0 84 0 5 0 873 4 5/ / , / / , / /  ± مثال:  به عنوان 

)پ(

− − − −0 5 0 79 0 5 0 873 5/ / , / /  مثال:  به عنوان 

)ت( 

 − − − −1 5 1 14 1 5 1 083 5/ / , / /  مثال:  به عنوان 
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کنید. پر  را  خالی  جاهای  ف6 

می باشند.   81 عدد   چهارم  ریشه های   −3 و   3 اعداد  الف( 

.  13 با   است  برابر   a3 5++ عبارت حاصل  این صورت  در  باشد،   164 == a گر ا ب( 

a a= = = ⇒ + = + = + =16 2 2 5 2 5 8 5 134 44 3 3  
دهید. قرار  را   » == « یا   » >> «  ،» << « علامت های  از  یکی  خالی  جاهای  در  ف7 

( / ) ( / )−− −−0 1 0 15 3>  ) − > −0 00001 0 001/ / )زیرا:   ( / ) ( / )0 1 0 15 3<  )0 00001 0 001/ /< )زیرا:   
( ) ( )−− −−2 25 4<  ) − < +32 16 )زیرا:    0 00001 0 15 / /==  )0 1 0 1/ /= )زیرا:   

درس دوم: ریشۀ  n ام

درسی کتاب   55 و   54 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
کرد.  عمل  نیز  ششم  ریشۀ  مثلًا  دیگر  ریشه های  برای  می توان  شد،  گفته  پنجم  و  چهارم  سوم،  دوم،  ریشه های  برای  که  آنچه  مشابه  ف1 

کنید. کامل  است،   64 عدد  مختلف  ریشه های  به  مربوط  که  را  زیر  جدول 

هشتم هفتمریشه های  ششمریشۀ  پنجمریشه های  چهارمریشۀ  سومریشه های  دومریشۀ  ریشه های 

− 648
و   648647 64 26 = و 

− = −64 26
645

644 و  −− 64464 43 =
64 8== و   

−− == −−64 8

( )−2 6 664 2 64== ==» زیرا هستند؛   -2 و    2 همان   یا   −− 646 و  646 اعداد  64 عدد  ششم  ریشه های 

 . ( )64 647 7 = زیرا است،   647 با برابر   64 عدد  هفتم  ریشۀ  بگویید؟  می توانید  چه   64 عدد  هشتم  و  هفتم  ریشه های  دربارۀ 

. ( )− =64 648 8 و  ( )64 648 8 = زیرا هستند،   − 648 و  648 اعداد  64 عدد  هشتم  ریشه های  همچنین 

گفت؟  ام عدد 64 چه می توان  n ، دربارۀ ریشۀ n ∈∈ گر کلی ا به طور 

آنگاه  باشد،  زوج  عددی   n گر ا و   ( )64 64n n = زیرا است،   64n با برابر   64 عدد  ام  n ریشۀ آنگاه  باشد،  فرد  عددی   n گر ا

. ( )− =64 64n n ) و )64 64n n = برابر هستند، زیرا  − 64n 64n و با اعداد ام عدد 64  n ریشه های

گفت؟  می توان  چه   a ام n ریشه های تعداد  دربارۀ   ، n ∈∈ و باشد  مثبت  عدد  یک   a گر ا کلی تر  حالت  در 

ام خواهد  n a دارای یک ریشۀ n فرد باشد، آنگاه عدد مثبت گر ام و ا n a دارای دو ریشۀ n زوج باشد، آنگاه عدد مثبت گر ا

( )a an n = داریم:   کلی  حالت  در  بنابراین  بود. 

کنید. تکمیل  است،  عدد64−− مختلف  ریشه های  دربارۀ  که  را  زیر  جدول  ف2 

هشتم هفتمریشۀ  ششمریشۀ  پنجمریشۀ  چهارمریشۀ  سومریشۀ  دومریشۀ  ریشۀ 

ندارد ندارد647−وجود  ندارد645−−وجود  −−وجود  == −−64 ندارد43 وجود 

شود.  −−64 مساوی و  برسد  زوج   توان   به  که  ندارد  وجود  عددی  زیرا  ندارند؛  وجود   −−64 زوج ریشه های 

باشد،  زوج   n گر ا ولی  ام دارد  n ریشۀ 64− فقط یک  باشد، عدد فرد   n گر ا کنید.  n) بحث  )∈∈ −− 64 ام n ریشه های دربارۀ 

ندارد. ام  n ریشۀ  −64 عدد

n فرد باشد  که nام دارد  a زمانی ریشۀ گفت؟ عدد منفی a چه می توان  n ام  n باشد، دربارۀ ریشۀ  ∈∈ a یک عدد منفی و گر ا

ندارد. وجود   an باشد زوج   n گر ا و  
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کنید. کامل  را  زیر  جدول  ف3 

چهارم  ریشۀ  دو  دارای   81

است.  −− == −− ==81 3 81 34 4
»

a == 81

n == 4
است. −− an و  an nام ریشۀ دو  دارای  aزوج  n

a >> 0

است.  27 33 = ریشۀ سوم 27 دارای یک 
a == 27
n == 3

است. an ام، n ریشۀ دارای یک   aفرد n

ندارد. ریشۀ دوم   −9
a == −9

n == 2
ندارد. وجود  nام  زوجریشۀ n

a << 0

است. − = −8 23 دارای یک ریشۀ سوم  −8
a == −8

n == است.3 an nام، ریشۀ دارای یک   aفرد n

که: دیدید  نهم  سال  در  ف4 

a b ab b a3 3 3×× == : » عدد دو  هر  برای    a b ab b×× == : و  a مثبت عدد  دو  هر  برای 

است. برقرار  نامنفی   b و  a برای بزنید.  مثال  بله  می باشد؟  برقرار  نیز   a b4 4×× دربارۀ بالا  رابطۀ  آیا 

256 4

81 3
256 81 4 3 12 256 81 20736 12 256 81

4

4
4 4 4 4 4=

=






⇒ × = × = × = = ⇒ ×, 44 4 256 81= ×  

باشند. نامنفی     b a» باید است،  زوج  عدد  یک   4 اینکه  به  توجه  با 

16 81 2 34 4×× == ×× == 6  

16 81 64 4 4×× == ==××16 81  

است. برقرار  همواره   ، b و  a برای مقداری  هر  به ازای  تساوی،  این  گفت؟  می توان  چه   a b ab5 5 5×× == دربارۀ

کنید و نشان دهید تساوی همواره برقرار است. b حتماً باید نامنفی باشند؟ خیر مثالی از a و b نامنفی و مثالی از a و b منفی ارائه  a» آیا

a b, :> =

=






⇒ × = × =

× = =









0 32 2

243 3
32 243 2 3 6

32 243 7776 6

5

5
5 5

5 5 

⇒ × = ×32 243 32 2435 5 5  

a b, :
( ) ( )

( ) (

< − = −

− = −






⇒ − × − = − × − =

− × −

0 32 2

243 3
32 243 2 3 6

32 2

5

5
5 5

443 7776 6

32 243 32 243

5 5

5 5 5

)

( ) ( )

= =










⇒ − × − = − × −  

درسی کتاب   55 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
آورید: به دست  را  عبارت  هر  حاصل  ف1 

1287 == 2 277 =  2568 == 2 288 =  −− ==19 −1  

6254 == 5 544 =  −− ==0 00164 / − = −( / ) /0 2 0 244  −−
==

1

32
5 ( )

− = −1
2

1
2

55  

−− ==1287 ( )− = −2 277  06 == 0   
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درسی کتاب    56 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین
باشد(. مثبت  باید   a باشد، زوج   k گر )ا کنید  بررسی   a و m ، k به مختلف  مقداردهی های  با  را   a amk k m== ( ) رابطۀ درستی 

a m k a m k= = = → =

=
= − = = → − = − =

−
2 6 3

2 4

2 4
2 2 2

2 2 2

2

63

3 6

2

2
, ,

( )
, ,

( ) | |

( ) jnHkºº j¼]»












 

a m k= − = = → − = −

− = −






2 9 3

2 8

2 8

93

3 9
, ,

( )

( )
 

باشد. نامنفی   
ً

a حتما که برقرار است  رابطه درصورتی  باشد،  k زوج  گر ا برقرار است ولی  رابطه همیشه  باشد،  k فرد  گر ا پس 

درسی کتاب    57 و    56 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کنید. کامل  را  زیر  جدول  ف1 

2 244 ==  ( | |)2 2==
n == 4

a == 2
زوج n

a ≥≥ 0

ann

233 == 2  
n == 3

a == 2
فرد n

( )−− ==2 244  ( | |)2 2== −−
n == 4

a == −−2
زوج n

a << 0

( )−− ==2 33 −2  
n == 3

a == −−2
فرد n

ann == a که:  می گیریم  نتیجه  بالا  جدول  از   a ≥≥ گر0 ا

a
n

n
nn ==







a

a

Z»p 
joÎ 

آنگاه   a << گر0 ا و 

کنید. کامل  را  زیر  جدول  ف2 

( )16 2 164 4 4== ==
n == 4

a ==16
زوج n

a ≥≥ 0

( )an n

( )8 23 3 3== == 8
n == 3

a == 8
فرد n

( )−− →→164 4 ½kzºþÄo÷U
n == 4

a == −−16
زوج n

a << 0

( )−− ==83 3 ( )− = −2 83n == 3

a == −−8
فرد n

ann == a که:  می گیریم  نتیجه  بالا  جدول  از  آنگاه   a ≥≥ گر0 ا

( )a
n

n
nn n =







½kzº þÄo÷U Z»p 
joÎ a

آنگاه   a << گر0 ا و 
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درسی کتاب    57 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
a ann n n== ( ) نیست؟  برقرار    n و   a از  مقادیری  چه  به ازای  زیر  تساوی 

تعریف نشده است.  an این مقادیر به ازای  زیرا  نیست،  برقرار  رابطه  n زوج  و   a به ازای0>

درسی کتاب    58 و   57 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 

دهید. قرار   A در را   == یا  << یا  >> علامت های از  یکی  الف(  ف1 

0 25/ = ( / ) ( / )0 5 0 52 3> =0 125/  0 70/  0 5 0 53/ /< 0 79/  

4 42 3<  2 = 4 43> 1 58/  

دهید. قرار   A در را  مقایسه  علامت های  از  یکی  است،   0 1<< <<a وقتی ب( 

a a2 3>  a a<< 3  

دهید. قرار   A در را  مقایسه  علامت های  از  یکی  است،   a وقتی1<< پ( 

a a2 3<  a a> 3  

دهید. قرار  مربع  در  را   << == >> علامت های از  یکی  الف(  ف2 

0 25/ = ( / ) ( / )−− −−0 5 0 52 3> = −0 125/  4 = ( ) ( )−− −−2 22 3> = −8  

− =0 125/ ( / ) ( / )−− −−0 5 0 53 5< = −0 03125/  − =8 ( ) ( )−− −−2 23 5> = −32  

0 0625/ = ( / ) ( / )0 5 0 54 2< −− =0 25/  16 = ( ) ( )−− −−2 24 2> = 4  

بودن  بامعنا  )به شرط   n طبیعی عدد  هر  و   a عدد هر  برای  دهید  نشان   ،)b an == آنگاه  a bn == گر )ا ریشه  تعریف  به  توجه  با  ف3 

است: برقرار  زیر  رابطۀ  رادیکال( 

( )a an n == →→ ( )a a a a a a a a an n n n n

n

n

n

nn= × × × = × × × = =�� ��� ��� �� �� ��
IU IU

 

نیست. برقرار  کلی  حالت  در  رابطه  این  است؟  برقرار   a b a bn n n++ == ++ تساوی آیا  ف4 

بدهید. عددی  مقدارهای   b a» به جای و  بگیرید   5 یا   4  ،3 برابر  را   n

: b = 8 a و =1، n = 3 گر ا
1 8 9

1 8 1 2 3
9 3

3 3

3 3
3+ =

+ = + =
⇒ ≠ ⇒ + ≠ +






a b a bn n n  

: b =16 a و =1، n = 4 گر ا
1 16 17

1 16 1 2 3
17 3

4 4

4 4
4+ =

+ = + =
⇒ ≠ ⇒ + ≠ +






a b a bn n n  

: b = 32 a و =1، n = 5 گر ا
1 32 33

1 32 1 2 3
33 3

5 5

5 5
5+ =

+ = + =
⇒ ≠ ⇒ + ≠ +






a b a bn n n  
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کنید. محاسبه  نمونه  مانند  را  زیر  عددهای  ف5 

5
1

5

1

5
5

1

5
3

3
3 33−− −−== == →→ ==( )  

2 55 −− : 2 1

2

1
2

2
1
2

5
5

5 55− −= = ⇒ =( )  1

128
7 : 1

128
1

2

1
2

1
128

1
27

7 7= = ⇒ =( )  

3 44 −− : 3 1

3

1
3

3
1
3

4
4

4 44− −= = ⇒ =( )  

به طوری که: دهید؛  قرار  عددهایی   n طبیعی عدد  و   b و  a به جای ف6 

4
1

4

1
2

2
1

= ⇒ = است.  برقرار  رابطه  باشد،   n b= =2 1» ، a = 4 گر ا باشد.  برقرار   a

b

a

b
n

n

n
== تساوی الف( 

نباشد. برقرار   a

b

a

b
n

n

n
== تساوی ب( 

−
−

= =

−
−

⇒ −
−

≠ −
−











8
2

4 2

8

2

8
2

8

2
½kzº þÄo÷U

نیست.  برقرار  رابطه  باشد،   n b= = −2 2» ، a = −8 گر ا

درس سوم: توان های گویا

درسی کتاب     60 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
آورید. دست  به  را  آنها  حاصل  امکان  صورت  در  و  نوشته  رادیکالی  شکل  به  را  زیر  عبارت های  از  یک  هر 

2 2
1
3 3==  3

1
2 == 32  4

1
4 == 4 2 24 24= =  

5
1
7 == 57  6

1
4 == 64  81

1
4 == 81 34 =  

درسی کتاب    60 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
آورید. دست  به  را  آنها  حاصل  امکان  صورت  در  و  بنویسید  رادیکال  شکل  به  را  زیر  توان دار  اعداد  شما  کنون  ا

5 )الف
2
5 = 525 3 )ب 

2
7 = 327  

81 )پ
3
4 = = = = =81 3 3 3 2734 4 34 3 44 3( ) ( ) 16 )ت 

1
4

−−
= = = =− − −16 2 2

1
2

14 4 14 44( )  

درسی کتاب    61 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  کاردر 
بنویسید. رادیکالی  به صورت  نمونه  مانند  را  زیر  تساوی های  ف1 

3 3
2
5 25==  3 3 3 3 3 3 3 3

5
4 54 44 44 4 4== == ×× == ×× ==  

4
1
5 == 45  2 2

2
3

3
2×× == 2 2 2 2 2 2 2 4 2

2
3

3
2

13
6 136 126 16 2 6 6+

= = = × = × =  

( )4 2
1
3×× == 8 8 2 2

1
3 3 33= = =  5

4
3

−−
== 5

1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

43 43 33 3 3− = = × =( ) ( )  

( )16
1
3

3
4 == 16 16 16 2 2

1
3

3
4

1
4 4 44×

= = = =  6
3
8 == 638  



فکلاغفسپید شاهفکلیدفدروسفدهمف

60

 لصف3

بنویسید. کسری  توان  شکل  به  امکان  صورت  در  را  رادیکال ها  ف2 

3 327
2
7==  25 == 2

5
2  723 == 7

2
3  

195 == 19
1
5  645 == 64 2 2

1
5 6

1
5

6
5= =( )  255 == 21  

. (a )>> 0 کنید کامل  را  تساوی  است.   a anm nm== که دهید  نشان  کسری  نمای  از  استفاده  با  ف3 

a a anm n
m

n m mn== == == ==
1 1 1 1

(a ) amn  

درسی کتاب    61 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین

آورید. دست  به  را  آنها  حاصل  امکان  صورت  در  و  نوشته  رادیکال  به صورت  را  زیر  کسری  توان های  از  هریک  ف1 

 16
1
2 == 16 4 42 22= =  5

1
2 == 5 52 =   

 4
3
7 == 437  3 3

1
3

2
3×× == 3 3 3 33 23 33× = =  

( )4
1
2

2
3 == 4 4 4

2
6

1
3 3= =  4

2
3 == 4 2 2 2 2 323 43 33 3 3= = × =  

   32
1
5
−−

== ( ) ( )1
32

1
32

1
2

1
2

1
5 5 55= = =  32

2
5 == 32 2 2 4 425 5 25 2 55 55= = = =( ) ( )  

125
2
3

−−
== 125 5 5 5

1
25

23 3 23 2 33 2− − − −= = = =( ) ( )  

می دانیم ف2 

 a a a a26
2
6

1
3 3== == ==   a a a a412 4

1
12

4
12

1
3 3== == == ==(a )  

236 برابرند. و 224 ، 2 که هر سه عدد طبیعی اند نتیجه بگیرید  k n m» , ؟ (a )>> 0 a همواره برقرار است akmkn mn== آیا تساوی

برقرار است: رابطۀ مقابل  اعدادی طبیعی هستند،   k n و ، m a و بله، وقتی0<

 a akmkn mn=  

 

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1
2

24
2
4

1
2

36
3
6

1
2

36 24

=

= =

= =















⇒ = =  

کنید.  مقایسه  هم  با  و  محاسبه  را   ar s−− و  a
a

r

s
عددی مقدارهای   s ==

1

3
و  r ==

1

2
،  a == 64 کنیم فرض  ف3 

 

a

a

a

r

s

r s

= = = = =

= = = = =− −

64

64

64

64

8

4

8
4

2

64 64 64 2 2

1
2

1
3

2

3

2

33

1
2

1
3

1
6 6 66














⇒ = −a

a
a

r

s
r s  
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با هم مقایسه  و  را محاسبه   ar s−− a و
a

r

s
بار دیگر مقدارهای و  کنید  انتخاب   s و   r، a برای  نمونه سه مقدار دیگر  کنون خودتان، مانند  ا

بگیرید. کمک  ماشین حساب  از  می توانید  کنید. 

a r s

a

a

a

r

s

r s

= = =

= = = = =

= =− −

16
1
2

1
4

16

16

16

16

4

2

4
2

2

16 1

1
2

1
4

4

2

44

1
2

1
4

, ,

66 16 2
1
4 4= =














⇒ = −a

a
a

r

s
r s

 

پایه ها  از  یکی  باشند،  برابر  هم  با  پایه ها  گر  ا گویا،  توان های  با  مثبت(  پایۀ  )با  توان دار  اعداد  تقسیم  در  می گیرید؟  نتیجه ای  چه 

می کنیم. مخرج  توان  منهای  را  صورت  توان  یعنی  می کنیم،  کم  هم  از  را  توان ها  سپس  و  می نویسیم  را 

کنید. حساب  ف4 

 53 == 5 53 2 6× =  643 == 64 2 26 66= =  81 == 81 3 34 44= =  

درس چهارم: عبارت های جبری

درسی کتاب  و63     62 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کنید. که به اتحاد مکعب مجموع مشهور است. جای خالی را در محاسبه تکمیل  a) اتحاد دیگری به دست می آید  b)++ 3 ف1 با محاسبۀ

(a b) (a b) ( ) ( ) (a b)++ == ++ ++ == ++3 2 a b a +2ab+ b2 2  

= + + + + + = + + +a a b a b ab ab b a a b ab b3 2 2 2 2 3 3 2 2 32 2 3 3  

در می آید. زیر  به صورت  باشید،  کرده  عمل  درست  گر  ا دوم،  طرف  دو  در  متشابه  جملات  جمع  با  که 

(a b)++ == ++ ++ ++3 3 2 2 33 3a a b ab b

آوریم: به دست  دیگری  اتحاد  و  کنیم  تبدیل   −−b به فوق  اتحاد  سرتاسر  در  را   b می توانیم

 (a b) ( ) ( b) ( b)−− == ++ −− ++ −− ++ −−3 3 2 2 33 3a a b a  

 (a b)−− == −−3 3a 3 2a b ++ 3 2ab −−b3  

کنید. محاسبه   )2( شمارۀ  اتحاد  یعنی  تفاضل،  مربع  اتحاد  از  استفاده  با  و  دیگر  راه  از  را   (a b)−− 3 دیگر بار  یک  ف2 

 (a b) (a b) (a b)−− == −− −−3 2  

 == −− ==( ) (a b)-a 2ab+ b2 2 a a b a b ab ab b a a b ab b3 2 2 2 2 3 3 2 2 32 2 3 3− − + + − = − + −  

درسی کتاب  و64     63 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کاردرکلاس
کنید. ساده  و  آورید  به دست  را  زیر  عبارت های  حاصل  ف1 

 ( ) ( )a b a ab b a a b ab++ −− ++ == −− ++ ++2 2 3 2 2 a b ab b a b2 2 3 3 3− + = +  

 ( ) ( )a b a ab b−− ++ ++ ==2 2 a a b ab a b ab b a b3 2 2 2 2 3 3 3+ + − − − = −  



فکلاغفسپید شاهفکلیدفدروسفدهمف

62

 لصف3

آورید. به دست  جدیدی  اتحادهای  و  کنید  تجزیه  را   a b3 3−− و  a b3 3++ عبارت های  ،1 پرسش  از  استفاده  با  ف2 

 a b a b a ab b3 3 2 2+ = + − +( )( )  a b a b a ab b3 3 2 2− = − + +( )( )  

کنید. تجزیه  نمونه  مانند  را  زیر  عبارت های  ف3 

 8 27 2 3 2 3 2 2 3 3 2 3 4 6 93 3 3 2 2 2x x x x x x−− == −− == −− ++ ×× ++ == −− ++ ++( ) ( )[( x) x ] ( ) ( )  

 x3 1++ == x x x x3 3 21 1 1+ = + − +( )( )  

 x3 8−− == x x x x3 3 22 2 2 4− = − + +( )( )  

 x3 125−− == x x x x3 3 25 5 5 25− = − + +( )( )  

x6 1−− == ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )x x x x x x x x2 3 3 2 4 2 4 21 1 1 1 1 1− = − + + = − + + +  

درسی کتاب    65 و    64 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت

...  ، a b8 8− ، a b4 4− مانند: دارد.  مضرب  بی شمار  بله،  دارد؟  دیگری  مضرب   a b++ آیا

ف1 مضرب های هر عبارت جبری از ضرب آن در عبارت های جبری دیگر  به دست می آیند: 

 a b++ مضرب های از  بعضی   :  a b++ و   2( )a b++ و  ( ) ( )a b a b++ ++ 2 و  −− ++4( )a b و   ( ) ( )a b a b++ −− و  ...  

( ) ( ) ,a b a b+ −2 − −3( ) ,a b  بنویسید.  را   a b−− مضرب های از  بعضی 

 ( )( )a b a b a b+ − −»
3 3 باشد.  آنها  از  یک  هر  شمارندۀ   a b−− که بنویسید  عبارت  دو  ف2 

عبارت هاست؟ از  کدام یک  مضرب   27 13a −− عبارت ف3 

 3 1a ++ ت(   9 3 12a a++ ++ پ(  3 1a −− ب(    a الف(1−−

 27 1 3 1 3 1 3 3 1 1 3 1 9 3 13 3 3 2 2a a a a a a a a− = − = − + + = − + +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )  

27 مضرب عبارت های )ب( و )پ( است. 13a − پس

باشند. نمیشود.ضرایبعددی،فقطمیتوانندعددصحیح محسوب a b+ یکمضرب 3( )a b+ عبارت

هستند؟ گویا  زیر  عبارت های  از  کدام یک  ف4 

x :گویا هست.
x

3

3

1

1

−−

++
ب( 3 :گویا هست.   7

2

x

x

−− الف(

x زیر  رادیکال( x :گویا نیست )به علت وجود x23 1++ −− ت( x زیر  رادیکال(  x3 :گویا نیست )به علت وجود 1−− پ(

ندارد(. )مقدار نمیشود تعریف آنصفرمیشود، کهمخرج متغیر از بهازایمقدارهایی گویا، عبارت یک

نمی شود؟ تعریف   x از مقدارهایی  چه  به ازای  زیر  گویای  عبارت  ف5 

 1

1

1

1

1

42x x x−−
++

++
−−

++
: x x− = ⇒ =1 0 1 و        x x+ = ⇒ = −1 0 1 و        x x2 24 0 4+ = ⇒ = −

Âÿ¹¶Iº Âÿ¹¶
(.jnHkº JH¼])

 

 

تعریف نمی شود.  x = x و1− به ازای1= گویای داده شده،  بنابراین عبارت 
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 لصف3

کنید. ساده  و  آورید  به دست  را  زیر  کسرهای  حاصل  ف6 

)الف  1

1

2

1

3

1x x x−−
++

++
++

−−
 

 x −1 با:  برابر است  کسرها  ، پس مخرج مشترک  ( )( )x x x− + = −1 1 اینکه1 به  توجه  با 

= عبارت + + − +
−

1 1 2 1 3
1

( ) ( )x x
x

= + + − +
−

= +
−

x x
x

x
x

1 2 2 3
1

3 2
1

 

1 )ب

1

1

1

1

12x x x−−
++

++
−−

−−
 

 x2 1− با: برابر است  کسر ها  ، پس مخرج مشترک  ( )( )x x x− + = −1 1 12 اینکه به  باتوجه 

= عبارت + + − −
−

= −
−

x x x

x

1 1 1

1

2 1

12 2x
 

درسی کتاب     65 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس کاردر 
کنید(. پر  را  خالی  )جاهای  کنید  ساده  را  عبارت  و  تجزیه  را  کسر  هر  مخرج  و  صورت  ف1 

)الف  x

x x

6

4 2

1

2 1

++

++ ++
= +

+
=

+ − +

+ +
= − +

+
(x ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 3 3

2 2

2 4 2

2 2

4 2

2

1

1

1 1

1 1

1

1x

x x x

x x

x x

x
 

)ب  x

x

3

3

1

1

−−

−−( )
=

− + +

− −
= + +

−

( ) ( )

( ) ( ) ( )

x x x

x x

x x

x

1 1

1 1

1

1

2

2

2

2
 

)پ  x
x

2

4

1

1

++

−−
=

+

− +
=

−
=

− +
( )

( ) ( ) ( )(x )

x

x x x x

2

2 2 2

1

1 1

1

1

1
1 1

 

)ت  y y y

y y

y y y

y y

y y y

y y

5 3

2

4 2 2 212

8 16

12

8 2

4 3

8 2

−− −−

++
==

−− −−
++

==
−− ++

++
==

( )

( )

( ) ( )

( )

y y y y

y y

y y( ) ( ) ( )

( )

( )( )− + +
+

= − +2 2 3

8 2

2 3
8

2 2

 

اتحاد در  ف2 
 a a a3 21 1 1++ == ++ −− ++(a ) ( )  

کنید: بازنویسی  را  حاصل  و   a x== 23 دهید قرار 

 ( ) ( )x x23 3 231 1++ == ++ ( )( )x x23 2 23 1− + = + − +( )(x )x x x23 3 231 1  

درسی کتاب     67 تا   65 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
را  کسر  آن  می توانیم  هستند،  رادیکالی  عبارت  یک  شامل  که  کسر هایی  مخرج  کردن  گویا  برای  که  داریم  یاد  به  گذشته  سال  از  ف1 

جاهای  شده اند.  گویا   2

43
و  5

2 3
کسر های  زیر  در  شود.  گویا  کسر  مخرج  تا  کنیم  تقسیم  و  ضرب  مناسب،  رادیکالی  عبارت  یک  در 

کنید. پر  مناسب  عبارت های  با  را  خالی 
5

2 3

5

2 3

3

3
== ×× ==

5 3
2 3

5 3
6×

=  

2

4

2

4 4
3 3 23

== ×× ==
423 2 4

4

2 2
4

2 2
4

4 2
4

2
23

33

3 43 63 3
3= × = × = =  
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 لصف3

کنید. گویا  را  زیر  کسر های  مخرج  بالا،  نمونه  مانند  ف2 

)الف 1

5 3−−
==

1

5 3

5 3

5 3

5 3

5 3

5 3
5 3

5 3
22 2−

× +
+

= +
−

= +
−

= +
( ) ( )

 

)ب 8

3 2 4++
==

8

3 2 4

3 2 4

3 2 4

8 3 2 4

3 2 4

8 3 2 4
18 16

8 3 2 4

2
12 2

2 2

4

1
+

× −
−

= −
−

= −
−

= − =( )

( )

( ) ( ) −−16  

)پ x y

x y

−−
−−

==
x y

x y

x y

x y

x y x y

x y

x y x y

x y
x y

−
−

×
+
+

=
− +

−
=

− +
−

= +
( )( )

( ) ( )

( ) ( )
2 2

 

)ت h

x h x++ −−
==

h

x h x

x h x

x h x

h x h x

x h x

h x h x
x h x

x h x
+ −

× + +
+ +

= + +
+ −

= + +
+ −

= + +( )

( ) ( )

( )
2 2

 

 1
3 3a b++

و  1
3 3a b−−

مانند کسرهایی  کردن  گویا  برای  هستند،  زیر   صورت  به  که  مکعب ها  تفاضل  و  مجموع  اتحاد های  از  ف3 

کنید. بازنویسی  را  آنها  و   y b== 3 ، x a== 3 دهید قرار  زیر،  اتحاد های  از  کدام  هر  در  می کنیم.  استفاده 

( )( )

( )( )

x y x xy y x y

a b

−− ++ ++ == −−

−− ==







2 2 3 3

3 3 a ab b a b23 3 23+ + −
 

( )( )

( )( )

x y x xy y x y

a b

++ −− ++ == ++

++ ==







2 2 3 3

3 3 a ab b a b23 3 23− + +
 

خیر است؟  رادیکالی  عبارت  یک  شامل  بالا،  تساوی های  راست  سمت  آیا 

کنید. گویا  را  زیر  کسر های  مخرج  بالا،  نمونۀ  مانند 

)الف 2

5 13 ++
==

2

5 1

5 5 1

5 5 1

2 25 5 1
5 1

25 5 1
33

23 3

23 3

3 3 3 3

+
× − +

− +
= − +

+
=

− +( ) ( )
 

)ب 1

7 33 3−−
==

1

7 3

7 7 3 3

7 7 3 3

49 21 9
7 3

49 21 9
3 3

23 3 23

23 3 23

3 3 3 3 3 3

−
× + × +

+ × +
= + +

−
=

+ +( )
44

 

)پ x

x

++
++

==
8

23

x

x

x x

x x

x x x

x
x x

+
+

× − +

− +
=

+ − +
+

= −8

2

2 2

2 2

8 2 4

8
2

3

23 3 2

23 3 2

23 3
23 3( ) ( )

( )
++4  

)ت 1

123 x ++
==

1

1

1

1

1

123

43 23

43 23

3 23

2
x

x x

x x

x x x

x+
× − +

− +
= − +

+
 

درسی کتاب   67 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 
کنید. تجزیه  گویا(  عبارت های  )به  ممکن  حد  تا  را  زیر  عبارت های  از  یک  هر  ف1 

)الف  x y4 4−− == (x y ) ( ) ( )( )( )2 2 2 2 2 2− + = − + +x y x y x y x y   

)ب  x y6 6−− == (x ) (y ) ( )( ) (x y)( )(x y)( )3 2 3 2 3 3 3 3 2 2 2 2− = − + = − + + + − +x y x y x xy y x xy y  

)پ  8 273a ++ == ( ) ( a )( a )2 3 2 3 4 6 93 3 2a a+ = + − +  

)ت  a b3 6 8−− == ( ) (ab )( )ab a b ab2 3 3 2 2 4 22 2 2 4− = − + +  
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کنید. گویا  را  زیر  کسرهای  مخرج  ف2 

)الف  3

3 7++
=

+
× −

−
= −

−
= −

−
= −3

3 7

3 7

3 7

3 3 7

3 7

3 3 7
9 7

3 3 7
22 2

( )

( )

( ) ( )
 

)ب  8

5 3++
=

+
× −

−
= −

−
= −

−
= −8

5 3

5 3

5 3

8 5 3

5 3

8 5 3
5 3

4 5 3
2 2

( )

( ) ( )

( )
( )  

)پ  1

23 x −−
=

−
× + +

+ +
= + +

−
1

2

2 2

2 2

2 4
83

23 3 2

23 3 2

23 3

x

x x

x x

x x
x

 

)ت   6

2 2 13 −−
=

−
× + +

+ +
= + +

−
=

+ +6

2 2 1

4 4 2 2 1

4 2 2 2 1

6 4 4 2 2 1
16 1

2 4 4 2 2 1
53

3 3

23 3

3 3 3 3( ) ( )
 

آورید. به دست  نمونه  مانند  را  زیر  ضرب های  حاصل  اتحادها،  از  استفاده  با  ف3 

)الف  16 14 15 1 15 1 15 1 2242×× == ++ −− == −− ==( ) ( )  

)ب  1052 == ( ) ( )( )100 5 100 2100 5 5 10000 1000 25 110252 2 2+ = + + = + + =  

)پ  99992 == ( )10 1 10 2 10 1 1 10 20000 1 999800014 2 8 4 8− = − × × + = − + =  

)ت  1053 == ( ) ( )100 5 100 3 100 5 3 100 5 5 11576253 3 2 2 3+ = + × × + × × + =  

آورید.  به دست  را  زیر  عبارت های  حاصل  ف4 

)الف  1

1

2

1

5

1x x

x

x−−
++

++
−−

−−
:

( )( )

1

1

1

1 1

1
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x x
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− +
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2

1x +
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2 1
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−
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−
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−
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−
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−
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x x x
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x x
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2 2
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1 2 2 5
1

3 5 1
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)ب  1

1

1

13 x x−−
−−

−−
:
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1

1
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1
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23 3
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x x
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x x
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عبارت = + + −
−

= +
−

= +
−

x x
x

x x
x

x x
x

23 3 23 3 3 31 1
1 1

1
1

( )  

آورید. دست  به  را   x x++ −− −−2 4 عبارت حاصل   ، x x++ ++ −− ==2 4 3 گر ا ف5 

x x x x
x x

x x

x x

x x

x+ − − = + − − × + + −
+ + −

= + − −
+ + −

= + −
2 4 2 4

2 4

2 4

2 4

2 4

22 2

( )
( ) ( ) xx + = =4

3
6
3

2  

درسی کتاب     68 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � خواندنی�

5 4 32 2 2== ++ زیرا  می نامیم،  فیثاغورسی  سه تایی  یک  را   5 و   3  ،4 عدد  سه   

( , , )1213 5 بزنید. مثال  دیگر  سه تایی  یک 

کنید؟  شناسایی  می توانید  را  سه تایی ها  این گونه  از  تا  چند 

k باشد، تشکیل سه تایی فیثاغورسی  ) به شرط اینکه0< k, k, k)5 12 13 ) یا , , )3 4 5k k k تعداد زیادی. هر سه تایی به صورت

می دهند.
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( / ) /1 01 37 8365 == می دهد:  نشان  محاسبات  توان(  )جادوی   

( / ) /0 99 0 03365 ==  

0 است، به همین دلیل با افزایش  0 99 1< </ چرا اینقدر اختلاف وجود دارد؟ پایه های توان ها در محدوده متفاوتی قرار دارند.

می شود. بزرگ تر  توان  افزایش  با  که  است   1 01 1/ > و می شود  کوچک تر  توان 

کنید. مقایسه  و  محاسبه  را   ( / )0 99 و730 ( / )1 حال01730

( / ) /0 99 0 0007730 =  ( / ) /1 01 1427 6730 = می شود.  کوچک تر   ( / )0 99 n عدد مقدار   n افزایش  با 

خیام( )مثلث   

( )a b a b++ == ++1  

( )a b a ab b++ == ++ ++2 2 22  

( )a b a a b ab b++ == ++ ++ ++3 3 2 2 33 3  

) مثلث  )n +1 ، ضرایب آن از سطر n چه رابطه ای بین ضرایب در بسط اتحادها و سطرهای مثلث خیام وجود دارد؟ در هر بسط به توان

می آید: دست  به    »121, , « عددهای  یعنی  خیام  مثلث  سوم  سطر  از   ( )a b+ 2 بسط ضرایب  مثال  برای  می آید.  دست  به  خیام 

( )a b a ab b+ = + +2 2 22  

کنید. مشخص  را  بسط  ضرایب  و  حساب  را  دوجمله ای  چهارم  توان  می توانید 

( ) ( ) ( )a b a b a b++ == ++ ++4 3  

== ( )(a b)a3 2 2 33 3+ + +a b ab b ++  

== 1 4 6 4 14 3 2 2 3 4a a b a b ab b+ + + +  

می توان  جواب  به  سریع تر  رسیدن  برای  کرد.  محاسبه  را   ( )a b+ 4 می توان  ( )a b+ در  ( )a a b ab b3 2 2 33 3+ + + ضرب از 

یک  بعدی،  ضریب  هر  در  می کنیم.  شروع   a متغیر   4 توان  از  سپس  نوشته،  را  ضرایب  کرد.  استفاده  خیام  مثلث  پنجم  سطر  از 

به دست می آید.  ( )a b+ 4 نیز حاصل ترتیب  این  به  b اضافه می کنیم.  توان  به  و  کم   a توان  از  واحد 
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درس اول: معادلۀ درجه دوم و روش های مختلف حل آن

کتابدرسی   70 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � متن پرسش 
و  هستند   5 و   4  ،3 متوالی  عدد  سه  او،  مسئلۀ  مثلث  اضلاع  که  برد  پی  او  برد.  پی  جالبی  نکتۀ  به  هندسه  مسئلۀ  یک  حل  از  بعد  صبا 

5 4 3 25 16 9 25 252 2 2= + → = + → = ⇒ است. قائم الزاویه  مثلث  )چرا؟(.   است  قائم الزاویه  مثلث،  این 

کتابدرسی   71 صفحۀ   � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
بگیرید. نظر  در  رسید،  آن  به  قبل  بخش  در  درسا  که  را   x x2 2 3 0−− −− == دوم درجۀ  معادلۀ 

(x )(x )++ −− ==1 03 کنید.   پر  مناسب  عدد  با  را  خالی  جای  بالا،  معادلۀ  چپ  سمت  تجزیۀ  با  ف1 

ویژگیحاصلضربصفر:

یعنی: عبارتصفراست؛ ایندو از یکی آنگاهحداقل ، AB و0= باشند عبارتجبری دو B و A گر ا

AB A B= ⇒ = =0 0 0IÄ 

کنید.  پر  مناسب  عبارت های  با  را  خالی  جاهای  و  کنید  استفاده  بالا  ویژگی  از  ف2 

(x )(x )++ −− == ⇒⇒ ++ ==1 0 1 03 x یا  x−− == ⇒⇒ == −−3 0 1x یا   x == 3  
کنیم.  آزمایش  را  آنها  و  دهیم  قرار  معادله  در  را  به دست آمده  جواب  دو  هر  می توانیم  حاصل شده،  جواب های  صحت  از  اطمینان  برای 

کنید. آزمایش  را  دیگر  جواب  است؛  شده  آزمایش  جواب ها  از  یکی 

x == 3

x x2 2 3 0−− −− ==

( ) ( )3 2 3 32 − − ==
?

0

9 6 3− − ==
?

0

0== 0

x == −−1

x x2 2 3 0−− −− ==

( ) ( )−− −− −− −− ==1 2 1 3 02 ?

1 2 3 0++ −− ==
?

0 0==

خیر است؟  شده  بحث  آن  دربارۀ  قبلًا  که  باشند  قائم الزاویه ای  مثلث  اضلاع  طول  می توانند  معادله  این  جواب  دو  هر  آیا 

فقط  بنابراین  باشد.  مثلث  ضلع  طول  نمی تواند   x = پس1− باشند،  مثبت  اعداد  باید  مثلث  اضلاع  طول  زیرا  دهید.  توضیح 

باشند. متوالی  عدد  سه  آن  اضلاع  که  داریم  قائم الزاویه  مثلث  یک 

کتابدرسی   71 صفحۀ   � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
)الف  x x2 3 10−− == کنید.    آزمایش  را  خود  جواب های  و  کنید  حل  تجزیه  به روش  را  زیر  دوم  درجۀ  معادله های 

x x2 3 10 0− − = ⇒ (x )(x )− + = ⇒5 2 0
x x

x x

− = ⇒ =
+ = ⇒ = −





5 0 5

2 0 2
 

x = ⇒5 5 3 5 10 02 − − = ⇒( )
?

25 15 10 0− − = ⇒
?

0 0= آزمایش جواب ها:  

x = − ⇒2 ( ) ( )
?

− − − − = ⇒2 3 2 10 02 4 6 10 0+ − = ⇒
?

0 0=  
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)ب  3 02t t−− ==  

t( t )3 1 0− = ⇒
t

t t t

=

− = ⇒ = ⇒ =







0

3 1 0 3 1
1
3

 

آزمایش جواب ها:
t = ⇒0 3 0 0 02( ) ( )

?
− = ⇒ 0 0=   

t = ⇒1
3

3
1
3

1
3

02( )
?

− = ⇒ 3
1
9

1
3

0( )
?

− = ⇒ 1
3

1
3

0− = ⇒
?

0 0=   

کتابدرسی   72 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
بگیرید. نظر  در  را   x2 25== دوم درجه  معادلۀ 

آورید. به دست  تجزیه  به روش  را  معادله  این  جواب های  ف1 

 x x
x x

x x
2 225 25 0 5 5 0

5 0 5

5 0 5
= ⇒ − = ⇒ − + = ⇒

− = ⇒ =
+ = ⇒ = −





(x )(x )  

نیز  تجزیه  به روش  را  این معادله  آورید.  به دست  تجزیه  از  با جواب های حاصل  را  آنها  و  آورید  به دست  را  ریشه های دوم عدد 25  ف2 

5± است. جواب های حاصل  ریشه های دوم عدد 25 برابر کنید.  کنید و جواب های به دست آمده را با این جواب ها مقایسه  حل 

هستند. برابر  هم  با  عدد  دوم  ریشه های  و   ( )x2 25= تجزیه از 

به صورت را  آن  جواب های  می توان  همیشه  آیا  است،  حقیقی  عدد  یک   a آن در  که  باشد  دوم  درجه  معادلۀ  یک   x a2 == گر ا ف3 

باشد. مثبت  حقیقی  عدد  یک   a که  داد  انجام  را  کار  این  می توان  درصورتی  فقط  دهید.  توضیح  خیر  نوشت؟   x a== ±±

از: عبارتاند  x a2 = معادلۀدرجۀدوم ریشههای باشد، یامساویصفر( )بزرگتر نامنفی یکعددحقیقی a گر ا

x a= − و  x a=  

کتابدرسی   73 و   72 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال
جدا  را  آن  گوشه های  در  کوچک  مربع  چهار  سپس،  می زنیم.  برش  را  مربع  شکل  به  مقوایی  صفحۀ  یک  برش،  دستگاه  یک  با 

جعبه،  این  حجم  بخواهیم  و  باشند  سانتی متر   2 ضلع  به  جداشده  مربع های  گر  ا می سازیم.  جعبه  یک  لبه ها،  زدن  تا  با  بعد  می کنیم. 

آورید. به دست  شوند،  انتخاب  کار  این  برای  باید  که  را  کاغذهایی  اضلاع  طول  باشد،  مکعب  سانتی متر   200

که سمت راست رسم شده،  که در شکل سمت چپ رسم شده، چهار مربع به ضلع 2 سانتی متر جدا می کنیم تا جعبه ای  حل: از مقوایی 

Ï¼ö Æoø ÌIÿUnH×× ×× == ==( )( )( )x x x2 2 2 از:  به دست آید. حجم این جعبه عبارت است 

این  دوم  ریشه های  محاسبۀ  با  و   x2 بنابراین100==  .2 2002x == داریم: باشد،  باید  مکعب  سانتی متر   200 جعبه،  حجم  که  آنجا  از 

می آید. به دست   x == جواب های±10 معادله، 

است. سانتی متر   x ++ == ++ ==4 10 4 14 اولیه مربع  ضلع  طول  و  است  قبول  مورد   x ==10 تنها باشد،  منفی  نمی تواند  طول  چون  و 
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کتابدرسی   73 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
آورید. به دست  ریشه گیری  به روش  وجود  صورت  در  را  زیر  معادله های  از  یک  هر  جواب 

)الف  5 202x == ⇒ =  → = ±x x2 4 2
³»j ÁIÀï¾zÄn

 

)ب   t2 7 0++ == ⇒ = −t2 7  

7− برابر باشد. پس این معادله جواب ندارد. مربع یک عدد مانندt2، همواره نامنفی است و هرگز نمی تواند با یک عدد منفی مانند

) )پ )r −− ==2 162 ³»j ÁIÀï¾zÄn
 → − = ±r 2 4 ⇒

− = ⇒ = + ⇒ =
− = − ⇒ = − + ⇒ = −





r r r

r r r

2 4 4 2 6

2 4 4 2 2
 

کتابدرسی   73 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کامل  x را در نظر بگیرید. چه عددی باید به این دو جمله ای اضافه شود تا چند جمله ای حاصل به شکل مربع  x2 6++ ف1 دو جمله ای

کنید. پر  مناسب  اعداد  با  را  خالی  جاهای  شود؟  نوشته 

x x x2 26++ ++ == ++9 3( )

اعدادی که در جاهای خالی نوشته اید، چه ارتباطی با شکل روبه رو دارند؟ هر دو طرف تساوی، 

 ، (x )+3 2 کل شکل را محاسبه می کنند. عبارت سمت راست تساوی، یعنی مساحت 

x حساب می کند و عبارت  مساحت شکل را به عنوان یک مربع بزرگ به طول ضلع3+

، مجموع مساحت های 4 قسمت مشخص شده  x x2 6 9+ + سمت چپ تساوی، یعنی

کوچک به ضلع 3  که دیده می شود، عدد 9 مساحت مربع  روی شکل است. همان طور 

کامل تبدیل می شود.  کل شکل به یک مربع  کردن آن،  با اضافه  که  است 

شود  اضافه  باید  جمله ای  چه   x ax2 ++ دو جمله ای به  باشد،  حقیقی  عدد  یک   a گر ا ف2 

 a2

4
درآید؟ کامل  مربع  شکل  به  تا 

کنید. پر  مناسب  عبارت های  با  را  خالی  جاهای 

x ax x2 2++ ++ == ++
a
4

a
2

2

( )  

رااضافه  a
2

4
،جملۀ x ax2 + بایدبهدوجملهای کنیم، کاملحل بهروشمربع را گربخواهیممعادلۀدرجۀدوم ا

این در . ( )
a a
2 4

2
2

= یعنی میرسانیم، 2 توان به را آن سپس و  ( )
a
2

میکنیم نصف ابتدا را x ضریب یعنی کنیم.

کنیم. راحل معادله مربعدوجملهای، اتحاد کمک به صورتمیتوانیم



فکلاغفسپید شاهفکلیدفدروسفدهمف

70

 لصف4

کتابدرسی   73 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال
می کنیم. حل  کامل  مربع  به روش  را   x x2 6 4 0−− ++ == معادلۀ

x x2 6 4 0−− ++ == دوم  درجه  معادلۀ   

x x2 6 4−− == −− کرده ایم  اضافه  را   −−4 معادله، طرف  دو  به   

x x2 6 4−− ++ == −− ++9 9 شود  کامل  مربع  چپ  سمت  تا  کرده ایم  اضافه  را   9 معادله    طرف  دو  به   

( )x −− ==3 52 می نویسیم  کامل  مربع  شکل  به  را  چپ  سمت   

x −− == ±±3 5 می گیریم  دوم  ریشۀ  معادله،  طرف  دو  از   

x == ±±3 5 کرده ایم  اضافه  را   3 عدد  معادله  طرف  دو  به   

. 3 5−− و  3 5++ از عبارت اند  معادله  این  ریشه های  یا  جواب ها  بنابراین 

کتابدرسی   74 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید. حل  کامل  مربع  به  روش  را  زیر  معادله های 

x )الف x2 2 24++ ==
↓↓
a

 a a= ⇒ = =2
4

4
4

1
2

   

⇒ + = ⇒+ +x x2 2 241 1 (x )+ =1 252 ³»j ÁIÀï¾zÄn → + = ± ⇒
+ = ⇒ =
+ = − ⇒ = −





x 1 5
1 5 4

1 5 6

x x

x x
 

t )ب t2 3 3++ ==
↓↓
a

 a a= ⇒ =3
4

9
4

2

  

⇒ + + = + ⇒t t2 3 3
9
4

9
4

(t )+ =  → + = ± ⇒3
2

21
4

3
2

21
2

2 ³»j ÁIÀï¾zÄn
t

t t

t t

+ = ⇒ = −

+ = − ⇒ =
− −











3
2

21
2

21 3
2

3
2

21
2

21 3
2

 

)پ  n n2 4 5 0−− ++ == ⇒ − = −
↓

n n2 4 5

a

 a
a= − ⇒ =4
4

4
2

 

⇒ − = − ⇒+ +n n2 4 54 4 (n )− = −2 12

Âÿ¹¶Iº Âÿ¹¶
��� �  

این معادله جواب ندارد، زیرا یک عبارت نامنفی نمی تواند برابر با یک عدد منفی شود.

)ت  2 2 02r r++ −− == ÷ → + − = ⇒ + = = ⇒ =

↓
2 2 2

21
2

1 0
1
2

1
1
2 4

1
16

r r r r a
a

a

 

⇒ + + = + ⇒r r2 1
2

1
1
16

1
16

(r )+ =1
4

17
16

2 ³»j ÁIÀï¾zÄn
 → + = ±r

1
4

17
4

 

⇒
+ = ⇒ = −

+ = − ⇒ = − −










r r

r r

1
4

17
4

17 1
4

1
4

17
4

17 1
4
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کتابدرسی    74 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
معادلۀ  حل  برای  کلی  فرمول  یک  می خواهیم  کنون  ا گرفته اید.  فرا  دوم  درجۀ  معادله های  حل  برای  روش هایی  قبل،  بخش های  در 

کنیم. پیدا  است،   a ≠≠ آن0 در  که   ax bx c2 0++ ++ == دوم درجۀ 

کرد؟ حل  را  دوم  درجه  معادلۀ  هر  می توان  کامل  مربع  روش  با  آیا  دانش آموز: 

ax bx c2 0++ ++ == می دهیم:   انجام  را  زیر  مراحل  روش  این  با   ax bx c2 0++ ++ == معادلۀ حل  برای  بله.  معلم: 

x
b

a
x

c

a
2 0++ ++ == می کنیم  تقسیم   a بر را  معادله  طرف  دو 

x
b

a
x

c

a
2 ++ == −− کرده ایم  اضافه  را   −ca معادله،  طرف  دو  به 

x
b

a
x

c

a
2 ++ ++ == −− ++

b
4a

b
4a

2

2

2

2 شود  کامل  مربع  چپ،  سمت  تا  کرده ایم  اضافه  را   b

a

2

24
معادله،  طرف  دو  به 

( )x
b

a

b ac

a
++ ==

−−
2

4

4
2

2

2
کرده ایم  ساده  را  طرف  دو 

کتابدرسی   75 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید. پر  مناسب  عبارت های  با  را  خالی  جاهای  بالا،  فعالیت  به  توجّه  با  ف1 

کنید. حل  کلی  فرمول  با  را  زیر  معادله های  ف2 
)الف  x x2 1 0−− ++ ==  

a =1,  b = −1 ,  c =1  ⇒ = − = − = −∆ b ac2 4 1 4 3 ∆< →0 ندارد. ریشۀ حقیقی    معادله 

)ب  −− ++ ++ ==2 3 02x x  

a = −2 ,  b =1 ,  c = ⇒3 ∆ = − = − − = + =b ac2 4 1 4 2 3 1 24 25( )( ) ∆> →0 ریشۀ حقیقی دارد. معادله دو   

 x b
a

x x

x x

= − ± = − ±
−

⇒
= − +

−
=

−
= − ⇒ = −

= − −
−

= −
−

= ⇒

∆
2

1 25
4

1 5
4

4
4

1 1

1 5
4

6
4

3
2

1 1

2 22
3
2

=










 

)پ  −− ++ −− ==x x2 4 4 0  

 a b c= − = = − ⇒1 4 4, , ∆ ∆= − = − − − = − =  →=b ac2 2 04 4 4 1 4 16 16 0( ) ( )( ) معادله یک ریشۀ مضاعف دارد. 

x
b
a

x= − = −
−

= = ⇒ =
2

4
2 1

4
2

2 2
( )  
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کتابدرسی   77 و   76 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین
1(  x x2 11 10−− == −− کنید.   حل  تجزیه  کمک  به  را  زیر  معادله های  ف1 

x x2 11 10 0− + = ⇒ (x )(x )− − = ⇒1 10 0
x x

x x

− = ⇒ =
− = ⇒ =





1 0 1

10 0 10
 

2(  5 202t ==  

5 20 02t − = ⇒ 5 4 02(t )− = ⇒ 5 2 2 0
2 0 2

2 0 2
(t )(t )− + = ⇒

− = ⇒ =
+ = ⇒ = −





t t

t t
 

3(  5 7 2 32a a a a−− == −−( )  

5 7 2 62 2a a a a− = − ⇒ 5 2 7 6 02 2a a a a− − + = ⇒ 3 02a a− = ⇒ a
a

a a a
( a )3 1 0

0

3 1 0 3 1
1
3

− = ⇒
=

− = ⇒ = ⇒ =






 

4(  4 12 8 02k k−− ++ ==  

4 3 2 0 4 1 2 0
1 0 1

2 0 2
2( ) ( )( )k k k k

k k

k k
− + = ⇒ − − = ⇒

− = ⇒ =
− = ⇒ =





 

کنید.  حل  گرفتن  دوم  ریشۀ  با  را  زیر  معادله های  از  یک  هر  ف2 
1(  n2 2 26−− ==  

n2 26 2= + ⇒ n n
n

n

2 28 28 4 7 2 7
2 7

2 7
=  → = ± = ± × = ± ⇒

=

= −







³»j ÁIÀï¾zÄn
 

2( x2 12 3++ ==  

 x x2 23 12 9= − ⇒ = − ⇒
Âÿ¹¶Iº Âÿ¹¶
 

ندارد. ریشۀ حقیقی  معادله   

3(  ( )3 2 42t −− ==
³»j ÁIÀ ï¾zÄn

 → − = ±3 2 2t ⇒
− = ⇒ = + = ⇒ =

− = − ⇒ = ⇒ =







3 2 2 3 2 2 4
4
3

3 2 2 3 0 0

t t t

t t t
 

 

4(  3 3 3 2 1−− == −−k k k( )  ⇒ − = − ⇒3 3 6 32k k k − − + = − ⇒3 6 3 32k k k − = −6 32k  

⇒ = −
−

=  → = ± ⇒
= =

= − = −










k k
k

k

2 3
6

1
2

1
2

1
2

2
2

1
2

2
2

³»j ÁIÀ ï¾zÄn  

کنید.  حل  کامل  مربع  به روش  را  زیر  معادله های  ف3 
1(  x x2 6 7−− ==

↓
a

 a
a= − ⇒ =6
4

9
2

  

⇒ − = ⇒ − =  → − = ±+ +x x x2 26 7 3 16 3 49 9 (x )
³»j ÁIÀï¾zÄn  

⇒
− = ⇒ = + ⇒ =
− = − ⇒ = − + ⇒ = −





x x x

x x x

3 4 4 3 7

3 4 4 3 1  
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2(  s s2 3 3 0−− ++ == ⇒ − = − = − ⇒ =
↓

s s a
a2
2

3 3 3
4

9
4

a

 

⇒ − = − ⇒+ +s s2 3 3
9
4

9
4

(s )− = − ⇒3
2

3
4

2

Âÿ¹¶Iº Âÿ¹¶��� �
ندارد. ریشۀ حقیقی  این معادله   

3(  r r2 4 4 0++ ++ == ⇒ +
↓

= − = ⇒ =r r a
a2
2

4 4 4
4

4

a

 

⇒ + = − ⇒ + =  → + = ⇒ = −+ +r r r r r2 24 4 2 0 2 0 24 4 ( )
³»j ÁIÀï¾zÄn  

و آن هم خودِ صفر است. ریشۀ دوم دارد  که صفر، فقط یک  باشید  توجه داشته 

4(  2 5 3 02a a++ −− == ÷ → +

↓

= = ⇒ =2 2
25

2
3
2

5
2 4

25
16

a a a
a

a

 

⇒ + =+ + ⇒ + =  → + = ±a a a a2 25
2

3
2

25
16

25
16

5
4

49
16

5
4

7
4

( )
³»j ÁIÀï¾zÄn  

⇒
+ = ⇒ = − = ⇒ =

+ = − ⇒ = − − = − ⇒ = −










a a a

a a a

5
4

7
4

7
4

5
4

2
4

1
2

5
4

7
4

7
4

5
4

12
4

3

 

کنید. حل  کلی  فرمول  روش  با  را  زیر  معادله های  از  یک  هر  ف4 

1( 4 13 3 02x x−− ++ ==  

a b c b ac= = − = ⇒ = − = − − = − =4 13 3 4 13 4 4 3 169 48 1212 2, , ( ) ( )( )∆ ∆> →0 معادله دو ریشۀ حقیقی دارد. 

 x b
a

= − ± ∆ = − − ± = ± ⇒
2

13 121
2 4

13 11
8

( )
( )

x x

x x

1 1

2 2

13 11
8

24
8

3 3

13 11
8

2
8

1
4

1
4

= + = = ⇒ =

= − = = ⇒ =










 

2( r r−− ==2 3 ⇒ − + − =r r2 3 0  

a b c b ac= − = = − ⇒ = − = − − − = − = −1 1 3 4 1 4 1 3 1 12 112 2, , ( ) ( )( )∆ ∆< →0 ندارد. ریشۀ حقیقی    معادله 

3( a a2 2 3 9++ == ⇒ + − =a a2 2 3 9 0  

a b b ac= = = − ⇒ = − = − − = + =1 2 3 9 4 2 3 41 9 12 36 482 2, ,c , ( ) ( )( )∆ ∆> →0 معادله دو  ریشۀ حقیقی دارد.

a
b

a

a a

a

= − ± ∆ = − ± = − ± ⇒
= − + = = ⇒ =

= − −2
2 3 48

21
2 3 4 3

2

2 3 4 3
2

2 3
2

3 3

2 3 4 3

1 1

2

( )

22
6 3
2

3 3 3 32= − = − ⇒ = −








 a
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4(  t t2

3 2

3

2
0−− −− == × → − − = × ⇒ − − =6

2
26

3
6
2

6
3
2

6 0 2 3 9 0( ) ( ) ( ) t
t t

t  

a b c b ac= = − = − ⇒ = − = − − − = + =2 3 9 4 3 4 2 9 9 72 812 2, , ( ) ( )( )∆ ∆> →0 ریشۀ حقیقی دارد. معادله دو   

t
b

a

t t

t

= − ± = − − ± = ± ⇒
= + = = ⇒ =

= − = − = −
∆

2
3 81
2 2

3 9
4

3 9
4

12
4

3 3

3 9
4

6
4

1 1

2

( )
( ) 33

2
3
22⇒ = −








 t

  

کنید. حل  دلخواه  به روش  را  زیر  معادله های  از  یک  هر  ف5 

1(  2 2502x == ریشه گیری:  به  روش  حل 

 x x x x x2 2
1 2

250
2

125 125 5 5 5 5 5 5= ⇒ =  → = ± = ± ⇒ = = −
³»j ÁIÀ ï¾zÄn

,  

2(  9 6 02−− ++ ==z z کامل:   مربع  به  روش  حل 

z z z z z2 26 9 0 3 0 3 0 3− + = ⇒ − =  → − = ⇒ =( )
³»j ÁIÀ ï¾zÄn

 

3(  4 3 12a a++ == ⇒ + − =4 3 1 02a a کلی:  فرمول  به  روش  حل 

a b c b ac= = = − ⇒ = − = − − = + =  →∆>4 3 1 4 3 4 4 1 9 16 252 2 0, , ( ) ( )( )∆ ریش ۀ حقیقی دارد. معادله دو   

 a b
a

a a

a

= − ± = − ± = − ± ⇒
= − + = = ⇒ =

= − − = − =

∆
2

3 25
2 4

3 5
8

3 5
8

2
8

1
4

1
4

3 5
8

8
8

1 1

2
( )

−− ⇒ = −










1 12a

 

4(  b b2 2 4 0++ −− == کلی:  فرمول  به  روش  حل 

a b c b ac= = = − ⇒ = − = − − = + =  →∆>1 2 4 4 2 41 4 2 16 182 2 0, , ( ) ( )( )∆  معادله دو ریشۀ حقیقی دارد.

 b b
a

b b

b

= − ± = − ± = − ± ⇒
= − + = = ⇒ =

= − − = −

∆
2

2 18
21

2 3 2
2

2 3 2
2

2 2
2

2 2

2 3 2
2

4

1 1

2

( ) 22
2

2 2 2 22= − ⇒ = −








 b

 

کنید. پیدا  را  عدد  دو  این  است.  متوالی290  فرد  عدد  دو  مربعات  مجموع  ف6 

x خواهد بود، زیرا فاصلۀ هر دو عدد فرد متوالی، برابر 2 است. بنابراین: گر عدد فرد اول را x در نظر بگیریم، عدد فرد بعدی2+ ا

 x x x x x x x x2 2 2 2 2 2 22 290 4 4 290 2 4 4 290 2 2 145+ + = ⇒ + + + = ⇒ + + =  → + + =÷(x )   

⇒ + + − =x x2 2 2 145 0  

 ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒
+ = ⇒ = − ⇒ + = −
− = ⇒ =

x x
x x x

x x
2 2 143 0 13 11 0

13 0 13 2 11

11 0 1
(x )(x )

11 2 13⇒ + =


 x

 

.{ , }− −13 11 } و , }11 13 پس مسئله دو دسته جواب دارد:
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این  ابعاد  باشد،  مربع  سانتی متر   45 مستطیل  این  مساحت  گر  ا است.  آن  عرض  برابر   4 از  بیشتر  سانتی متر   3 مستطیل  یک  طول  ف7 

کنید. مشخص  را  مستطیل 

Æoø = a طول و = +4 3a  

 SeIv¶ = + = ⇒ + = ⇒ + − =a a a a a a( )4 3 45 4 3 45 4 3 45 02 2  

 a b c b ac= = = − ⇒ = − = − −4 3 45 4 3 4 4 452 2, , ( ) ( )( )∆  

⇒ = + =  →>∆ ∆9 720 729 0 ریشۀ حقیقی دارد.  معادله دو   

a
b

a

a a cm

= − ± = − ± = − ± ⇒

= − + = = ⇒ = =

⇒ =∆
2

3 729
2 4

3 27
8

3 27
8

24
8

3 31 1

( )

Æoø

Ï¼ö 44 3 4 3 3 15

3 27
8

30
8

15
4

1

2

a cm

a

+ = + =

= − − = − = −

⇒

( )

.SvÃº Ï¼L¤ ®MI¤ uQ ,kk{IM Âÿ¹¶ kºH¼UïÂµº Í±ò â½pHkºH
















 

است؟ چقدر  کدام  هر  سن  شود،  آنها60  سن  حاصل ضرب  دیگر  سال  چهار  گر  ا است.  سال   4 یکدیگر  با  برادر  دو  سنی  اختلاف  ف8 

 
oU¦a¼¨ njHoM ¸w

oU©nqM njHoM ¸w

oU¦a¼¨ njÏIw pH uQ=

= +






 →

x

x 4

4 HHoM ¸w

oU©nqM njHoM ¸w

= +

= + + = +







x

x x

4

4 4 8
 

 ⇒ + + = ⇒ + + =(x )(x ) x4 8 60 12 32 602 x ⇒ + + − = ⇒ + − =x x x x2 212 32 60 0 12 28 0  

  → + − =¾Äq\U x»n ¾M ®e
(x )(x )14 2 0⇒

+ = ⇒ = −x x14 0 14 .SvÃº Ï¼L¤ ®MI¤ JH¼] ¸ÄH uQ ,k{IM Âÿ¹¶ kºH¼UïïÂµº  ¸w
oU¦a¼¨ njHoM ¸w oU ©nqM njHoM ¸wx x x− = ⇒ = = + =



 ⇒ +2 0 2 4 2 4 6

 

15 سانتی متر درون یک قاب با مساحت300 سانتی متر مربع، قرار دارد.  ف9 یک عکس به اندازۀ10 در

کنید. پیدا  را  عکس  قاب  این  ابعاد  باشد،  برابر  قاب  تا  عکس  لبه های  همۀ  فاصلۀ  گر  ا

 u§ø JI¤ SeIv¶
Æoø Ï¼ö

= + + = ⇒ + + =( x )( x ) x2 10 2 15 300 4 50 150 3002
� ��� x  

 ⇒ + − =  → + − =÷4 50 150 0 2 25 75 02 2 2x x x x
 

a b c b ac= = = − ⇒ = − = − − = + =2 25 75 4 25 4 2 75 625 600 12252 2, , ( ) ( )( )∆  

 x b
a

x x

= − ± = − ± = − ± ⇒

= − + = = = ⇒ =

∆
2

25 1225
2 2

25 35
4

25 35
4

10
4

5
2

2 5 2 51 1

( )

/ /

xx2
25 35
4

60
4

15= − − = − = −

⇒ .SvÃº  Ï¼L¤  ®MI¤ uQ ,k{IM Âÿ¹¶ kºH¼UïÂµµº x














 

 ⇒
= + = + = + =

= + = + =

Ï¼ö oT¶ïÂTºIw

Æoø

2 15 2 2 5 15 5 15 20

2 10 2 2 5 10 5

x

x

( / )

( / ) ++ =






⇒

10 15oT¶ïÂTºIw
بنابراین ابعاد این قاب عکس 20 در 15 سانتی متر است.  
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باشد،  داده  انجام  بازی  یک  تنها  تیمگان،  تیم های  دیگر  با  تیم  هر  گر  ا است.  شده  انجام  بازی   45 والیبال،  )لیگ(  تیمگان  یک  در  ف10 

تعداد  پس  می کند،  بازی  تیم   n با1− تیم  هر  چون  باشد،   n برابر تیم ها  تعداد  گر  ا آورید.  به دست  را  تیمگان  این  تیم های  تعداد 

 2 بر  را  بازی ها  تعداد  باید  بنابراین  است،  A تیم با  B تیم بازی  همان  B تیم با  A تیم بازی  چون  و  است   n(n )−1 بازی ها

می شود.   n(n )−1
2

برابر حاصل  و  کنیم  تقسیم 
 n n n n n
(n )

(n ) n
− = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − − =1
2

45 1 90 90 90 02 2  

 ¾Äq\U x»n¾M ®e IÀï´ÃU jHk÷U
 → − + = ⇒

− = ⇒ =

+
(n )(n )10 9 0

10 0 10n n

n 99 0 9= ⇒ = − ⇒n .SvÃº Ï¼L¤ ®MI¤ uQ ,k{IM Âÿ¹¶ kºH¼UïÂµº IÀï´ÃU jHHk÷U





 

آورید. به دست  بازی ها  تعداد  برای  الگویی  باشد،   n تیم ها تعداد  و   N تیمگان بازی های  تعداد  گر  ا

کنند بازی  با  هم  بار  یک  فقط  تیم ها  هم ۀ  گر  :ا N n n= −( )1
2

 

کنند بازی  با  هم  بار  تیم ها دو  یعنی  باشند،  به صورت رفت و برگشت  بازی ها  گر  :ا N n n= −( )1  

 P s s== −− ++0 006 0 02 1202/ / ) اندازه گیری می شود، با رابطۀ )mmHg ف11  فشار خون نرمال یک شخص مذکر، که بر حسب میلی متر جیوه

125 میلی متر جیوه  که فشار خون آن کنید  s است. سن شخصی را پیدا  P فشار خون نرمال یک فرد با سن که در آن، محاسبه می شود 

کنید.( باشد. )از ماشین حساب استفاده 

 0 006 0 02 120 125 0 006 0 02 5 0 6 20 502 2 1000 2/ / / /s s s s s s− + = ⇒ − − =  → − −× 000 0=  

 a b c b ac= = − = − ⇒ = − = − − −6 20 5000 4 20 4 6 50002 2, , ( ) ( )( )∆  

 = + =  →>400 120000 120400 0∆ ریشۀ حقیقی دارد. معادله دو   

s
b

a

s

= − ± = − − ± ± ⇒

+ =
∆

2
20 120400

2 6
20 347

12

20 347
12

367
12

30 51

( )
( )

/



  }}h{ ¸w

SvÃº Ï¼L¤ ®MI¤ uQ ,k{IM Âÿ¹¶ kºH

s2
20 347

12
327
12



− = −

⇒ . ¼¼UïÂµº ¸w 













 

درس دوم: سهمی

کتابدرسی   78 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
بگیرید. نظر  در  را   y x== −−2 4 معادلۀ

کنید. کامل  را  جدول  این  است.  آمده  می کنند،  صدق  معادله  این  در  که  نقطه  چند  زیر،  جدول  در  الف( 

( , )x yy x== −−2 4x

( , )−−2 0y == −− −− == −− ==( )2 4 4 4 02−−2

( , )− −1 3y = − − = − = −( )1 4 1 4 32−−1

( , )0 4−−y == −− == −− == −−( )0 4 0 4 420

( , )1 3−y = − = − = −1 4 1 4 321

( , )2 0y = − = − =2 4 4 4 022
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روبهرو(. )شکلهای میکنیم یکدیگروصل به را آنها و کرده دریکدستگاهمختصاتمشخص را  بالا درجدول بهدستآمده نقاط

تقارن  محور  بله،  کنید؟ رامشخص نمودار این تقارن آیامیتوانیدمحور  ( , )0 4− نقطهایاست؟ نمودارچه این نقطۀ پایینترین ب(

است.  ( )x =0 yها محور  نمودار،  این 
بله،  کنیم؟ رسم را نمودار این میتوانیم نیز کمتری نقاط با آیا نقطه  5 کردهایم؟  استفاده نقطه چند از نمودار، این رسم برای پ(

کنیم. کنیم، ولی هر چه تعداد نقاط بیشتر باشد، می توانیم نمودار دقیق تری را رسم  با 3 نقطه هم می توانیم این نمودار را رسم 
است؟ نقاطی درچه ها x بامحور رسمشده منحنی برخورد ت(محل

. ( , )−20 ) و , )20 نقاط کرده است.یعنی در  را قطع  ها  x 2− محور به طول 2 و نقطه  منحنی رسم شده، در دو 

کتابدرسی   79 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
است.  y x x== −− ++2 4 بهصورت5 معادلۀیکسهمی

y x x y x== −− ++ ⇒⇒ == −− ++2 24 5 2( ) 1 بنویسید. کامل مربع بهشکل را معادله این راست الف(سمت

کنید. ب(ریشۀعبارتداخلپرانتزرابهدستآوریدوآنرادرردیفوسطجدولزیرقراردهید.جاهایخالیراباعبارتهایمناسبپر

 x −− == ⇒⇒2 0 x = 2 
( , )x yy x x== −− ++2 4 5x

 ( , )0 5 y = − + =0 40 5 52 ( )0

 ( , )1 2 y = − + = − + =1 41 5 1 4 5 22 ( )1

 ( , )2 1 y = − + = − + =2 4 2 5 4 8 5 12 ( )2

 ( , )3 2 y = − + = − + =3 4 3 5 9 12 5 22 ( )3

 ( , )4 5 y = − + = − + =4 4 4 5 16 16 5 52 ( )4

کنیدتااینسهمیرسمشود. پ(پنجنقطۀحاصلشدهدرجدولبالارابهیکدیگروصل
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آورید؟  به دست   y x== −− ++( )2 12 شکل به  آن  معادلۀ  از  را  سهمی  این  نقطۀ  پایین ترین  می توانید  آیا  ت( 

است  کافی  نقطه،  این  آوردن طول  به دست  برای  و  نقطۀ سهمی است  پایین ترین  رأس سهمی است(  )که   ( , )2 1 نقطۀ بله، 

y = − + ⇒

− = ⇒ =

(x ) ( , )

x x

2 1 2 1

2 0 2

2


táHn  :دهیم قرار  صفر  برابر  را  پرانتز  داخل  عبارت 

معادلۀ به تقارنی خط و  ( , )h k مختصات به رأسی است،  a که0≠  y a x h k= − +( )2 بهصورت سهمی هر

دارد.  x h=

کتابدرسی   80 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید.  رسم  را  آن  سپس  و  مشخص  را  رأس  زیر،  سهمی های  از  یک  هر  در  ف1 

y x== ++ −−( )1 22 الف( 
x x y+ = ⇒ = − = − ⇒ − −1 0 1 2 1 2, ( , )táHn  

0−1−2x

−1−2−1y

با رأس درسمتچپ نقطه یک و راست درسمت نقطه یک رأس، مختصات محاسبۀ از پس رسمسهمی، برای

کنیم. رارسم بتوانیمسهمی تا بهدستمیآوریم نیز را آن از یکسان فاصلههای

y x== −− ++2 12 ب( 
y x x= − + = − − + ⇒2 1 2 0 1 0 12 2( ) ( , )tãHn  

x −1 0 1

y −1 1 −1

کتابدرسی   80 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
بگیرید. نظر  در  را   y ax bx c== ++ ++2 به صورت سهمی  معادلۀ 

y a x
b

a

ac b

a
== ++ ++

−−
( )

2

4

4
2

2

دهید:  نشان  و  بنویسید  کامل  مربع  شکل  به  را  معادله  این  راست  سمت  الف( 

= سمت راست + + = + + ⇒ =  →  →ax bx c a
b
a

c
a

b
a

b
a

b

a
2 2 2

2

22 4
(x x ) xKÄoò þ~º ·H¼U ¾M  

کم می کنیم: و  پرانتز، اضافه  را در داخل   b
a

2

24
این مرحله، عبارت پس در 

= سمت راست + + − +a
b
a

b

a

b

a

c
a

(x x )2
2

2

2

24 4
jIdUH

� ��� ���
= + − + = + − +a

b
a

b

a

c
a

a
b
a

b
a

ac
a

((x ) ) (x )
2 4 2 4

4
4

2
2

2
2

2

 

⇒ = + + −
y a

b
a

ac b
a

(x )
2

4
4

2
2
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است.   x b

a
== −−

2
نیز آن  تقارن  خط  و   ( , )−−

−−b

a

ac b

a2

4

4

2

نقطۀ سهمی،  این  رأس  که  دهید  نشان  قبل،  قسمت  از  استفاده  با  ب( 

y را به دست آوریم: a x
b
a

ac b
a

= + + −
( )

2
4

4
2

2

برای به دست آوردن طول رأس سهمی، باید ریشۀ عبارت داخل پرانتز در عبارت

 x b
a

x
b
a

+ = ⇒ = − ⇒
2

0
2

تقارن و طول رأس سهمی خط   

y a x
b
a

ac b
a

x
b
a= + + −  →

= −

( )
2

4
4

2
2

2  y a
b
a

b
a

ac b
a

y
ac b

a
= − + + − ⇒ = − ⇒( )

2 2
4

4
4

4
0

2
2 2

��� ��
عرض رأس سهمی  

) است. , )− −b
a

ac b
a2

4
4

2

به صورت بنابراین مختصات رأس سهمی 

کتابدرسی   81 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت

است.  y x== ++2 12 و  y x
== ++

2

2
1 به صورت سهمی  دو  معادلۀ 

الف( مختصات رأس و دو نقطه دیگر از این دو سهمی را در جدول 

مقابل  شکل  در  را  سهمی  دو  هر  نمودار  سپس  و  کنید  مشخص  زیر 

نقطۀ سهمی  دو  هر  رأس  مختصات  که  دهید  نشان  و  کنید  رسم 

است.   A( , )0 1

y x y x x= + ⇒ = − + ⇒ =2 1 2 0 1 02 2( ) Âµ¿w táHn Ï¼ö

 

y
x

y x x= + ⇒ = − + ⇒ =
2

2

2
1

1
2

0 1 0( ) Âµ¿w táHn Ï¼ö

( , )x yy
x

== ++
2

2
1x( , )x yy x== ++2 12x

 ( , )−1 3
2

 y = − + =( )1
2

1
3
2

2
 −1( , )−1 3 y = − + =2 1 1 32( )−1

 ( , )0 1 y = + =0
2

1 1
2

0( , )0 1 y = + =20 1 12( )0

 ( , )1
3
2

  y = + =1
2

1
3
2

2
1( , )1 3 y = + =21 1 32( )1

)A است. , )0 1 نقطۀ نمودارهای رسم شده دیده می شود، مختصات رأس هر دو سهمی،  از  که  همان طور 

کنید. رسم  بالا  دستگاه  در  را  آن  و  بنویسید  است،  آن  رأس   A نقطۀ که  را  دیگری  سهمی  معادلۀ  ب( 

y x y
x= − + ⇒ = + ⇒1

4
0 1

4
1 0 12

2

( ) ( , )táHn  x -1 0 1

y
5
4

1
5
4



فکلاغفسپید شاهفکلیدفدروسفدهمف

80

 لصف4

کتابدرسی   82 و   81 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین
کنید.  رسم  را  زیر  سهمی های  از  یک  هر  نمودار  ف1 

)ب  y x== −−3 22

⇒ = − − ⇒ = ⇒ −y x3 0 2 0 0 22(x ) ( , )táHn

x −1 0 1

y 1 −2 1

)الف  y x== −− ++ −−( )1 32

⇒ + = ⇒ = − ⇒ − −x x ( , )1 0 1 1 3táHn

x 0 −1 −2

y −4 −3 −4

)پ  y x x== −− 2 ⇒ = − +y x x2  

⇒ = − = = ⇒ = − = −
−

= = − = − −
a b c x

b
a

y
ac b

a
1 1 0

2
1

2 1
1
2

4
4

4 1 0 1
4

2 2

, ,
( )

,
( )( ) ( )

(−−
=

1
1
4)

⇒ táHn ( , )
1
2
1
4  

x 0 1
2

1

y 0 1
4

0

)ت  y x
x== ++ −−

2

2
4  

⇒ = = = − ⇒ = − = − = − = − =
− −

a b c x
b
a

y
ac b

a
1
2

1 4
2

1

2
1
2

1
4

4

4
1
2

4 12
2

, ,
( )

,
( )( ) ( )

44
1
2

9
2

1
9
2( )

( , )= − ⇒ − −táHn  

  

x -2 -1 0

y -4 −9
2

-4
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اینکه عرض دو نقطه  با توجه به  را به دست آورید.  از یک سهمی باشند، خط تقارن این سهمی  ) دو نقطه  , )0 5 ) و , )−−2 5 گر ف2 ا

 x x= − + = − ⇒ = −2 0
2

1 خط تقارن سهمی1 آوریم:  به دست  را  طول ها  میانگین  است  کافی  پس  هستند،  برابر  هم  با 

کرده است.  2 قطع  ها را در نقاط به طول1−− و x ها را در نقطه ای به عرض 2 و محور y ، محور y ax bx c== ++ ++2 ف3 نمودار سهمی

پس  می کند،  قطع   2 عرض  به  نقطه ای  در  را  yها  محور  سهمی،  نمودار  چون  کنید.  رسم  را  آن  و  بنویسید  را  سهمی  این  معادلۀ 

پس  می کند،  قطع   2 و  به  طول1−  نقاط  در  نیز  را  x ها  محور  سهمی،  نمودار  طرفی  از  دارد.  قرار  سهمی  روی   A( , )0 2 نقطۀ

بنابراین: دارند.  قرار  سهمی  روی   C( , )2 0 و  B( , )−1 0 نقاط

 A bx c a b( , ) , y ax ( ) ( ) c c c0 2 2 0 0 2 0 0 22 2= + + ⇒ = + + ⇒ = + + ⇒ =  

 B y ax bx b a b( , ) , a( ) ( ) a b ( )− = + + ⇒ = − + − + ⇒ = − + ⇒ − + =1 0 2 0 1 1 2 0 2 2 12 2  

 C y ax bx b b a b( , ) , a( ) ( ) a ( )2 0 2 0 2 2 2 0 4 2 2 4 2 2 22 2= + + ⇒ = + + ⇒ = + + ⇒ − − =  

 
( ) , ( )1 2 2 2

4 2 2

2 2 4

4 2 2

6 6

 →
− + =
− − =





⇒
− + =

− − =







− = ⇒

× a b

a b

a b

a b

a aa a b b b= − ⇒ − + = ⇒ + = ⇒ =1 2 1 2 1

  

 y ax bx c y x x= + + ⇒ = − + +2 2 2 بود:  این صورت خواهد  به  بنابراین معادلۀ سهمی 

 x b
a

y
ac b

a
= − = −

−
= −

−
= = − = − −

−
= −

−
=

2
1

2 1
1
2

1
2

4
4

4 1 2 1
4 1

9
4

2 2

( )
,

( )( ) ( )
( )

99
4

1
2
9
4

⇒ táHn ( , )  

x 0 1
2

1

y 2 9
4

2

 

A، زاویۀ کرده اند. پرتابگر αα است، پرتاب  ββ<< که  ββ αα و ف4  دو پرتابگر وزنه در یک مسابقۀ ورزشی، وزنه های خود را با زاویه های متفاوت

ββ را انتخاب می کند و مسیر طی شده  B نیز زاویۀ y به دست می آید. پرتابگر
x

x== −− ++ ++
2

2

3

2
2 αα را انتخاب می کند و مسیر طی شده از رابطۀ

x مسافت افقی طی شده، بر حسب متر است.  y ارتفاع وزنه از سطح زمین و y به دست می آید. در هر دو معادله، x x== −− ++ ++2 3 22 از رابطۀ

کنید. رسم  را  وزنه ها  از  کدام  هر  حرکت  مسیر  الف( 
A y

x
x a b cá¾ºp» : , ,= − + + ⇒ = − = =

2

2
3
2

2
1
2

3
2

2  

⇒ = − = − −x
b
a2

3
2

2
1
2

( )
= = − =

− −

−
=

− −

−
=3

2
4

4

4
1
2

2
3
2

4
1
2

4
9
4

2
3
1
8

2
2

,
( )( ) ( )

( )
y

ac b
a

⇒ táHn ( , )
3
2
3
1
8
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x 1 3
2

2

y 3 3
1
8

3

B y x x a b cá¾ºp» : , ,= − + + ⇒ = − = =2 3 2 2 3 22  

⇒ = − = −
−

= = − = − −
−

= − −
−

=x
b
a

y
ac b

a2
3

2 2
3
4

4
4

4 2 2 3
4 2

16 9
8

3
2 2

( )
, ( )( ) ( )

( )
11
8

⇒ táHn ( , )
3
4
3
1
8

 

است؟ کرده  طی  را  بیشتری  افقی  مسافت  وزنه ها  از  کدام یک  است؟  نقاطی  چه  در  xها  محور یا  زمین  با  وزنه ها  برخورد  محل  ب( 

 A y
x

x x xá¾ºp» : (x )(x )( )= ⇒ − + + =  → − − = ⇒ − + =× −0
2

3
2

2 0 3 4 0 4 1 0
2

2 2  

 ⇒ − = → =
+ = → = −





⇒ −
x x

x x
x A

4 0 4

1 0 1
4 0 1IÀ n¼d¶IM á¾ºp»jn¼ioM ®d¶ »: ( , ) ( ,, ) ( )0 4 1 5⇒ = − − =½k{Âö SÎIv¶Â£ÎH  

 B y x x a b cá¾ºp» : , ,= ⇒ − + + = ⇒ = − = =0 2 3 2 0 2 3 22  

⇒ = − − = + =  →∆>∆ ( ) ( )( )3 4 2 2 9 16 252 0 ریش ۀ حقیقی دارد. معادله دو   

 x b
a

x x

x

= − ± = − ±
−

= − ±
−

⇒

= − +
−

=
−

= − ⇒ = −

= − −

∆
2

3 25
2 2

3 5
4

3 5
4

2
4

1
2

1
2

3 5

1 1

2

( )

−−
= −

−
= ⇒ =

⇒ −








4
8
4

2 2

1
2

0 2 0

2x

x BIÀ n¼d¶IM jn¼ioM ®d¶ »á¾ºp» : ( , ) ( , )








 

 ⇒ = − − = =½k{ Âö Â£ÎH SÎIv¶ 2
1
2

5
2

2 5( ) / کرده است.  را طی  بیشتری  افقی  A مسافت  وزنۀ  بنابراین 

کنید.  مشخص  را  آنها  اندازۀ  است؟  کرده  پیدا  زمین  سطح  از  بیشتری  ارتفاع  وزنه ها  از  کدام یک  پ( 

هر  نتیجه  در  است،   31
8

برابر نیز  زمین  سطح  از   B وزنۀ  ارتفاع  بیشترین  و   31
8

برابر زمین،  سطح  از   A وزنۀ  ارتفاع  بیش ترین 

کرده اند. پیدا  ارتفاع  زمین،  سطح  از  اندازه  یک  به  وزنه  دو 

است. سهمی رأس عرض حقیقت، در وزنهها، ارتفاع

x 0 3
4

3
2

y 2 3
1
8

2
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درس سوم: تعیین علامت

کتابدرسی   84 و   83 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
آن،  از  استفاده  با  است.  شده  رسم  مقابل  شکل  در   y x== −−2 خط6 نمودار  ف1 

y را در جدول زیر بنویسید. علامت

x >> 33x << 3x

++0−−y x== −−2 6
 

را   y که علامت زیر  کنید و جدول  را در شکل مقابل رسم   y x== −− ++2 6 ف2 نمودار خط
کنید.  کامل  می کند،  تعیین  مختلف  xهای  برای

31x

04y  

x >> 33x << 3x

−−0++y x== −− ++2 6  

جای  است؟  کرده  ایجاد  خطوط  این  علامت  تعیین  جدول  در  تفاوتی  چه  است،   x ضریب که  عددی  علامت  بالا  قسمت  دو  در  ف3 

کرده است. یعنی در جدول بالایی، علامت )+( در سمت راست صفر و علامت )-(   علامت های مثبت و منفی مربوط به y  را جابه جا 
در سمت چپ صفر است، ولی در جدول پایینی، علامت )+( در سمت چپ صفر و علامت )-( در سمت راست صفر است.

می شود. تعیین  زیر  جدول  از  مختلف  های  x برای  ، y ax b== ++ عبارت علامت  که  دهید  نشان  ف4 

x
b

a
>> −−−−

b

a
x

b

a
<< −−x

a علامت 0aموافق  علامت yمخالف  ax b== ++

این صورت: باشد، در   x b
a

< − اول: فرض می کنیم حالت 

 o¬ H a ax a
b
a

a y
y

< ⇒ > − ⇒ > − ⇒ + > ⇒ > ⇒ < >0 0 0 0 0( ) ax b ax b y ,


 

o¬ H a ax a
b
a

a y
y

> ⇒ < − ⇒ < − ⇒ + < ⇒ < ⇒ > <0 0 0 0 0( ) ax b ax b y ,


 

a است.  y مخالف علامت  آنگاه علامت  باشد،   x b
a

< − گر ا که دیده می شود،  همان طور 

این صورت: باشد، در   x b
a

= − حالت دوم: فرض می کنیم

x
b
a

ax a
b
a

ax b ax b ya

y

= −  → = − ⇒ = − ⇒ + = ⇒ =× ( )


0 0  
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بود. با صفر خواهد  برابر   y آنگاه مقدار  باشد،   x b
a

= − گر ا که دیده می شود،  همان طور 

این صورت: باشد، در   x b
a

> − حالت سوم: فرض می کنیم

 o¬ H a ax a
b
a y

< ⇒ < − ⇒ < − ⇒ + < ⇒ < ⇒ < <0 0 0 0 0( ) ax b ax b y a , y


 

o¬ H a ax a
b
a y

> ⇒ > − ⇒ > − ⇒ + > ⇒ > ⇒ > >0 0 0 0 0( ) ax b ax b y a , y


 

a است. y موافق علامت  آنگاه علامت  باشد،   x b
a

> − گر ا که دیده می شود،  همان طور 

کتابدرسی   84 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال
می کنیم. علامت  تعیین  را   y x== −−5 عبارت2

است.  x ==
2

5
برابر که  می آید  به دست   5 2 0x −− == معادلۀ از   5 2x −− عبارت ریشۀ 

است: زیر  به صورت  علامت  تعیین  جدول  بالا،  جدول  طبق  است،  مثبت   ، a == 5 یعنی ؛  x ضریب علامت  اینکه  به  توجه  با 

x >>
2

5

2

5
x <<

2

5
x

++0−−y x== −−5 2

کنید. بررسی  بالا  جدول  با  را  به دست آمده  اعداد  علامت  صحت  و  آورید  به دست   x == و1−−  x == 3 برای را   y مقدار 

x y x y= ⇒ = − = > ⇒ > >3 5 3 2 13 0
2
5

0( ) , و      x y x y= − ⇒ = − − = − < ⇒ < <1 5 1 2 7 0
2
5

0( ) ,  

، منفی است.   y x علامت  < 2
5

به ازای و  ، مثبت   y x علامت  > 2
5

به ازای که دیده می شود،  همان طور 

کتابدرسی   85 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � مثال

1

2
 3  x

++++−−2 1x −−

−−++++3−− x

−−++−−A

است. شده  انجام  ضرب  قاعدۀ  نیز  ستون ها  روی  که  کنید  دقت 

کنید. بررسی  بالا  جدول  با  را  به دست آمده  مقادیر  علامت  صحت  و  آورید  به دست   x == و0  x == 4 برای را   A مقدار

A x A x Ax= − −  → = × − = − ⇒ > <=( )( x) ( ) ,2 1 3 7 1 7 3 04  

A A x Ax= − −  → = − × = − ⇒ < <=( x )( x) ( ) ( ) ,2 1 3 1 3 3
1
2

00  

A، منفی است. x علامت < 1
2

یا  x > 3 به ازای که دیده می شود،  همان طور 
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کتابدرسی   85 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید.  علامت  تعیین  را  زیر  عبارت های  از  یک  هر 

)ب   B x== −−( )2 3 2 ⇒ = − −B ( x )( x )2 3 2 3

2 3 0 2 3
3
2

x x x− = ⇒ = ⇒ =

ردیف  دو  جدول،  در  است،   2 با  برابر   2 3x − توان چون 
2 اختصاص می دهیم. 3x − را به

3
2

x

+- 2 3x −

+-2 3x −

++B

)الف A x x== ++ −−( )( )3 1 2

3 1 0 3 1
1
3

2 0 2

x x x

x x

+ = ⇒ = − ⇒ = −

− = ⇒ =







−1
3

 2  x

++-3 1x +

+--x −2

+-+A

)ت D x

x
==

−−
−−
1

5 2

x x

x x x

− = ⇒ =

− = ⇒ − = − ⇒ =







1 0 1

5 2 0 2 5
5
2

:Rn¼Å á¾zÄn

:Zoh¶ á¾zÄn

تعریف نشده

1  5
2

 x

++-x −1

-++5 2− x

-+-D

)پ C x x== −−3 7( ) ⇒ = ⋅ ⋅ ⋅ −C x x x ( x)7

x

x x

=
− = ⇒ =





0

7 0 7

 x به  را  ردیف  سه  جدول،  در  است،   3 برابر   ،x توان  چون 

اختصاص می دهیم.

0  7  x

++-x

++-x

++-x

-++7 −x

-+-C

 5
2

برای D به مربوط ردیف در پس میشود، D نشدن تعریف نتیجه در و کسر مخرج شدن صفر باعث  5
2

چون

مینویسیم. »تعریفنشده«
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کتابدرسی   86 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
P تجزیه شده  x x(x) a(x x )( )== −− −−1 2 ) داشته و به شکل ) xx x1 2 2<< x1 و ، دو ریشۀ متمایز P x( ) == که معادلۀ0 کنید  ف1 فرض 

کنید. تعیین  مختلف  های  x برای را   P x( ) علامت زیر،  جدول  تکمیل  با  باشد. 

x1  x2  x

++++−−x x−− 1

+--x x−− 2

+-+( )( )x x x x−− −−1 2

موافق 
 aعلامت

مخالف 
aعلامت

موافق 
aعلامت

P( )x

تکمیل  با  بنویسیم.   P x a( ) (x x )== −− 1
2 شکل به  را   P x( ) می توانیم باشد،  داشته   x1 با برابر  مضاعف  ریشۀ   P( )x == معادلۀ0 گر  ا ف2 

کنید. تعیین  مختلف  xهای  برای را   P x( ) علامت زیر،  جدول 

x1x

++( )x x−− 1
2

a aموافق علامت Pموافق علامت x( )

 P x a x
b

a a
( ) ( )== ++ −−



2 4

2
2

∆∆ P ریشۀ حقیقی ندارد. با توجه به اینکه x( ) == ∆∆ باشد، در این صورت معادلۀ0 << کنید0 کنون فرض  ف3  ا

کنید.  تعیین  زیر  جدول  در  را   P x( ) علامت

x ∈∈ هر xبرای 

a Pموافق علامت x( )

 
∆ ∆

∆
< ⇒ − >

+ ≥










⇒ + − > ⇒ =
0

4
0

2
0

2 4
0

2

2

2
2

a
b
a

x
b
a a

P x

(x )

( ) ( ) aS¶°ø S¶°øø  

 P x( ) که وقتی  برای  دارند؟  علامتی  چه   ∆∆ و  a باشد، مثبت   ، x ∈∈ هر برای   P x( ) گر ا کنید  مشخص  بالا،  قسمت  به  توجه  با  ف4 

کنید. تعیین  را   ∆∆ و  a علامت نیز  است،  منفی 

 ∆ a و0> >0 باشد:  x مثبت  ∈ برای هر  P(x) گر ا فعالیت )3(،  به  توجه  با 

∆ a و0> <0 باشد:   x منفی  ∈ برای هر  P(x) گر ا
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کتابدرسی   88 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
علامت های  صحت  آن،  رسم  با  سپس  کنید؛  علامت  تعیین  جدول  یک  در  ریشه ها،  محاسبۀ  با  را   y x x== −− ++ ++2 چندجمله ای2 ف1 

− + + = ⇒ = − = =x x a b c2 2 0 1 1 2, , کنید.  با نمودار، بررسی  به دست آمده در جدول را 

 ⇒ ∆ = − = − − = + =  →∆>b ac2 2 04 1 4 1 2 1 8 9( ) ( )( ) ریشۀ حقیقی دارد. معادله دو   

x
b

a

x x

x

= − ± ∆ = − ±
−

= − ±
−

⇒
= − +

−
=

−
= − ⇒ = −

= − −
−

=
2

1 9
2 1

1 3
2

1 3
2

2
2

1 1

1 3
2

1 1

2
( ) −−

−
= ⇒ =










4
2

2 22x

 

 
y x x x

b
a

y
ac b

a

= − + + ⇒ = − = −
−

=

= − = − −
−

=

2

2 2

2
2

1
2 1

1
2

4
4

4 1 2 1
4 1

9

( )

( )( ) ( )
( ) 44

2
1
4

1
2
2
1
4

=
⇒ táHn( , )  

21
2

-1x

02
1
4

0y

 
و   y آنگاه0< باشد،   − < <1 2x گر ا  ، y آنگاه0> باشد،   x > 2 یا  x < گر1− ا است،  مشخص  نیز  نمودار  در  که  همان طور 

بود. y خواهد  آنگاه0= باشد،   x = 2 یا  x = −1 گر ا

کنید. علامت  تعیین  را  زیر  عبارت های  ف2 

A )الف x x== −− −−( )( )2 9 3 1  

 
x x x

x x x

2 29 0 9 3

3 1 0 3 1
1
3

− = ⇒ =  → = ±

− = ⇒ = ⇒ =









³»j ÁIÀï¾zÄn

 

)ب  B x x

x x
==

−− ++ −−

++ ++

2

2

6 9

3
 

: صورت  − + − = ⇒ − − + = ⇒ − − = ⇒ =x x x x x x2 2 26 9 0 6 9 0 3 0 3( ) ( ) þøIñ¶ á¾zÄn  3x

-- − + −x x2 6 9

++x x2 3+ +

--B

: مخرج x x a b c2 3 0 1 1 3+ + = ⇒ = = =, ,  

⇒ = − = − = − = − ⇒ < ⇒∆ ∆b ac2 24 1 41 3 1 12 11 0( )( ) ندارد. ریشۀ حقیقی  معادله   

⇒
= >
<





⇒
a 1 0

0∆
SLX¶ ½nH¼µÀ  

-1  2  x

-+-y x x= − + +2 2

−3  1
3

 3  x

+--+x2 9−

++--3 1x −

+-+-A
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درسی کتاب    89 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
می کند: صدق  زیر  نامعادلۀ  دو  در  همزمان  که  باشد  متغیری   x کنید فرض 

−− << −− −− ≤≤2 3 1 3 1 8x x,  

کنید. رسم  آنها  مقابل  محور  روی  را  به دست آمده  مجموعه جواب های  و  کنید  حل  را  بالا  نامعادله های  از  کدام  هر  ف1 

−− << −− ⇒⇒2 3 1x − + < + − + ⇒ − <  → − <÷2 1 3 1 1 1 3
1
3

3x x x  

-1 0 1− 1

3

-2-3 2 3

3 1 8x −− ≤≤ ⇒⇒ 3 1 1 8 1 3 9 33x x x− + ≤ + ⇒ ≤  → ≤÷

-1 0 1-2-3 2 3

کنید. رسم  مقابل  محور  روی  را  آن  و  مشخص  را  به دست آمده  مجموعه جواب های  ک  اشترا نامعادله،  دو  بین  »و«  وجود  خاطر  به 

-1 0 1− 1

3

-2-3 2 3

− < ≤1
x 3

3

جمع  خواص  از  بنویسیم.   −− << −− ≤≤2 3 1 8x به صورت دوگانه  نامعادلۀ  یک  شکل  به  و  کنیم  ترکیب  را  فوق  نامعادلۀ  دو  می توانیم  ف2 

کنید: حل  را  دوگانه  نامعادلۀ  این  و  کنید  استفاده  نامساوی ها  ضرب  و 

−− << −− ≤≤2 3 1 8x می کنیم.  اضافه  را  نامعادله1++  دو  به   

−1<< ≤≤3 9x می کنیم.     ضرب   1
3

در را  نامعادله  دو   

−1
3

<< ≤≤x 3  
کنید. مقایسه  رسیده اید،  آن  به  بالا  قسمت  در  که  جوابی  با  را  روش  این  از  به دست آمده  جواب 

برابر است. بالا،  به دست آمده در  با جواب 

می دهیم: نشان  نیز  زیر  نامعادله های  دستگاه  به صورت  را  فوق  دوگانۀ  نامعادلۀ 
3 1 2

3 1 8

x

x

−− >> −−
−− ≤≤





 

کتابدرسی   90 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 

تبدیل   ( )C به سانتی گراد را   ( )F فارنهایت که درجۀ  رابطه ای  و  و  25 درجۀ سانتی گراد  روز، 15  کثر دمای یک شهر در یک  حداقل و حدا

15؛  25≤≤ ≤≤C کنید. )قرار دهید کثر دمای این شهر را برحسب فارنهایت تعیین  C است. حداقل و حدا F== −−
5

9
32( ) می کند، به صورت

کنید.( F بنویسید و نامعادلۀ دوگانۀ به دست آمده را حل  C را بر حسب سپس از رابطۀ داده شده،

 15 25≤ ≤C ⇒ ≤ − ≤  → ≤ − ≤  → ≤ − ≤× ÷15
5
9

32 25 135 5 32 225 27 32 459 5( ) (F )F F  

 + → + ≤ − + ≤ + ⇒ ≤ ≤32

0

27 32 32 32 45 32 59 77F F� �� ��  
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کتابدرسی   90 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
است. شده  رسم  مقابل  شکل  در  آن  نمودار  که  بگیرید  درنظر  را   y x x== −− −−2 2 3 سهمی

، نمودار سهمی، پایین محور x کمک نمودار رسم شده، برای چه مقادیری از الف( به 

xهاست؟

قرار می گیرد. xها  پایین محور  نمودار سهمی،  باشد،   − < <1 3x گر ا

کنید  مشخص  و  کنید  رسم  را   y x x== −− −−2 2 3 عبارت علامت  تعیین  جدول  ب(   

است؟ منفی   y علامت  ، x از مقادیری  چه  برای 

اول: روش 

 
y x x y

x x

x x
= − −  → = − + ⇒

− = ⇒ =
+ = ⇒ = −





2 2 3 3 1
3 0 3

1 0 1
¾Äq\U (x )(x )

 

−1  3  x

+--x −3

++-x +1

+-+y x x= − −2 2 3

 y x x a b c= − − ⇒ = = − = −2 2 3 1 2 3, , روش دوم: 

⇒ = − = − − − = + =  →>∆ ∆b2 2 04 2 41 3 4 12 16ac ( ) ( )( ) ریشۀ حقیقی دارد. معادله دو   

  x b
a

x x

x
= − ± = − − ± = ± ⇒

= + = = ⇒ =

= − = − = −

∆
2

2 16
21

2 4
2

2 4
2

6
2

3 3

2 4
2

2
2

1

1 1

2

( )
( )

⇒⇒ = −








 x2 1

 

-1  3  x

+-+y x x= − −2 2 3

پایین  سهمی  نمودار  نتیجه  در  و  منفی   ،y علامت  باشد،   − < <1 3x گر ا می شود،  مشاهده  روش  دو  هر  در  که  همان طور 

بود. yها خواهد  محور 

 x x2 2 3 0−− −− << که از مجموعه جواب های به دست آمده در هر یک از قسمت های الف و ب می توان برای حل نامعادلۀ پ( نشان دهید 

پایین   ، y x x= − −2 2 3 سهمی نمودار  آنها  به ازای  که  کنیم  پیدا  را   x از مقادیری  باید  نامعادله،  این  حل  برای  کرد.  استفاده 

− این اتفاق می افتد و در نتیجه مجموعه جواب  < <1 3x که مشاهده شد، به ازای ) باشد. همان طور  )y <0Â¹÷Ä xها محور

است.  − < <1 3x برابر  x x
y

2 2 3 0− − <� �� �� نامعادلۀ
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کتابدرسی   90 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید. حل  علامت،  تعیین  جدول  و  هندسی  روش  دو  به  را  زیر  نامعادلات  از  یک  هر 

)الف    x2 4≤≤  

 ⇒ − ≤ ⇒ = − ≤x y x2 24 0 4 0 روش�هندسی:�

سهمی� نمودار� آنها،� به�ازای� که� کنیم� پیدا� را� هایی� x باید بنابراین� �، y چون0≥

قرار��گیرد. آن� پایین� یا� xها� روی�محور

10-1x

-3-4-3y

 IÀ n¼d¶ IM jn¼ioM ®d¶: Âµ¿wx y x x= ⇒ − = ⇒ =0 4 0 42 2  

⇒ = ± ⇒ −x 2 20 20( , ),( , )  

�روی�محور�xها�یا�پایین�آن�قرار�دارد.�بنابراین�مجموعه�جواب� − ≤ ≤2 2x که�دیده�می�شود،�نمودار�سهمی�به�ازای همان�طور�

�است. − ≤ ≤2 2x به�صورت � x2 4≤ نامعادلۀ

 x x y x x x x2 2 2 2 24 4 0 4 4 0 4 2≤ ⇒ − ≤ ⇒ = − ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ± تعیین�علامت:� روش�جدول�

جواب

-2  2  x

+-+y ≤0
جواب

جواب

xها( �)نمودار�سهمی،�پایین�محور� y <0 یا xها(� �)نمودار�سهمی�روی�محور� y =0، − ≤ ≤2 2x  با�توجه�به�جدول،�به�ازای

است. � − ≤ ≤2 2x به�صورت داده�شده،� نامعادلۀ� مجموعه�جواب� بنابراین� است؛� �
)ب  3 2 02x x−− −− ≥≥  

 y x x= − − ≥3 2 02 روش�هندسی:�

گیرد.� که�به�ازای�آنها،�نمودار�سهمی�روی�محور�xها�یا�بالای�آن�قرار� کنیم� ،�بنابراین�باید�xهایی�را�پیدا� y چون0≤

x
b
a

=
− = − −

×
=

2
1

2 3
1
6

( )  

y
ac b

a
= − = − − − =

− −4
4

4 3 2 1
4 3

24 1
12

2 2( )( ) ( )
( )

= − = −25
12

2
1
12

 

⇒ −táHn( , )
1
6

2
1
12

  

1
3

1
6

0x

−2−2 1
12

−2y

�xها با�محور برخورد� �:محل� y x x a b c= ⇒ − − = ⇒ = = − = −0 3 2 0 3 1 22 , ,  

⇒ = − = − − − = + =  →>∆ ∆b ac2 2 04 1 4 3 2 1 24 25( ) ( )( ) ریشۀ�حقیقی�دارد. معادله�دو� �

x

y
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 x b
a

x x

x
= − ± = − − ± = ± ⇒

= + = = ⇒ =

= − = − = −

∆
2

1 25
2 3

1 5
6

1 5
6

6
6

1 1

1 5
6

4
6

2

1 1

2

( )
( )

33
2
3

10
2
3
0

2⇒ = −










⇒ −
x

( , ),( , )  

x روی محور xها یا بالای آن قرار دارد. بنابراین مجموعه جواب ≤ −2
3

x یا که دیده می شود، نمودار سهمی به ازای1≤  همان طور 

x است.  ≤ −2
3

یا  x به صورت1≤  3 2 02x x− − ≥ نامعادلۀ  

روش جدول تعیین علامت:

 3 2 0 3 2 3 2 0 3 1 2 25 12 2 2
1 2x x y x x x x a b c x x− − ≥ ⇒ = − − ⇒ − − = ⇒ = = − = − ⇒ = ⇒ = = −, , ,∆ 22

3
 

جواب جواب

−2
3  1  x

+-+y ≥0

جوابجواب

بالای  سهمی  )نمودار   y >0 یا xها(  محور  روی  سهمی  )نمودار   y =0، x ≤ −2
3

یا  x به ازای1≤ جدول،  به  توجه  با 

است.  x ≤ −2
3

یا  x به صورت1≤ داده شده،  نامعادلۀ  مجموعه جواب  بنابراین  است؛  xها(  محور 

کتابدرسی   92 و   91 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کوچک تر  مبدأ  از  آنها  که فاصلۀ  x است  اعداد حقیقی نامعادله، شامل  این  بگیرید. مجموعه جواب  نظر  در  را   | |x ≤≤ 3 نامعادلۀ ف1 

دهید.  نمایش  زیر  محور  روی  را  اعداد  این  باشد.   3 مساوی  یا 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4-5-6 5 6

 − ≤ ≤ ⇒ −3 3 3 3x [ , ] بنویسید.  بازه  به صورت  کرده اید،  مشخص  بالا  نمودار  در  که  را  مقادیری  مجموعۀ 

یا  بزر گ تر  مبدأ  از  آنها  فاصلۀ  که  است   x حقیقی اعداد  شامل  نامعادله،  این  مجموعه جواب  بگیرید.  نظر  در  را   | |x ≥≥ 3 نامعادلۀ ف2 

دهید. نشان  زیر  محور  روی  را  اعداد  این  باشند،   3 مساوی 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4-5-6 5 6

بنویسید.   بازه  به صورت  کرده اید،  مشخص  بالا  نمودار  در  که  را  مقادیر  این  مجموعۀ 

x x ( , ] [ , )≤ − ≥ ⇒ −∞ − +∞3 3 3 3IÄ 

 

کنید. پر  مناسب  عبارت های  با  را  خالی  جاهای  بالا،  مراحل  از  استفاده  با  ف3 

| |

| |

[ , ]-

-

x x

x x x

≤≤ ⇒⇒ ≤≤ ≤≤ ⇒⇒ ==

≥≥ ⇒⇒ ≥≥ ≤≤ ⇒⇒

3

3

3 3

3 3

3 3( )

IÄ (

½pIM ®§{ ¾M JH¼]¾ø¼µ\¶ −

½½pIM ®§{ ¾M JH¼]¾ø¼µ\¶) ==





 ( , ] [ , )−∞ − +∞3 3
 



فکلاغفسپید شاهفکلیدفدروسفدهمف

92

 لصف4

اینصورت: در باشد، جبری عبارت یک  u و مثبت حقیقی عدد یک  a گر ا

. − ≤ ≤a u a آنگاه  | |u a≤ گر ا -1

. u a≤ − یا  u a≥ آنگاه  | |u a≥ گر ا -2

ندارند. نیز،علامتمساوی ازجوابها باشد،هیچکدام نداشته نامعادلههاعلامتمساویوجود از درهریک گر ا

کتابدرسی   93 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
دهید.  نشان  محور  روی  را  آن  سپس  آورید؛  به دست  بازه  نماد  با  را  مجموعه جواب  زیر،  نامعادله های  از  یک  هر  در  ف1 

)الف  | |
x

3
1

2

3
++ <<  

 − < + <  → − − < < − ⇒ − < < −  → − < < − ⇒− ×2
3 3

1
2
3

2
3

1
3

2
3

1
5
3 3

1
3

5 11 3x x x
x JH¼] ¾øø¼µ\¶ = − −( , )5 1  

-4 -3 -2 -1 0 1 2-5-6

)ب  | |5 2 1−− ≥≥x  

 
5 2 1 2 1 5 2 4 2 2

5 2 1 2 1 5 2 6

− ≥ ⇒ − ≥ − ⇒ − ≥ − ⇒ ≤ ⇒ −∞

− ≤ − ⇒ − ≤ − − ⇒ − ≤ − ⇒

x x x x

x x x

( , ]

IÄ
xx ≥ ⇒ +∞






⇒ = −∞ +∞

3 3

2 3

[ , )

( , ] [ , )JH¼] ¾ø¼µ\¶   

  

کنیم، جهت نامساوی عوض می شود.  گر طرفین نامعادله را در عدد منفی ضرب یا بر عدد منفی تقسیم  توجه: در حل نامعادله، ا

باشد.  ( , )1 9 بازۀ آن  مجموعه جواب  که  بنویسید  قدرمطلقی  نامعادلۀ  یک  ف2 

کنیم. میانگین  را منهای   x آوریم و سپس به دست  را   1 و  میانگین 9  باید  نامعادله،  آوردن  به دست  برای 

میانگین = + = =1 9
2

10
2

5  

 1 9 1 5 5 9 5 4 5 4 5 4< < ⇒ − < − < − ⇒ − < − < ⇒ − <x x x x| |  

,a) باشد، به این صورت عمل می کنیم: )b که مجموعه جواب آن بازۀ برای به دست آوردن نامعادلۀ قدر مطلقی 

c
a b= +
2

 

x a b a x b a c x c b c x c dc a c b c d∈ ⇒ < <  → − < − < −  → − <− − = − =
( , )  

میکنیم. استفاده  ≥ یا  ≤ بهصورت را  > یا  < باشد،علامتهای  [ , ]a b بهصورت کهمجموعهجواب درصورتی
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باشد.  ( , ] ,[ )−−∞∞ ++ ∞∞3 6∪ آن مجموعه جواب  که  بنویسید  قدرمطلقی  نامعادلۀ  یک  ف3 

کنیم. ) مانند سؤال قبل بسازیم و در نهایت جهت نامساوی ها را برعکس  , )3 6 می توانیم یک نامعادله برای مجموعه جواب

 ¸Ã«ºIÃ¶= + = ⇒ < < ⇒ − < − < − ⇒ − < − < ⇒ − <3 6
2

9
2

3 6 3
9
2

9
2

6
9
2

3
2

9
2

3
2

9
2

3
2

x x x x| |  

| خواهد شد. |x − ≥9
2

3
2

به صورت  ( , ] [ , )−∞ +∞3 6 به مجموعه جواب نامعادلۀ مربوط  بنابراین 

کتابدرسی   93 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین
بنویسید. بازه  شکل  به  را  مجموعه جواب  زیر،  نامعادله های  از  یک  هر  در  ف1 

1)الف 2 3 3<< −− ≤≤x
+ ÷ → < ≤  → < ≤ ⇒ < ≤ ⇒ ∈3 24 2 6 2 3 2 3 2 3x x x xJH¼] ¾ø¼µ\¶: ( , ]  

)ب  x x x++ ≤≤ −− << ++1 5 2 3 می دهیم.  تشکیل  را  زیر  نامعادله های  دستگاه  حل،  برای 
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باشد: برقرار  هم زمان  به صورت  شرط   2 باید  است؟  مثبت  همواره   A x x k== ++ ++2 3 عبارت  ، k از مقادیری  چه  به ازای  ف2 

.1 0> برقرار است: اینجا  که در  باشد  باید مثبت   x2 1- ضریب

 ∆ ∆= − < ⇒ = − < ⇒ − < ⇒ − < − ⇒ >b ac k k k k2 24 0 3 41 0 9 4 0 4 9
9
4

( )( ) باشد، پس:   ∆ باید0>  -2

xهاست؟ محور پایین  همواره   y mx mx== −− −−2 سهمی1  ، m از مقادیری  چه  به ازای  ف3 

باشد: برقرار  به صورت هم زمان  باید  دو شرط 

m <0 1( ) این صورت، داریم:  که در  باشد  باید منفی   x2 1- ضریب

∆ ∆= − < ⇒ = − − − < ⇒ + < ⇒ + <b ac m m m m m m2 2 24 0 4 1 0 4 0 4 0( ) ( )( ) ( ) باشد، پس:   ∆ باید0>  -2
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به دست می آوریم:  را  نامعادله  این  تعیین علامت، مجموعه جواب  به  روش 
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+ = ⇒ = −
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⇒ − < <JH¼] ¾ø¼µ\¶ : 4 0 2m ( )  

به دست می آوریم: را  و )2(   )1( ک جواب های  اشترا حالا 

-1 0 1 2 3-2-3-4-5-6

(2)

(1) ⇒ ⇒ − < <JH¼] ¾ø¼µ\¶: ( ) ( )1 2 4 0 m  

از   t ثانیۀ در  زمین  از سطح  این جسم  ارتفاع  گر  ا پرتاب می شود.  به هوا  ارتفاع دارد،  متر  که 13  بالای یک ساختمان  از  ف4 یک جسم 

بود؟ خواهد  متر   13 از  بیشتر  زمین  سطح  از  توپ  ارتفاع  زمانی،  فاصلۀ  چه  در  شود،  محاسبه   h t t== −− ++ ++5 18 132 رابطۀ
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بود. متر خواهد  از 13  بیشتر  زمین،  از سطح  ارتفاع جسم   t ,( )∈ 0
18
5

یا  0 18
5

< <t زمانی پس در فاصلۀ 

زمان هایی  چه  در  می آید.  به دست   y x x== −− ++
15

8
30 2002 رابطۀ طبق  بدنی،  سنگین  کار  دقیقه  x از پس  قلب،  ضربان  تعداد  ف5 

است؟  بیشتر   110 از قلب  ضربان  تعداد  بدنی،  سنگین  کار  یک  از  پس 
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x بیانگر دقیقه است و زمان همواره مثبت است، یعنی تنها xهای مثبتی  آیا تمام جواب های به دست آمده قابل قبول اند؟ خیر، زیرا

که در مجموعه جواب هستند، قابل قبول هستند. پس مجموعه جواب قابل قبول در این تمرین، به این صورت است: 
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 لصف5:فتابع

درس اول: مفهوم تابع و بازنمایی های آن

کتابدرسی  95 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )1( فعالیت 
سلیقۀ  به  را  آخر  جدول  کنید.  پر  را  خالی  جاهای  شده اند.  ارائه  جدول  کمک  به  دیگر  مواردی  و  بالا  مثال های  زیر  جدول های  در 

کنید.  تکمیل  خودتان 

مشابه  جدول ها  بقیۀ  دربارۀ  داد.  نسبت  آن  به  می توان  را  دما  یک  فقط  معین  زمان  یک  در  که  است  مشخص  جدول  به  توجه  با 

بنویسید. را  عبارت  این 

به یک ساعت معین فقط یک دما را می توان نسبت داد؛ 

یعنی یک ساعت مشخص دو دمای متفاوت ندارد.

ساعت1312111098

دما191817171615

داد،  نسبت  می توان  قیمت  یک  فقط  کالا  هر  به 

ندارد. کالای معین، دو قیمت متفاوت  یعنی یک 

ک کن کالاخودکاردفترمدادخط کشپا

)تومان(8001500100030001500 قیمت 

به هر درس فقط یک نمره می توان نسبت داد، یعنی 

یک درس معین دو نمرۀ متفاوت ندارد.

درسریاضیفیزیکشیمیادبیات زبان

نمره1918171618

ندارد. متفاوت  تولد  روز  دو  معین  شخص  یک 
فردامیدیاحسانیکشاورزرستگارزینالی

تولدشنبهدوشنبهشنبهپنج شنبهسه شنبه روز 

به هر شخص فقط یک سن را می توان نسبت داد، 

یعنی یک فرد مشخص در یک زمان معین دو سن 

متفاوت ندارد.

کتابدرسی  96 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )2( فعالیت 
این  به  کرد.  مشخص  می کنند،  مربوط  به هم  را  آنها  اعضای  که  پیکان هایی  و  مجموعه ها  کمک  به  می توان  را   1 فعالیت  جدول های 

کنید. کامل  شما  را  بقیه  است.  شده  کامل  نمونه  یک  می گوییم.  پیکانی  نمودارهای  نمایش،  شیوۀ 

فردرضامحمدعلیاحسانآرشایمان

سن )سال(191619171615
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مثال های  از  مورد  این  تکمیل  برای 
بگیرید. کمک  کلاس  در  مطرح شده 

توجه دارید که در رابطه های بالا، از هر عضو مجموعۀA دقیقاً یک پیکان خارج شده است. این گونه رابطه بین دو مجموعه را یک »تابع« می نامند. 

A دقیقاً یک  از به هر عضو  آن  که در  این دو مجموعه است  بین  رابطه ای   ، B به مجموعۀ  A از مجموعۀ تابع  یک 

داده می شود. B نسبت  از عضو 

کتابدرسی   97 و   96 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
دانش آموزان  که  است  ورزشی  رشتۀ  دو  شامل   B مجموعۀ  و  امید  و  حسین  محمد،  نام های  به  دانش آموز  سه  شامل   A مجموعۀ   1 

نیست؟ تابع  کدام یک  و  است  تابع  داده شده  پیکانی  نمودارهای  از  کدام یک  کنند.  انتخاب  می توانند 

)3( )2(نمودار  )1(نمودار  نمودار 

B نسبت داده شده است.  A )محمد( بیش از یک عضو از مجموعۀ  نمودار )1( تابع نیست، زیرا به یکی از اعضای مجموعۀ

)محمد(، بیش از یک پیکان)2 پیکان( خارج شده است. A یعنی از یکی از عضوهای مجموعۀ

A فقط یک پیکان خارج شده است.  نمودارهای )2( و )3( تابع هستند، زیرا از هر عضو مجموعۀ 

این   Y مجموعۀ  به   X مجموعۀ  از  دهد.  نمایش  را  تابع  یک  که  کنید  رسم  طوری  را  پیکانی  نمودار   B مجموعۀ  به   A مجموعۀ  از   2 

نباشد. تابع  یک  حاصل  که  دهید  انجام  به گونه ای  را  کار 
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کنید.  مقایسه  دوستانتان  پاسخ  با  را  خود  پاسخ 

هر  از  و  است  شده  خارج  پیکان  یک  فقط   A مجموعۀ عضو  هر  از  پاسخ ها  همۀ  در  ولی  می آید  به دست  متفاوتی  پاسخ های 

است. شده  خارج  پیکان   2 حداقل  یا  است  نشده  خارج  پیکانی  آنها،  از  یکی  حداقل  یا   X مجموعۀ عضو 

است؟ تابع  یک  می دهد،  نسبت  را  آنها  سن  افراد  به  که  رابطه ای  آیا  الف(   3 

دارد.  سن  یک  فقط  معین،  زمان  یک  در  فرد،  هر  زیرا  بله،   

چطور؟  می دهد،  نسبت  را  آنها  وزن  افراد  به  که  رابطه ای 

دارد. وزن  یک  فقط  معین،  زمان  یک  در  فرد  هر  زیرا  بله، 

خیر آنها را نسبت می دهد، یک تابع است؟  که به افراد غذای موردعلاقۀ  آیا رابطه ای  ب( 

ممکن است یک فرد، در یک زمان معین به چندین غذا علاقه داشته باشد.  توضیح دهید. 

است؟  تابع  یک  زیر  پیکانی  نمودارهای  از  کدام یک   4 

باشند: برقرار  زیر، همزمان  که هر دو شرط  تابع است  زمانی یک  پیکانی،  نمودار  که  باشید  توجه داشته 

باشد. پیکان خارج شده   
ً

اول، حتما از هر عضو مجموعۀ   )1

باشد. پیکان خارج شده  اول، فقط یک  از هر عضو مجموعۀ   )2

کتابدرسی  98 و   97 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
می دهد. نشان  اردبیل  در  متفاوت  ساعت  چهار  در  را  هوا  دمای  زیر،  نمودار 

عضو  هر  به  زیرا  بله،  است؟  تابع  یک  رابطه  این  آیا  که  کنید  معلوم  و  دهید  نمایش  پیکانی  نمودار  به صورت  را  دما  و  زمان  بین  رابطۀ 

است. شده  داده  نسبت  دوم  مجموعۀ  از  عضو  یک  فقط  اول،  مجموعۀ  از 

کنید.  کامل  هم  را  جدول 

ساعت7654

دما3345

دهید. نمایش  مرتب  زوج  صورت  به  را  نمودار  و  دهید  نسبت  زمان  به  را  دمایی  نمودار،  در  موجود  دیگر  ساعت های  برای 

g = {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}17 2 6 3 6 4 5 5 4 6 3 7 3  
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کتابدرسی   99 و    98 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
ف1 نام شهرهای تهران، مشهد، اصفهان، شیراز، تبریز و اهواز در یک سطر جدول زیر نوشته شده اند. در سطر دیگر، جمعیت آن شهرها را 

به طور تقریبی بنویسید )جمعیت دقیق لازم نیست(.

شهرتهرانمشهداصفهانشیرازتبریزاهوازکرمان

0 7/11 5/1 )میلیون(5/239 جمعیت 

بله است؟  تابع  یک  رابطه  این  آیا  دهید.  نمایش  مرتب  زوج  و  پیکانی  به صورت  را  بالا  رابطۀ 

{( , ),( , ),( , ),( , / ),( , / ),(·Ho¿U k¿z¶ ·I¿ÿÅH pHoÃ{ qÄoLU pH9 3 2 1 5 1 5 ¼¼ÀH ·I¶o¨, ),( , )}/1 0 7

این  آیا  که  کنید  معلوم  و  کامل  را  جدول  خالی  جاهای  است.  شده  داده  رابطه  یک  مختلف  نمایش های  زیر،  جدول  سطر  هر  در  ف2 

کنید. کامل  خودتان  دلخواه  به  را  آخر  ردیف  است؟  تابع  یک  رابطه 

نمودارتابع یا  پیکانیجدول  مرتبنمودار  زوج های  رابطهمجموعه  توصیف 

نیست
1

2

3

1

2

3

{( , ), ( , ), ( , ),

( , ), ( , )}

11 2 1 2 2

3 1 3 3

کمتر  طبیعی  عدد  هر  به 

مقسوم علیه های   4 از 

می دهد.  نسبت  را  آن 

است
4

9

16

2

3

4

 {( , ), ( , ), ( , )}2 4 3 9 4 16

به هر عدد طبیعی 

بین 1 و 5، مربع آن را 

نسبت می دهد.

)}نیست , ),( , ),( , ),

( , )}

4 2 4 2 7 7

7 7

−

−

 7 و   4 اعداد  به 

را  آنها  دوم  ریشه های 

می دهد.  نسبت 
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است
-2

0

2

-1

0

1

{( , ),( , ),( , )}− −1 2 00 1 2

اعداد صحیح بین به 

آنها  برابر  2 دو  2− و

را نسبت می دهد.

است
1

-1

1

-1

 {( , ),( , )}1 1 1 1− −

1 و1−  به عددهای 

را  آنها  ریشۀ سوم 

نسبت می دهد.

g == {( , ), ( , ), ( , ), ( , )}1 5 2 9 2 5 3 10 است؟ چرا؟  تابع  زیر  رابطه های  از  کدام یک  الف(  ف3 

f == {( , ), ( , ), ( , )}1 5 2 9 3 10  

فقط  اول،  مؤلفۀ  هر  به  دیگر،  عبارت  به  نیستند،  برابر  باهم  مرتب  زوج های  اول  مؤلفه های  از  هیچ یک  زیرا  است،  تابع   f

به  برابرند،  اول  مؤلفه های   ( , )2 9 و  ( , )2 5 مرتب زوج  دو  در  زیرا  نیست،  تابع   g است. شده  داده  نسبت  دوم  مؤلفۀ  یک 

و 9 نسبت داده شده است. به عدد 2 دو عدد متفاوت 5  عبارت دیگر، 

ب( با تکمیل جملۀ زیر برای تشخیص تابع بودن یک رابطه، هنگامی که رابطه به صورت زوج مرتبی ارائه می شود، معیاری به دست آورید:

متمایزی  مرتب  زوج  که هیچ دو  تابع است  رابطه یک  این  باشد، هنگامی  مرتب داده شده  زوج های  به صورت مجموعه  رابطه  گر یک  ا

نباشند.  برابر  اول  مؤلفه های  دارای  آن   در 

کتابدرسی   100 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین

دهید.  توضیح  می کند؟  معلوم  را  تابع  یک  زیر  روابط  از  کدام یک  ف1 

که به ضلع یک مربع، محیط مربع را نسبت می دهد.  الف( رابطه ای 

کرد. با طول ضلع مشخص فقط یک عدد برای محیط می توان پیدا  تابع است، زیرا برای یک مربع 

می دهد.  نسبت  معین  زمان  یک  در  را  او  بدن  دمای  فرد،  هر  به  که  رابطه ای  ب( 

باشد. داشته  متفاوت  دمای  دو  نمی تواند  فرد،  هر  بدن  معین  زمان  یک  در  زیرا  است،  تابع 

می دهد.  نسبت  را  او  خونی  گروه  فرد،  هر  به  که  رابطه ای  ج( 

دارد. خونی  گروه  یک  فقط  فرد  هر  زیرا  است،  تابع 

را نسبت می دهد.  او  که به هر دانش آموز، دوستان  د( رابطه ای 

تابع نیست، زیرا یک دانش آموز ممکن است چندین دوست داشته باشد.

است؛  دوم  ریشۀ  دو  دارای  مثبت  عدد  هر  زیرا  نیست،  تابع  می دهد.  نسبت  را  عدد  آن  دوم  ریشه های  عدد،  به هر  که  رابطه ای  ه   ( 

می شود. داده  نسبت  عدد،  یک  از  بیش  مثبت،  عدد  هر  به  بنابراین 

دارد. سوم  ریشۀ  یک  فقط  عدد  هر  زیرا  است،  تابع  می دهد.  نسبت  را  آن  سوم  ریشۀ  عدد،  هر  به  که  رابطه ای  و( 
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شده اند.  داده   B == { , }1 2 و  A a b c== { , , مجموعه های{ ف2 

باشند.  تابع  که  کنید  ارائه   B به   A از  رابطه  دو  پیکانی  نمودار  کمک  به  الف( 

نباشند.  تابع  که  کنید  ارائه  رابطه  دو  ب( 

دهید.  نمایش  نمودار  و  مرتب  زوج های  کمک  به  را  به دست آمده  رابطۀ  چهار  ج( 

4( 3( 2( 1(  

{(a , ),( , ),( , ),(c , )}1 1 2 2b b{(a , ),( , ),( , ),(c , )}1 2 1 2a b{(a , ),(b , ),(c , )}2 1 1{(a , ),(b , ),(c , )}1 1 1

است؟ تابع  یک  زیر  مجموعه های  از  کدام یک  ف3 

f == −−{( , ), ( , ), ( , )}2 1 3 5 3 7 ) وجود دارد. , ) ( , )3 5 3 7− » f تابع نیست، زیرا دو زوج مرتب متمایز با مؤلفۀ اول برابر یعنی:

g == −−{( , ), ( , ), ( , ), ( , )}0 1
3

5
1 5 1 8 1 نیست.   برابر  هم  با  مرتبی،  زوج  دو  هیچ  اول  مؤلفه های  زیرا  است،  تابع   g

h == {( , ), ( , ), ( , )}2 3 3 2 1 1 نیست.   برابر  هم  با  مرتبی،  زوج  دو  هیچ  اول  مؤلفه های  زیرا  است،  تابع   h

k == {( , )}2 5 دارد.  مرتب  زوج  یک  فقط  زیرا  است،  تابع   k

r == −−{( , ), ( , )}2 0 7 0 است.  تابع   r

l == {( , ), ( , ), ( , ) , }1 2 2 4 3 6 … است.  تابع   l

کمک نمودار  B به  A به از تابع  B اعضایی دلخواه بگذارید و یک  A و زیر در B مجموعه هایی غیرعددی اند، در شکل  A و ف4

کنید. مقایسه  دوستانتان  پاسخ  با  را  خود  پاسخ  بنویسید.  مختلف  تابع  سه  لااقل  کنید  سعی  کنید.  ارائه  پیکانی 

نام خانوادگی شان  به  را  نفر  نام سه 
نسبت می دهد.

آن  به  مربوط  به فصل  را  ماه  هر 
نسبت می دهد.

هر فرد را به پدرش نسبت 
می دهد.

1 ( 2(

3( 4(
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درس دوم: دامنه و برد توابع

کتابدرسی   101 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کنید.  کامل  را  جدول  است.  شده  داده  آنها  داخلی  زوایای  مجموع  و  چندضلعی  تعدادی  بین  رابطۀ  زیر  جدول  در 

چندضلعیمثلثمربعلوزیپنج ضلعی

540360360180)درجه( داخلی  زوایای  مجموع 

f == {( , ) , ( , ) , ( , ) , (W±X¶    ÍMo¶    Áp¼²    Â÷±òï[¹Q 180 360 360 ,, , ) }   540 دهید.    نمایش  مرتبی  زوج  به صورت  را  رابطه  این 

با هم متفاوت هستند. به عبارت دیگر، مجموع زوایای داخلی  زیرا مؤلفه های اول تمام زوج های مرتب،  f یک تابع است؟  چرا 

باشد. داشته  متفاوت  مقدار  دو  نمی تواند  چندضلعی،  هر 

را دوم مؤلفههای ومجموعۀهمۀ »دامنه« را تابع هر تشکیلدهندۀ مرتب زوجهای اول مؤلفههای مجموعۀهمۀ

تابعمینامند. آن »برد«

f ¾¹¶Hj ÍMo¶ Áp¼² Â÷±òï[¹Q== { , , , }W±X¶ بالا:   فعالیت  در 

f joM   == { , , }180 360 540   

کتابدرسی   101 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
شده  داده  آن  محیط  و  مربع  یک  ضلع  بین  رابطۀ  زیر  جدول  در  ف1 

کنید.  کامل  را  جدول  است.  

f {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1
2
2 1 4

3
2
6 2 8

5
2
10 5 20 بنویسید.  مرتب  زوج های  مجموعه  به صورت  را  داده شده  رابطۀ  نمایش 

هستند. متفاوت  آن،  مرتب  زوج های  اول  مؤلفه های  تمام  زیرا  است؟  تابع  رابطه  این  چرا 

f â¾¹¶Hj = { , , , , , }
1
2
1
3
2
2
5
2
5  f joM = { , , , , , }2 4 6 8 10 20 بنویسید.  را  تابع  این  برد  و  دامنه 

باشد.  داشته  عضو  دو  آن  برد  و  عضو  سه  آن  دامنۀ  که  بزنید  مثال  تابعی  الف(  ف2 

f {( , ),( , ),( , )}
{ , , }

{ , }
= ⇒

=
=





1 5 2 6 3 5
1 2 3

5 6

f

f

â¾¹¶Hj
joM

 

نسبت  کمتری  عضوهای  تعداد  دامنه  گر  ا زیرا  خیر،  باشد؟  داشته  عضو  سه  آن  برد  و  دوعضو  آن  دامنۀ  که  دارد  وجود  تابعی  آیا  ب( 

شد. خواهند  برابر  اول  مؤلفه های  مرتب،  زوج های  از  تا  دو  در  باشد،  داشته  برد  به 

 B f با مجموعۀ A است. آیا همیشه برد تابع f همان مجموعۀ که دامنۀ B باشد، می دانیم  A به مجموعۀ f تابعی از مجموعۀ گر ف3 ا

برابر است؟ خیر مثال بزنید.

مانند: است.   B مجموعۀ از  زیرمجموعه ای   ، f تابع برد 

⇒ = ⇒ = = ⊆f b c f a b c f B{(a , ) , ( , ) , ( , ) { , , } , { , }1 1 4 1 4â¾¹¶Hj joM  

55
2

23

2
11

2
ضلع طول 

محیط20108642
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کتابدرسی   102 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
بگیرید: درنظر  را  زیر  شکل های  دنبالۀ 

کنید.  کامل  را  جدول 

�n�100�شکل654321 شماره 

�2 1n −�199�دایره ها1197531 تعداد 

هستند. متفاوت  هم  با  اول(  )مؤلفه های  اول  سطر  اعداد  تمام  زیرا  می دهد؟  نشان  را  تابع  یک  جدول  این  چرا 

f == {( , ), ( , ), ( , ),11 2 3 3 5 � , ( , ),100199 � , ( , ), }-n 2n 1 � تابع:  این  مرتبی  زوج  نمایش 

کنید.  رسم  را  تابع  این  مختصاتی  نمودار  و  پیکانی  نمودار 

بنویسید.  را  تابع  این  برد  و  دامنه 

f = دامنۀ { , , , , }1 2 3 4  

 f joM = { , , , , }1 3 5 7   

دامنه و برد چه مجموعه هایی هستند؟ نام ببرید.

f دامنۀ = اعداد طبیعی مجموع ۀ   

f برد = اعداد طبیعی فرد مجموع ۀ   

کتابدرسی   102 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
آورید. به دست  را   f تابع برد  باشد،   A == { , , , }1 2 3 4 آن دامنۀ  و  باشد  شده  داده   f n n( ) == ++2 جبری1 نمایش  با  تابعی  گر  ا

f f f( ) , ( ) , f ( ) , ( )1 1 1 2 2 2 1 5 3 3 1 10 4 4 1 172 2 2 2= + = = + = = + = = + = ⇒ =f joM { , , , }2 5 10 17  

هستند.  ( , )n n2 1+ به صورت تابع،  این  زوج های مرتب  که  است  این  بیانگر   f n n( ) = +2 که1 باشید  داشته  توجه 

کتابدرسی  103 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید.  استفاده   y x== −−2 خط1 نمودار  رسم  برای  آن  از  و  کنید  کامل  را  جدول 

که  است  این  قبل،  جدول  با  جدول  این  شباهت  دهید؟  نشان  قبل  فعالیت  جدول  با  را  جدول  این  تفاوت  و  شباهت  می توانید  آیا 

کاهش  نیز   y ،x کاهش  با   y است. در هر دو  x= −2 ) به صورت1 )y ) و سطر دوم )x رابط ۀ بین سطر اول در هر دو جدول 

این  بود ولی در  اعداد طبیعی  به  متعلق  n )شمارۀ شکل(  فعالیت قبل که در جدول  این است  تفاوت دو جدول، در  می یابد. 

x هر عدد حقیقی می تواند باشد. جدول

−2−3
4

1
2

0−−1321x

−5−5
2

0 −1−−3531y
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از  عضو  هر  به  زیرا  است،  تابع  یک  هم  جدول  این  بنامید.   g را تابع  این  می دهد؟  نشان  را  تابع  یک  هم  جدول  این  چرا 

می شود. داده  نسبت   ( )y دوم سطر  از  عضو  یک  فقط   ، ( )x اول سطر 

نبودند  وصل  به هم  نقاط  قبل،  فعالیت  تابع  نمودار  در  دارند؟  باهم  تفاوتی  چه  قبل،  فعالیت  در  داده شده  تابع  و  تابع  این  نمودار 

داده اند.  خط  یک  تشکیل  و  هستند  وصل  هم  به  نقاط  نمودار،  این  در  ولی  هم(  از  جدا  )نقاط 

کنید.  مقایسه   n ∈∈ آن در  که   f n n( ) == −−2 تابع1 برد  و  دامنه  با  و  آورید  به دست  را  تابع  این  برد  و  دامنه 

، برابر مجموعۀ اعداد حقیقی است. همچنین چون g گیرند، پس دامنۀ تابع x قرار  چون تمام اعداد حقیقی می توانند به جای

g gá¾¹¶Hj joM= = , کند. پس:  y نیز می تواند هر عدد حقیقی را اختیار  y است؛ بنابراین x= −2 1

f g f gá¾¹¶Hj á¾¹¶Hj joM joM⊆ ⊆, بنابراین: 

کنید. کامل  را  خالی  جاهای 

مقادیر و دهیم نشان  g x x( ) = −2 بهصورت1 را  y x= −2 خط1 میتوانیم خالی، جاهای کردن کامل برای

قراردهیم.  x بهجای را دادهشده

g( )−− ==
1

5
2

1
5

1
2
5

1
7
5

( )− − = − − = −  g( )0 == 20 1 0 1 1( ) − = − = −  

g( )2
7

== 2
2
7

1
4
7

1
3
7

( ) − = − = −  g( )5 == 2 5 1−  

g( )10 == 210 1 20 1 19( ) − = − =  

g x( ) == 2 1x − بنویسید.   را  کلاس«  در  »کار  این  در  داده شده  تابع  جبری  نمایش 

است.  حقیقی   عدد   یک   x اینجا  در  که 

نامیدهمیشود. تابعخطی داد،یک نمایش  y ax b= + بهشکل را آن بتوان که تابع هر

کتابدرسی  104 و   103 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
این  کرده است.  پایان هر ماه طی یک سال، ثبت  )یا مرکز بهداشتی( در  را پزشک  که آن  کودک است  زیر نشان دهندۀ وزن یک  جدول 

می دهد.  نشان  را  تابع  یک  جدول 

)ماه(1211109876543210 زمان 

 8 5/8 7 2/ 6 5/ 5 5/ 4 5/4 8/555 4 2/ 3 3/ 2 )کیلوگرم(/8 وزن 

کدام یک از چهار وضعیت نشان داده شده در شکل )2( مطابقت دارد؟  کودک با  الف( به نظر شما در فاصلۀ زمانی تولد تا سه ماهگی، رشد 

کودک طبیعی  وزن یک  نمودار  که  رسیده است. در حالی  کیلوگرم  به 5  ماهگی،  تا سه  تولد  زمانی  فاصلۀ  در  کودک  این  وزن 

رشد  کندی  اینجا  در  پس  باشد،  کیلوگرم   6  
ً

تقریبا باید  مدت،  این  در  کودک  یک  طبیعی  وزن  که  می دهد  نشان   ))1( )شکل 

نمودار )ب( در شکل )2( نشان داده می شود. با  که  وجود دارد 
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کیلوگرم ثابت مانده است. کودک در 5  ب( در چه فاصلۀ زمانی ای وزن او ثابت مانده است؟ در فاصلۀ زمانی 3 تا 5 ماهگی، وزن 

کنید.  پ( اعداد داده شده در جدول را روی شکل )1( مشخص 

جدیدی  نمودار  تا  کنید  وصل  یکدیگر  به  را  به دست آمده  نقاط 

کودک  به دست آید. با مقایسۀ این نمودار با نمودار اصلی، رشد 

کنید. بررسی  سال  یک  طی  در  را  وزن  نظر  از 

که نسبت  کیلوگرم بوده است   2 8/ کودک در زمان تولد، وزن 

0 کیلوگرم کمتر است.  2/ به وزن طبیعی یعنی 3 کیلوگرم، مقدار

کندی رشد مواجه  کودک با  در فاصلۀ تولد تا سه ماهگی، وزن 

وزن  کیلوگرم   6 به جای  سوم  ماه  در  به طوری که  است،  بوده 

ماهگی،  پنج  تا  ماهگی  سه  از  کیلوگرم وزن است.  دارای 5 

وزن  به طوری که  رشد(،  فت 
ُ
)ا یافته  کاهش  کودک  وزن  ماهگی  هفت  تا  ماهگی  پنج  از  و  رشد(  )توقف  مانده  ثابت  کودک  وزن 

کمتر است. پس از هفت  کیلوگرم   4 کیلوگرمی، مقدار  8 5/ که نسبت به وزن طبیعی  کیلوگرم رسیده   4 5/ کودک در ماه هفتم به

کودک  که در ماه دوازدهم وزن  ادامه می یابد  تا آخر سال )دوازده ماهگی(  افزایش  این  و  آغاز شده  کودک  افزایش وزن  ماهگی 

کمتر است.  کیلوگرم   2 کیلوگرمی، باز هم  10 5/ که نسبت به وزن طبیعی کیلوگرم می رسد   8 5/ به

بین  فاصلۀ  در  را  او  وزن  می توانید  کرده اید،  رسم  که  نموداری  کمک  به  ولی  بود؛  نشده  اندازه گیری  ماه ها  بین  فاصلۀ  در  کودک  وزن 

کنید.  تعیین  تقریبی  به صورت  نیز  ماه ها 

کنید.  رسم  نیز  را  آن  پیکانی  نمودار  و  آورید  به دست  را  تابع  این  برد  و  دامنه  ت( 

¾¹¶Hj = { , , , , , , , , , , , , }01 2 3 4 5 6 7 8 9 101112  

joM = { / , / , / , , / , / , / , / , / , , / }2 8 3 3 4 2 5 4 8 4 5 5 5 6 5 7 2 8 8 5  

کتابدرسی  104 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
دهید.  توضیح  می دهند؟  نمایش  را  تابع  یک  زیر،  نمودارهای  از  کدام یک 

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

م)
ر
گ
و
�ل
�
)

ن
ز
و

10 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

(ماه) زمان

0
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کدام  برد هر  کنید. دامنه و  را معلوم  آنها  نبودن  تابع  یا  تابع بودن  کمک آن  بنویسید و به  را  بالا  می توانید نمایش زوج مرتبی نمودار های 

کنید.  مشخص  است،  تابع  که  را 

f = {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}1 1 2 1 3 2 4 2 4 3 ) دارای مؤلفه های اول برابر هستند.  , )4 3 ) و , )4 2 تابع نیست، زیرا دو زوج مرتب

g = {( , ),( , ),( , ),( , )}1 1 2 2 3 1 4 1 اول زوج های مرتب، متفاوت هستند.   زیرا مؤلفه های  تابع است، 

 g á¾¹¶Hj = { , , , }1 2 3 4         gjoM = { , }1 2  

آورید. به دست  می شود،  ارائه  نمودار  به صورت  که  رابطه  یک  بودن  تابع  تشخیص  برای  معیاری  زیر  جملۀ  تکمیل  با 

کثر  حدا را  نمودار  عرض ها،  محور  موازی  خط  هر  که  است  تابع  نمودار  این  هنگامی  باشد،  شده  داده  رابطه  یک  نمودار  گر  ا

کند. قطع  نقطه   یک  در  

کتابدرسی   105 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
می دهند؟ نمایش  را  تابع  یک  زیر  نمودارهای  از  کدام یک 

تابع است.تابع است.تابع نیست.

تابع است.تابع است.تابع است.

 

نیست. تابع است.تابع است.تابع است.تابع 
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کتابدرسی  108 تا   105 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین
کنید. معلوم  را  تابع  هر  برد  و  دامنه  است؟  تابع  کدام یک  ف1 

تابع است.
¾¹¶Hj = − −{ , , , , }2 1 0 1 2

joM = { , , }4 10

رسم  عمودی  خط  زیرا  نیست،  تابع 
از  )بیش  نقطه   3 در  را  نمودار  شده، 

نقطه( قطع می کند. یک 

تابع است.
¾¹¶Hj = { , , , }1 2 3 4

joM = { , }2 5

که: بزنید  مثال  تابعی  ف2 

f {( , ),( , )} { , }= ⇒ =1 3 2 6 1 2¾¹¶Hj باشد.   عضو  دو  شامل  تنها  آن  دامنۀ  الف( 

g = ⇒ ={( , ),( , )} { }5 10 6 10 10joM باشد.   شده  تشکیل  یک عضو  از  تنها  آن  برد  ب( 

h = ⇒ ={( , )} { }1 2 1¾¹¶Hj باشد.   داشته  عضو  یک  تنها  آن  دامنۀ  پ( 

k = →
=

=




{( , ),( , ),( , ), }
{}

1 0 2 0 3 0
0



¾¹¶Hj (ÂÀI¹T¶Iº)
joM


ت( دامنۀ آن نامتناهی باشد، ولی برد آن تنها یک عضو داشته باشد.  

 l = →
=

=
{( , ),( , ),( , ),( , ), }1 1 2 2 3 3 4 4 

¾¹¶Hj (ÂÀI¹T¶Iº)
joM (ÂÀI¹T



 ¶¶Iº)




باشند.   نامتناهی  آن  برد  و  دامنه  ث( 

کنید.  رسم  شده اند،  توصیف  جدول،  در  که  را  توابعی  نمودار  و  کنید  کامل  را  جدول  در  خالی  جاهای  ف3 

)الف()ب()پ()ت(

y x== 2h x x( ) == 2g x x( ) == 2f x x( ) == تابع2

نامنفی حقیقی  اعداد  ]مجموعۀ  , ]2 حقیقی3 اعداد  }مجموعۀ  , , , }1 2 3 دامنه4

نامنفی اعداد حقیقی  ]مجموعۀ  , ]4 حقیقی6 اعداد  }مجموعۀ  , , , }2 4 6 برد8

)الف()ب(
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)پ()ت(

شد؟  خواهد  خاموش  شمع  ساعت  چند  از  پس  می سوزد.  آن  سانتی متر   4 ساعت  هر  در  و  دارد  ارتفاع  سانتی متر   20 شمع  یک  ف4 

از 5 ساعت، شمع خاموش خواهد شد.  پس 

کنید.  محاسبه  را  شمع  ارتفاع  مختلف  ساعات  در  و  کنید  تنظیم  جدولی 

)زمان(543210  x

شمع(048121620 )ارتفاع   y

کنید.  رسم  را  تابع  این  نمودار 

است؟  خطی  تابع  یک  تابع،  این  چرا 

به صورت یک خط راست است. آن،  نمودار  زیرا 

که  همان طور  زیرا  چرا؟  خیر  گرفت؟  درنظر  تابع  یک  به عنوان  می توان  را   x == 2 خط آیا  ف5 

آن  کنیم،  رسم   x = 2 خط روی  را  عمودی  خط  یک  گر  ا است،  مشخص  نیز  شکل  در 

می کند.  قطع  نقطه  بی شمار  در  را 

می کند. قطع  نقطه  یک  در  فقط  را  آن  عمودی  خط  هر  زیرا  بله،  چطور؟  را   y == 5 خط

گرفت؟  نیز در نظر  تابع  کلی چه موقع یک خط را می توان یک  در حالت 

x است،  a= که معادلۀ آنها به صورت همۀ خط ها تابع هستند به جز خط های عمودی 

 . x = 2 مانند خط

باشد.   [ , ]−−3 5 بازه آن  دامنۀ  که  بنویسید  را  خطی  تابع  سه  جبری  نمایش  ف6 

f x x g x x h x x k x( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,= = − = − =2 5 3 7 3 4  ] درنظر بگیریم.  , ]−3 5 دامنۀ این توابع را می توانیم

بی شمار دارند؟  وجود  توابع  این گونه  از  تعداد  چه 
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آورید.  به دست  است،  شده  ارائه  آن  نمودار  که  را  زیر  تابع  جبری  نمایش  ف7 

A = 




1
2

B و = −





3
0

y است، بنابراین:  ax b= + معادلۀ هر تابع خطی به صورت

ôi KÃ{: a y y

x x
y x bB A

B A
=

−
−

= −
− −

= −
−

= ⇒ = +0 2
3 1

2
4

1
2

1
2

 

این معادله، خواهیم داشت: B در  = −





3
0

با جای گذاری

0
1
2

3 0
3
2

3
2

1
2

3
2

= × − + ⇒ = − + ⇒ = ⇒ = +( ) :b b b y xÍMIU ÁoL] yÄIµº  

است. مناسب تر  تابع  این  برای  جبری  نمایش  است؟  مناسب تر  کدام یک  می دانید،  تابع  این  برای  که  مختلفی  نمایش های  بین  از 

سطح  زیر  متفاوت  عمق های  در  سنگ ها  دمای  زیر،  جدول  ف8 

می دهد. نشان  را  زمین 

را به دست می دهد. نمودار آن  تابع  که چرا این جدول یک  الف( توضیح دهید 

تمام اعداد سطر اول )مؤلفه های اول( متفاوت هستند.  زیرا،  کنید.  را رسم 

در  کثر  حدا را  آن  نمودار  عمودی،  خط  هر  که  بگوییم  می توانیم  همچنین 

است. تابع  پس  می کند.  قطع  نقطه  یک 

آورید.  به دست  تابع  این  برای  معادله ای  ب( 

 A = 





1
55

این تابع، یک تابع خطی است. بنابراین دو نقطۀ

را می نویسیم: و معادلۀ خط  نظر می گیریم  را در   B = 





2
90

و

ôi KÃ{:a y y

x x
y x bB A

B A

y ax b
A

=
−
−

= −
−

=  → = += +
=




90 55
2 1

35 35

1
55 → = + ⇒ =55 35 1 20( ) b b  

⇒ = +y x35 20  
بیابید. است،  زمین  زیر  کیلومتری   10 عمق  در  که  را  سنگ  یک  دمای  پ( 

x y= ⇒ = + = + =10 35 10 20 350 20 370( )   

 370 درجۀ سانتی گراد است.
ً

تقریبا زمین است،  زیر  کیلومتری   10 که در عمق  بنابراین دمای یک سنگ 

آورید.  به دست  را   f ( )−−
3

4
و  f ( )5 و  f ( )−−5 و  f ( )100 و  f ( )2 مقادیر و  کنید  رسم  را   f x( ) == −−3 تابع  الف(  ف9 

ثابت  عدد  یک  با  برابر   f x( که(  f x( ) = مانند3− توابعی  به 

هر   x به جای گر  ا توابع،  این  در  می شود.  گفته  ثابت  تابع  است، 

گیرد، حاصل، برابر همان عدد ثابت خواهد شد.  عددی حقیقی قرار 

بنابراین:   

f x f f f f f( ) ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )= − ⇒ = − = − − = − = − − = −3 2 3 100 3 5 3 5 3
3
4

3  

)کیلومتر(654321 عمق 

)سانتی گراد(2301951601259055 دما 
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کنید. رسم  را  تابع  نمودار  باشد،  حقیقی  اعداد  مجموعۀ  تابع  این  دامنۀ  گر  ا ب( 

y است.  f x= ( ) کنیم، زیرا همواره y استفاده  ، از f x( ) همیشه می توانیم به جای

کنیم. را رسم   y = −3 نمودار خط باید  پس 

کنید. رسم  نیز  باشد،   [ , ]−−2 5 بازۀ آن  دامنۀ  که  وقتی  را  تابع  این  نمودار  پ( 

بنویسید.  را  آن  جبری  نمایش  و  کنید  رسم  را  تابع  این  نمودار    . f f( ) ( )0 7 2 11== که: «== می دانیم  خطی  تابع  یک  برای  ف10 

f است، خواهیم داشت: x y( ) = اینکه به  توجه  با 

f A f B A B( ) , ( )0 7 0
7

2 11 2
11

= ⇒ = 





= ⇒ = 





⇒ ôi Á»n ¾õ£º »j »  

ôi KÃ{: a y y

x x
B A

B A
=

−
−

=
−
−

= =11 7
2 0

4
2

2  

y ax b y x b b b
A

= + ⇒ = +  → = × + ⇒ =
= 



2 7 2 0 7

0
7  

صورت  این  به   ، f تابع جبری  نمایش  یا   B A» نقاط از  گذرنده  خط  معادلۀ  بنابراین 

y x= +2 7 بود:  خواهد 

چرا؟ می دهد؟  نشان  را  تابع  یک  زیر  جدول  آیا  ف11 

نیستند. برابر  با هم  اول(،  اول )مؤلفه های  اعداد سطر  زیرا  بله، 

نمایش   f t( ) با می کند،  طی  دقیقه   t در  علی  که  را  مسافتی  گر  ا می کند.  طی  را  کیلومتر   0 1/ مسافت پیاده روی،  دقیقه  هر  در  علی  ف12 

می دهد؟ به دست  را  تابع  این  جبری  نمایش  عبارت  کدام  دهیم، 

f )الف t t( ) /== −−0 1 f )ب  t t( ) /== 0 1 f )پ  t t( ) /== ++0 1 f )ت  t t( ) /== −−0 1  

می توانیم این جدول را تشکیل دهیم: 

گزینۀ )ب( درست است. یعنی   ، f t t( ) /=0 1 پس

654321x

362515941y

t...321)دقیقه(  t

0 1/ ×t...0 3/0 2/ 0 )کیلومتر(/1  f t( )
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g را  g g g g; ( ) , ( ) , ( ) , ( )0 2 1 5 2
1

3
4 3== == −− == == گر دربارۀ تابع g داشته باشیم: ف13 ا

کنید.  رسم  را  آن  نمودار  و  بنویسید  مرتب  زوج های  از  مجموعه ای  به صورت 

g = −{( , ),( , ),( , ),( , )}0 2 1 5 2
1
3

4 3  

ݢوابسته اند.  ݢ F به یکدیگر ݢ C== ++
9

5
که با رابطۀ32 ف14  برای اندازه گیری دما از واحدهای »سانتی گراد C« و »فارنهایت F« استفاده می شود 

است؟ فارنهایت  درجۀ  چند  سانتی گراد،  درجۀ  الف(20−− 

F C F FC= +  → = − + = − + = − + = − ⇒ = −= −9
5

32
9
5

20 32
180
5

32 36 32 4 420 ( )  

فارنهایت است.  4− درجۀ  برابر پس20− درجۀ سانتی گراد 

است؟ سانتی گراد  چند  فارنهایت  درجۀ   104 ب( 

F C C C CF= +  → = +  → × = + × ⇒ = += ×9
5

32 104
9
5

32 5 104 9 5 32 520 9 160104 5  

⇒ − = − ⇒ =9 360 40C C برابر 40 درجۀ سانتی گراد است.  فارنهایت  پس 104 درجۀ 

آورد.  به دست  فارنهایت  برحسب  را  سانتی گراد  که  بنویسید  معادله ای  پ( 

F C F C= +  → = +×9
5

32 5 9 1605 ⇒ − = − +  → = −
−

+
−

⇒÷ −9 5 160
5
9

160
9

9C F C
F( ) C F= −5

9
160
9

 

می کند؟ معلوم  را  خطی  تابع  یک  واحد،  دو  این  بین  رابطۀ  آیا  ت( 

است.  C و  F بین خطی  تابع  یک  بیانگر  که  است   C aF b= + آنگاه  ، b = −160
9

و  a = 5
9

گر ا زیرا  بله، 

عرض  از  تابعی  برحسب  را  مستطیل  این  محیط  که  بنویسید  ریاضی  رابطه ای  است.  آن  عرض  از  بیشتر  واحد   3 مستطیل  یک  طول  ف15 

 P با را  مستطیل  محیط  گر  ا بنابراین  بود.  خواهد   x +3 برابر آن  طول  بگیریم،  نظر  در   x را مستطیل  عرض  گر  ا کند.  بیان  آن 

داشت:  خواهیم  دهیم،  نمایش 

P P x= + ⇒ = + + ⇒ = + ⇒ = +2 2 3 2 2 3 4 6( ) P (x x ) P ( x )Æoø Ï¼ö  

که دیده می شود، این رابطه بیانگر یک تابع خطی بین محیط و عرض مستطیل است. همان طور 

باشند. باشد، ولی هیچ زوج مرتب مشترکی نداشته  آنها یکی  برد  و  که دامنه  بزنید  تابع مثال  ف16 دو 

f = {( , ),( , ),( , )}1 4 2 5 3 6  g = {( , ),( , ),( , )}1 6 2 4 3 5  
ÍMIU »j oÀ ¾¹¶Hj = { , , }1 2 3  ÍMIU »j oÀ joM = { , , }4 5 6  

] باشد. چه تعداد از این گونه  , ]−−2 1 ] و برد آن , ]0 2 که دامنۀ آن کنید  ف17 نمودار تابعی را رسم 

در  نمونه،  به عنوان  کرد.  این صورت می توان رسم  به  تابع  بی شمار  کرد؟  توابع می توان رسم 

کرده ایم. این ویژگی رسم  با  را  تابع  روبه رو، 3  نمودار 
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درس سوم: انواع تابع

کتابدرسی   110 و   109 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کنید. کامل  را  زیر  جدول های  ف1 

x1262 5/431
1

2
0 مربع/1 ضلع  طول 

x2144366 25/1691
1
4

0 آن/01 مساحت 

r65321

2
دایره شعاع 

πr236π25π9π4ππ

4
آن مساحت 

است. نمایش  قابل  به صورت                 و  است  از        تابعی  آن  مساحت  باشد،  مربع  یک  ضلع  طول   x گر ا

است. نمایش  قابل  به صورت                  و  است  از       تابعی  دایره  مساحت  باشد،  دایره  یک  شعاع   r گر ا

می نامیم. دوم  درجه  توابع  را  آنها  شده اند،  بیان   r و  x از به ترتیب  دوم  درجۀ  چندجمله ای  یک  به صورت   g و  f چون

V r( ) ==
4
3

r3ππ بنویسید:  کره(  )شعاع   r از سوم  درجۀ  تابع  یک  حسب  بر  را  کره  یک  حجم 

می نامیم. چندجمله ای  توابع  هستند،  متغیر  یک  از  جبری  چندجمله ای های  آنها،  جبری  نمایش  که  را  توابعی 

چندجمله ای اند: توابع  همگی  زیر،  توابع 
f x x x( ) == ++ ++2 5 12  g x x( ) == −−4 32  

h a a a a( ) == ++ −− −−3 22 4 9  r t t t( ) == −− ++ ++
3

5
24  

دهید. نمایش  این صورت  به  نیز  را  توابع  بقیۀ  می دهند.  نمایش  نیز   y x x== ++ ++2 5 12 به صورت را   f تابع 

g x y x( ) : = −4 32   h a y a a a( ) : = + − −3 22 4 9   r t y t t( ) : = − + +3
5

24  

آورید. به دست  را  زیر  توابع  برد  و  دامنه  ف2 

f a a== {{ }}( , ), (b , b), (c , c)   

f

f
á¾¹¶Hj
joM

=
=

{a , b , c}

{a , b , c}  
¾¹¶Hj

joM

= −

= −

{ , , , }

{ , , , }

1 2
3
4

5

1 2
3
4

5

 
¾¹¶Hj
joM

=
=



 

که در هر تابع، دامنه و برد با هم مساوی هستند.  این سه تابع چه شباهت و چه تفاوتی باهم دارند؟ شباهت این سه تابع، در این است 

که تعداد  همچنین در هر سه این توابع، هر عضو در دامنه به خودش در برد، نظیر شده است. تفاوت این سه تابع، در این است 

اعضای دامنه و برد آنها با هم مساوی نیست. همچنین نوع نمایش این سه تابع نیز با یکدیگر متفاوت است. 

f x( ) == x2 x

g r( ) == ππr2 r
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همانی را تابع نظیرشود، برد در عضو همان به دقیقاً تابع دامنۀ از عضو هر و باشند برابر تابع یک برد و دامنه گر ا

 f x x( ) = معادلۀ با که است  y x= همانخط آن نمودار بگیریم، درنظر  را همانی تابع دامنۀ گر ا مینامند.

دادهمیشود. نمایش هم

بنویسید. را  آنها  برد  و  دامنه  و  کنید  مقایسه  هم  با  را  زیر  تابع  سه  ف3 

ساعت1098

هوا191919 دمای 
          ⇒

=
=





¾¹¶Hj
joM

{ , , }

{ }

8 9 10

19
 

⇒
=

=




¾¹¶Hj
joM



{ }3

 

⇒
= − −

= −




¾¹¶Hj
joM

{ , , }

{ }

, ,2 10

1

1 2

مشترک اند؟ ویژگی ای  چه  در  تابع  سه  این 

که برد هر سه تابع تنها شامل یک عضو است. پس هر سه تابع، تابعی ثابت هستند،  ویژگی مشترک این سه تابع در این است 

نظیر می کنند. برد  ثابت در  به یک مقدار  را  یعنی هر عضو در دامنه 

را ثابت تابع بنامیم،  k را اینعضو گر ا ثابتمینامیم. تابع است، تنهاشاملیکعضو آن برد که را f مانند تابعی

نمایشمیدهیم.  f x k( ) = معادلۀ با  معمولًا

کتابدرسی   111 و   110 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید. ارائه  دلخواه  به  مثالی  مورد،  هر  برای  ف1 

f x x x x( ) = + − +3 2 4 54 3 2 کنید.  ارائه  چندجمله ای  تابع  یک  از  مثالی 

g = {( , ),( , ),( , ),( , )}α α β β 2 2 5 5 باشد.   αα ββ, , ,2 5{{ }} آن دامنۀ  که  بزنید  مثال  همانی  تابع  یک 

h {( , ) , ( , )} { , } { , }= ⇒ = =1 2 21 1 2 1 2h há¾¹¶Hj » joM که دامنه و برد آن برابر باشند؛ ولی تابع همانی نباشد. یک تابع مثال بزنید 

نیست. تابع، همانی  این  بنابراین  نظیر نشده است؛  برد  به خودش در  از دامنه،  که دیده می شود، هر عضو  همان طور 

{( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}110 210 3 10 410 5 10 باشد.  عضوی   5 آن  دامنۀ  که  کنید  ارائه  ثابت  تابع  یک  از  مثالی 

کنید. ارائه  واقعی  دنیای  در  ثابت  تابع  از  مثالی 

 20  m s/ ثابت مثلًا با سرعت  اتومبیل  این  گر  ا از زمان است. حال  تابعی  اتومبیل در حال حرکت،  به عنوان مثال، سرعت یک 

V t( ) = 20 یعنی: بود،  20 خواهد  m s/ ثابت  با مقدار  برابر  آن  نیز، سرعت  زمان دلخواه  کند، در هر  حرکت 
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کنید. کامل  را  جدول  است.  شده  رسم   h تابع نمودار  کنید.  مقایسه  یکدیگر  با  و  رسم  را  داده شده  توابع  نمودارهای   2 

t x x( ) == 2h x x( ) == 2g x x( ) == 2f x x( ) == تابع2

حقیقی اعداد  منفیمجموعۀ  حقیقی  اعداد  ]مجموعۀ  , ]−−2 3{ , , , }−−2 دامنه012

[ , )0 +∞( , )0 +∞[ , ]0 9{ , , }01 برد4

دهید.  نشان  نیز  شکل  روی  را  برد  و  دامنه 

اعداد حقیقی وجود دارد، پس: xها در بخش منفی  نمودار روی محور   h x( ) تابع  در 

h á¾¹¶Hj »= −∞( )0  

xها وجود دارد، پس برد این تابع مجموعۀ اعداد  همچنین نمودار، فقط در بالای محور

hjoM = +∞( , )0 حقیقی مثبت است. 

2 دیده می شود، پس: 1 0 2» , , − ها فقط در نقاط x f نمودار روی محور x( در تابع(

f á¾¹¶Hj = −{ , , , }2 0 1 2

1 و 4 دیده می شود، پس:  ،0 نقاط  نمودار فقط در  ها  y و روی محور

f joM = { , , }0 1 4  

ادامه می یابد، پس: تا 3   ( )−2 از ها  x نمودار روی محور  g x( ) تابع در 

g á¾¹¶Hj = −[ , ]2 3

ادامه دارد، پس: تا 9  از صفر  ها  y و روی محور

gjoM = [ , ]0 9   

ها دیده  x که در شکل نیز مشخص است، نمودار در تمام محور t همان طور  x( ) در تابع

اعداد حقیقی است. می شود، پس دامنۀ آن، مجموعۀ 

t â¾¹¶Hj =  

ها دیده می شود، پس: y نامنفی محور تنها در قسمت  نمودار،  همچنین 

tjoM = +∞[ , )0   
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کتابدرسی  112 و   111 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
را  که اعداد داده شده  را نشان می دهد  تابعی  زیر  جدول 

به قدرمطلق آن نظیر می کند. جاهای خالی را پر و نمودار 

کنید. معلوم  را  تابع  این  برد  و  دامنه  کنید.  رسم  را  تابع 

f

f

á¾¹¶Hj

joM

= − −

=

{ }

{ }

, , , , ,

, , , ,

2
1
2

0
1
2

3
4

5

2
1
2

0
3
4

5

 

تابعقدرمطلق نامیدهمیشود. تابعقدرمطلق نظیرمیکند، برد آندر بهقدرمطلق را کههرمقداردردامنه تابعی

نمایشمیدهند. y x= یا  f x x( ) = با را

کنید. رسم  را  آن  نمودار  باشد،  حقیقی  اعداد  مجموعۀ  قدرمطلق  تابع  یک  دامنۀ  گر  ا

¾¹¶Hj joM= = +∞ , [ , )0  

نمایشمیدهند. نیز  f x
x x

x x
( ) =

≥

− <




0

0
بهصورت را تابعقدرمطلق -1

تابعچندضابطهای تابعیک این است، معادلههایمختلفی دارای تابع  x <0 و  x برای0≤ اینکه به توجه با -2

نامیدهمیشود. )قطعهای(

کتابدرسی  112 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
تعلق دارد؟  تابع  کدام  به  نمودار  کنید هر  کامل و مشخص  را  نمودارها  آنها داده شده اند.  نمودارهای  از  نیز قسمتی  و   h  ، g  ، f توابع

کنید. مشخص  نیز  را  تابع  هر  برد  و  دامنه 

f x
x

x
( ) ==

−− >>
<<





1 0

2 0
 g x

x x

x

x x

( ) ==

−− >>

==

−− −− ≤≤ <<










4 1

5

2
1

4 1

 h x
x x

x
( ) ==

≤≤ ≤≤
<< −−





2 2 3

5 1
 

53

4
1

2
0−−

1

2
−−2x

53
4

1
2

01

2
2f x( )
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کرده ایم. آنها رسم  به  مربوط  بازه های  نقطه یابی، در  با  را  نمودارها  که  باشید  توجه داشته 

h

h
á¾¹¶Hj

joM
= −∞ −

=






( , ) [ , ]

[ , ]

1 2 3

4 6

  f

f
á¾¹¶Hj

joM
= −

= −






 {}

{ , }

0

1 2
 g

g
á¾¹¶Hj
joM

= − +∞
= − +∞







[ , )

( , )

4

3
 

بیابید.  را   g( )0 و  h( )5 ،  f ( )−−
1

5
،  g( )−−2 ، f ( )3 مقادیر

داریم: توابع،  ضابطۀ  و  نمودارها  به  توجه  با 

f g f h g( ) , ( ) ( ) , ( ) , ( ) , ( )3 1 2 2 2
1
5

2 5 2 5 0 0= − − = − − = − = = =  

کتابدرسی  113 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کنید. مشخص  را  آنها  برد  و  دامنه  و  رسم  را  زیر  تابع های  نمودار  ف1 

 

f

x x

x x

(x) ==

>>

++ ≤≤















2 0

3 1 0  

x

y

x

y

0 1 2

0 1 4

1 0

2 1

−
−

       

f

f
á¾¹¶Hj
joM

=
=











 

 g x

x x

x

x x

( ) ==

−− >>

−− << ≤≤

−− ≤≤ −−
















2 5 2

1 3 2

1

2
3

    

x

y

x

y

2 3

1 1

4 3

2
3
2

−

− −

 g

g
á¾¹¶Hj
joM

=
= − +∞









[ , )1
 

آورید. به دست  را   g( )−−
1

5
و  f ( )−−2 ، g( )2 ، f ( )5 ، g( )0 ، f ( )0 مقادیر

نمودارهای رسم شده، خواهیم داشت: و  تابع  به ضابطه های  توجه  با 

f g g f g( ) , ( ) , f( ) , ( ) , ( ) ( ) , ( )0 1 0 1 5 5 25 2 1 2 3 2 1 5
1
5

12= = = = = − = − + = − − =  
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آورید. به دست  را  تابع  این  برد  و  دامنه  آورید.  به دست  را  آن  ضابطۀ  است.  شده  داده   f قطعه ای تابع  نمودار  ف2 

A = −
−







2
4

 B = 




0
0

 

C = 




0
1

 D = 





2
1

 

E = 





2
2

 F = −






5
1

 

آوریم:  به دست  را   EF CD و ، AB باید معادلۀ خط های ابتدا   ، f تابع قطعه ای آوردن ضابطۀ  به دست  برای 

: AB معادلۀ خط

AB a
y y

x x
y x bB A

B A

B
ôi KÃ{ :

( )
( )

=
−
−

= − −
− −

= = ⇒ = +  →
=



0 4

0 2
4
2

2 2

0
0 = × + ⇒ = ⇒ =0 2 0 0 2b b y x  

y است. CD برابر 1= ها را در نقطه ای به عرض 1 قطع می کند، پس معادلۀ خط y که محور : خطی افقی است  CD معادلۀ خط

: EF معادلۀ خط
EF a

y y

x x
y x bF E

F E

E

ôi KÃ{ : =
−
−

= − −
−

= − = − ⇒ = − +  →
=









1 2

5 2
3
3

1 1

2

2 22 2 4 4= − + ⇒ = ⇒ = − +b b y x

] رسم شده است.  , )2 +∞ EF در دامنۀ ) و خط , )0 2 CD در دامنۀ ، خط [ , ]−2 0 AB در دامنۀ نمودار، خط به  توجه  با 

بنابراین: 
f x

x x

x

x x

( ) =
− ≤ ≤
< <

− + ≥







2 2 0

1 0 2

4 2

 f

f
á¾¹¶Hj
joM

= − +∞
= −∞







[ , )

( , ]

2

2
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h داده شده اند. x x( ) == ++2 3 g و x( ) | x |== ++3 f و x x( ) == ++2 3 h و توابع x x( ) == 2 g و x( ) | x |== f و x( ) x== 2 نمودارهای توابع

و  g x( ) | x |== −−
3

4
و  f x x( ) == −−2

3

4
توابع سپس  شده اند.  رسم  اول  تابع  سه  کمک  به  چگونه  آخر  تابع  سه  که  دهید  توضیح 

کنید.  رسم  روش  همین  به  را   h x x( ) == −−2 3

4

گر  ا یعنی  می آیند.  به وجود  دوم  تابع  سه  کنیم،  منتقل  بالا  به  ها  y محور امتداد  در  واحد   3 را  اول  تابع  سه  از  کدام  هر  گر  ا

 g x( ) توابع برای  همچنین  و  می آید  به وجود   f x x( ) = +2 تابع3 نمودار  کنیم،  منتقل  بالا  به  واحد   3 را   f x x( ) = 2 نمودار

نمودارهای  باید   h x x( ) = −2 3
4

g و x x( ) | |= −3
4

، f x( ) x= −2
3
4

توابع برای رسم  برقرار است.  این موضوع  نیز   h x( ) و

کنیم. منتقل  پایین  به  واحد   3
4

به اندازۀ را  اول 



فکلاغفسپید شاهفکلیدفدروسفدهمف

8فف

 لصف5

در واحد  k بهاندازۀ  f x( ) نمودار انتقال با را  f x k( ) + تابع نمودار میتوان ، f x( ) مانند تابعی نمودار داشتن با

منفی درجهت انتقال باشد،  k <0 گر ا و مثبت درجهت انتقال باشد،  k >0 گر ا آورد. بهدست yها امتدادمحور

بود. خواهد

کتابدرسی   114 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 

تابع کمک  به  که  را  توابعی  برد  و  ݢدامنه  زیر   شکل  در  ف1 

دهید  توضیح  می توانید  آیا  بیابید.  شده اند،  رسم   f x( ) | x |==

نمودار این توابع چگونه رسم شده اند؟

است،   ( ) حقیقی اعداد  مجموعۀ  تابع،  سه  هر  دامنۀ 

همچنین برد هر سه تابع، برابر است با اعداد حقیقی نامنفی، 

¾¹¶Hj joM= = +∞ , [ , )0 بنابراین: 

ها  به سمت راست  x f را 3 واحد در امتداد محور x x( ) | |= کافی است نمودار تابع  ، f x x( ) | |= −3 برای رسم نمودار تابع

x ها  f را 4 واحد در امتداد محور x x( ) | |= کافی است نمودار تابع  ، f x x( ) | |= +4 کنیم. همچنین برای رسم نمودار تابع منتقل 

کنیم. به سمت چپ منتقل 

گر ا دهیم. انتقال ها x محور امتداد در واحد  k را  f x( ) تابع نمودار است کافی  f x k( )+ تابع نمودار رسم برای

بود. انتقالدرجهتمثبتخواهد باشد،  k <0 گر ا و منفی انتقالدرجهت باشد،  k >0

بیابید.  را  آنها  برد  و  دامنه  شده اند.  رسم  دیگری  توابع  نمودار   f x x( ) == −− 2 و  f x x( ) == 2 تابع نمودار  کمک  به  زیر،  شکل های  در  ف2 

کنید. رسم  نیز  را   f x x( ) ( )== ++12 نمودار

nHj¼µº ¾w oÀ á¾¹¶Hj
nHj¼µº ¾w oÀ joM

=
= +∞









[ , )0

nHj¼µº »j oÀ á¾¹¶Hj
nHj¼µº »j oÀ joM

=
= −∞









( , ]0
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کتابدرسی   115 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
شده اند.  رسم   t و  h ، g ، f دوم درجۀ  توابع  نمودار  زیر  شکل های  در 

f x x( ) ( )== −− −−5 22  g x x( ) ( )== ++ −−1 12  h x x( ) ( )== −− ++3 12  t x x( ) ( )== −− ++ ++1 32  

می دهند؟ نشان  را  تابع  کدام  نمودارها  از  یک  هر  الف( 

آورید: به دست  را  توابع  این  از  یک  هر  برد  و  دامنه  ب( 

t x x( ) ( )= − + +1 32

¾¹¶Hj
joM

=
= −∞







( , ]3

g x x( ) ( )= + −1 12

¾¹¶Hj
joM

=
= − +∞







[ , )1

h x x( ) ( )= − +3 12

¾¹¶Hj
joM

=
= +∞







[ , )1

f x x( ) ( )= − −5 22

¾¹¶Hj
joM

=
= − +∞







[ , )2

کتابدرسی   117 تا   115 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین
و  مرتبی  زوج   نمایش  و  آورید  به دست  را  تابع  این  برد  کنید.  رسم  است،   { , ,

1

2
0 5} مجموعه آن  دامنۀ  که  را   f x x( ) == −−3 تابع1 ف1 

دهید. ارائه  را  آن  پیکانی  نمودار 

f x x f

f

f( ) , , ,

( ) ( )

( ) ( ){ }= − = →

= − = − =

= −3 1
1
2
0 5

1
2

3
1
2

1
3
2

1
1
2

0 3 0á¾¹¶Hj 11 0 1 1

5 3 5 1 15 1 14

1
2

114= − = −

= − = − =













⇒ = −

f

f

( ) ( )

, ,{ }joM  

نمودار پیکانی

نمایش زوج مرتبی

نمودار تابع

f = −{( , ),( , ),( , )}
1
2

1
2

0 1 5 14
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بود؟ خواهد  چگونه  پاسخ ها  باشد،    تابع این  دامنۀ  گر  ا

 خواهد بود. زیرا   باشد، برد تابع نیز گر دامنۀ این تابع حال ا

گیرد، حاصل هم عددی حقیقی  x قرار  که به جای هر عدد حقیقی 

خواهد بود و چون در این حالت، هم دامنه و هم برد تابع نامتناهی 

کنیم. را در صفحۀ مختصات رسم  هستند، بهتر است نمودار آن 

کنید. در  آنها مشخص  کمک نمودار  را به  از این توابع  از توابع رسم شده اند. دامنه و برد هر یک  ف2 در شکل های زیر نمودار تعدادی 

بنویسید. را  )ج(  و  )الف(  توابع  جبری  نمایش  دهید.  نمایش  بازه  یک  به صورت  را  برد  و  دامنه  دارد،  امکان  که  مورد  هر 

-3 -2 -1 1 2 3
-1

-2

-3

1

2

3

y

x

)پ(     

x

y

(0, 4)

( 4,0)� (4,0)

)ب(  

x

y

5

6
(5, 6)

(0,2)

)الف(

¾¹¶Hj
joM

= − − −
= − −





{ , , , , , , }

{ , , , , }

3 2 101 2 3

3 2 0 1 2

¾¹¶Hj
joM

= −
=





[ , ]

[ , ]

4 4

0 4

¾¹¶Hj
joM

=
=





[ , ]

[ , ]

0 5

2 6

y

x
8

7

-1
-2

( 2,2)�

(0, 1)�

(8, 7)

)ج( )ث(   

x

y

(4,0)

(2, 4)

( 1, 5)� �

)ت(  

¾¹¶Hj
joM

= −
= −





[ , ]

[ , ]

2 8

1 7

¾¹¶Hj
joM

= = −∞ +∞
= −∞





 ( , )

( , ]3
 

¾¹¶Hj
joM

= −
= −





[ , ]

[ , ]

1 4

5 4

بنابراین:  B روی خط هستند،  = 





5
6

A و = 




0
2

نقطۀ  به دست می آوریم. دو  را  )الف(  تابع  نمایش جبری 

AB شیب خط : a
y y

x x
y x bB A

B A
=

−
−

=
−
−

= ⇒ = +6 2
5 0

4
5

4
5

A
b b

=



 → = × + ⇒ =
0
2 2

4
5

0 2  

⇒ = + ⇒ = +y x f x x
4
5

2
4
5

2( )  

به  توجه  با  می آوریم.  به دست  را  قطعه  هر  معادلۀ  که  دارد  قطعه  دو  )ج(  تابع  می آوریم:  به دست  را  )ج(  تابع  جبری  نمایش 

A = −





2
2

 B = −






0
1

 C = 





8
7

نمودار، داریم: 

10x

2−1y
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AB داریم:  برای معادلۀ خط

AB a y x b
B

ôi KÃ{:
( )

(= − −
− −

= − ⇒ = − +  → − = − ×
= −





1 2

0 2
3
2

3
2

1
3
2

0
1

00 1
3
2

1) + ⇒ = − ⇒ = − −b b y x  

BC داریم: برای معادلۀ خط

BC : شیب خط  a y x b b b y x
B

= − −
−

= ⇒ = +  → − = + ⇒ = − ⇒ = −
= −





7 1

8 0
1 1 1 0 1 1

0
1( )  

g x
x x

x x
( ) =

− − − ≤ ≤

− < ≤







3
2

1 2 0

1 0 8
به صورت مقابل است:  تابع )ج(  نمایش جبری  پس 

کنید. بررسی  را  زیر  گزاره های  نادرستی  یا  درستی  ف3 

است.   ( , )0 ++ ∞∞ نیز آن  بُرد  و   ( , )0 ++ ∞∞ برابر  f x x( ) == −−2 تابع1 دامنۀ  الف( 

نیز مشخص است: نمودار  که در  زیرا همان طور  نادرست است، 

   f

f
á¾¹¶Hj
joM

=
= − +∞









[ , )1
  

است.  ( , )2 ++ ∞∞ آن بُرد  و  حقیقی  اعداد  همۀ   f x(x) | |== −−
1

3
تابع دامنۀ  ب( 

نیز مشخص است: که در شکل  زیرا همان طور  نادرست است، 

   
f

f

á¾¹¶Hj

joM

=

= − +∞









[ , )
1
3

   

است.  ( , )−−∞∞ ++ ∞∞ برابر  f x( ) == ثابت2 تابع  دامنۀ  پ( 

  f

f
á¾¹¶Hj
joM

=
=









{ }2
درست است.  

.  f f
( )

( )
1

2

2
== آنگاه،  f x x( ) == ++2 گر1 ا ت( 

f
f

f

f
f

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

1 21 1 3
3

5
2

1
2
22 2 2 1 5

2
2

5
2

= + =
⇒ ≠ ⇒ ≠

= + = ⇒ =
زیرا:  نادرست است، 

باشد،  متر   30 استوانه  ارتفاع  گر  ا است.  شده  تشکیل  استوانه،  انتهای  دو  در   r شعاع به  نیم کره  دو  و  استوانه  یک  از  گاز  تانکر  یک  ف4 

بنویسید.  r از تابعی  حسب  بر  را  تانکر  حجم 

کره و یک استوانه: کره را تشکیل می دهند. پس حجم تانکر برابر است با مجموع حجم های یک  دو نیم کره روی هم، یک 

V r V V r r h r r( ) = + = + = + ×½o¨ ¾ºH¼TwH
4
3

4
3

303 2 3 2π π π π  

⇒ = +V r r(r)
4
3

303 2π π = +2
2
3

152πr r( )  
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چیست؟ توابع  این  برد  و  دامنه  می دهد؟  نمایش  را  )ر(  تا  )الف(  تابع های  از  کدام یک  زیر  نمودارهای  از  یک  هر  ف5 

)خ()پ()الف()ذ(

)ب()ر()ث()ح(

)د()ج()ت()چ(

)الف y x== −−2 3 ⇒
=

= − +∞




¾¹¶Hj
joM



[ , )3
)ب  y x== −− ++2 2 ⇒

=
= −∞





¾¹¶Hj
joM



( , ]2
 

)پ y x== | | ⇒
=

= +∞




¾¹¶Hj
joM



[ , )0
)ت  y x== −− | | ⇒

=
= −∞





¾¹¶Hj
joM



( , ]0
 

)ث y x== ++( )12 ⇒
=

= +∞




¾¹¶Hj
joM



[ , )0
)ج  y x== −−| |

1

2
⇒

=

= − +∞







¾¹¶Hj

joM



[ ),
1
2

 

)چ y x== −−| |2 ⇒
=

= +∞




¾¹¶Hj
joM



[ , )0
)ح  y x== −− ++( )2 2 ⇒

=
= −∞





¾¹¶Hj
joM



( , ]0
 

)خ y x== −− −−| | 2 ⇒
=

= −∞ −




¾¹¶Hj
joM



( , ]2
)د  y x== −− ++( )2 32 ⇒

=
= +∞





¾¹¶Hj
joM



[ , )3
 

)ذ y x== −−| | 2 ⇒
=

= − +∞




¾¹¶Hj
joM



[ , )2
)ر  y x== ++ −−( )

1

2
32 ⇒

=
= − +∞
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از  کنید.  پیدا  را  تابع  هر  برد  این صورت  در  باشد.  شده  محدود   [ , ]−−2 3 بازۀ به   5 تمرین  توابع  از  یک  هر  دامنۀ  کنیم  فرض  ف6 

بگیرید. کمک  نمودارها 
)الف( برد  = −[ , ]3 6 برد )ب(  = −[ , ]7 2 برد )پ(  = [ , ]0 3  

برد )ت( = −[ , ]3 0 برد )ث(  = [ , ]0 61 برد )ج(  = −[ ],
1
2

5
2

 

برد )چ( = [ , ]0 4 برد )ح(  = −[ , ]25 0 برد )خ(  = − −[ , ]5 2  

برد )د( = [ , ]3 19 برد )ذ(  = −[ , ]2 1 )ر(  برد  = −[ ],3
37
4

 

کنید.  حساب  را  خواسته شده  مقادیر  و  بنویسید  را  تابع  این  ضابطۀ  است.  شده  داده   f تابع نمودار  ف7 

f ( )5  f ( )6  f ( )3  f ( )
1

2
 f ( )0  f( )−−

5

2
 

زیر است:  به صورت  نقاط  نمودار، مختصات  به  توجه  با 

A B D E= −
−







= −





= 





= 





= −
−







3
2

2
3

2
0

3
4

5
2

, , C , ,    

: EA معادلۀ خط

y = −2 ی است:  افٯݑ این خط یک خط 

: AB معادله خط

AB a y x b
A

ôi KÃ{ :
( )
( )

( )= − −
− − −

= ⇒ = +  → − = −
= −

−




3 2

2 3
5 5 2 5 3

3
2 ++ ⇒ − = − + ⇒ =b 2 15 13b b  

⇒ = +y x5 13  
: BC معادلۀ خط

BC y x b
B

ôi KÃ{ : a
( )

(= −
− −

= − ⇒ = − +  → = − ×
= −



0 3

2 2
3
4

3
4

3
3
4

2
3 −− + ⇒ = ⇒ = − +2

3
2

3
4

3
2

) b b y x  

: CD معادلۀ خط

CD y x b b b y x
C

ôi KÃ{:a = −
−

= ⇒ = +  → = × + ⇒ = − ⇒ = −
= 



4 0

3 2
4 4 0 4 2 8 4

2
0

88  

f f

f

( ) ( ) .

( )

5 4 5 8 6

3

= − →

=

:SvÃº ¾LwId¶ ®MI¤ jnHkº j¼]» ¾¹¶Hj nj 6

44 3 8 4
1
2

3
4

1
2

3
2

9
8

0
3
4

0
3
2

3
2

5
2

5
5
2

( ) ( ) ( )

( ) f( ) ( )

− = = − + =

= − × + = − = − +

f

f 113
1
2

=

 

f x

x

x x

x x

x x

( ) =

− < −

+ − ≤ < −

− + − ≤ <

− ≤ ≤















2 3

5 13 3 2

3
4

3
2

2 2

4 8 2 3
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آورید. به دست  را   f ( )−−1 و  f ( )−−4 می گذرد.  ( , )0 3 و  ( , )4 3 نقاط از  خطی  تابع  یک  نمودار  ف8 

با است  برابر  خط  این  معادلۀ  می شود،  مشاهده  رسم شده  نمودار  در  که  همان طور 

f f( ) , ( )− = − =1 3 4 3 بنابراین:  ثابت است؛  تابع  که یک   f x( ) = 3

دقیقه  هر  برای  آن  از  پس  و  است  تومان  هزار   2 کمتر،  یا  دقیقه   3 برای  تماس  برقراری  زمان  از  دیگر،  کشور  با  تلفنی  مکالمۀ  هزینۀ  ف9 

تا دقیقاً 4 دقیقه، 3 هزار تومان دریافت می شود. نمودار  از 3 دقیقه  یک هزار تومان به هزینۀ آن اضافه می شود. مثلًا برای زمان بیشتر 

کنید. رسم  دقیقه   6 زمان  پایان  تا  زمان  برحسب  را  هزینه 

باشد، داریم: آن  f هزینۀ  x( ) تماس و برقراری  زمان  x مدت  گر ا

⇒ =

< ≤
< ≤
< ≤
< ≤










f x

x

x

x

x

( )

2000 0 3

3000 3 4

4000 4 5

5000 5 6

 

چرا؟ می دهد؟  نمایش  را  تابع  یک  زیر،  رابطه های  از  کدام یک  ف10 

کنید. رسم  را  معادله  دو  هر  نمودار 

f x

x x

x x

( ) ==

>>

++ ≤≤










0

2 2

 

x

y

x

y

0 1

0 1

0 2

2 4

 

نیست.  تابع   f نقطه قطع می کند، پس را در 2  نمودار  و 2،   0 بین  هر خط عمودی 

 
g x

x x

x x

( ) ==

<<

++ ≥≥










2 0

1 0
 

x

y

x

y

−
−
1 0

2 0

0 1

1 2

 

تابع است.   g نقطه قطع می کند، پس کثر در یک  را حدا نمودار  هر خط عمودی، 

است. شده  تشکیل  ذوزنقه  تعدادی  از  زیر  الگوی  ف11 

2 2 2 2 2 2

22221

1 1

1 1 1 1 1

11 1 1 1 1

1 1 1 1

کنید. کامل  را  زیر  جدول  ذوزنقه هاn54321 الف(  تعداد 

3 2n شکل17141185+ محیط 

+3 +3 +3 +3
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میکند؟ معلوم را تابع ومحیطشکل،یک ذوزنقهها تعداد بین رابطۀ ب(چرا

میکند. اختیار محیطخود، برای را مقدار یک فقط هرشکل، زیرا 

 ¾¹¶Hj joM= = + ∈ , { | }3 2n n تابعچیست؟ این برد و دامنه

کنید. رسم را آن نمودار

میکند. قطع 1 عرض به نقطهای در را ها y محور و میگذرد ( , )2 3−− و  ( , )1 2−− نقاط از که است سهمی یک تابعی، نمودار 12 

کنید. رامشخص تابع برد و دامنه و رسم را آن نمودار و بیابید را تابع این نمایشجبری

بنابراین: قراردارند. آن روی ( , )2 3− و ( , )1 2− نقاط و است y ax bx c= + +2 بهصورت: معادلۀسهمی

( , ) ( ) ( ) c a b c ( )1 2 2 1 1 2 12− ⇒ − = + + ⇒ + + = −a b 

( , ) ( ) ( ) c a b c ( )2 3 3 2 2 4 2 3 22− ⇒ − = + + ⇒ + + = −a b 

قراردارد.بنابراین: نیزرویسهمی  ( , )0 1 نقطۀ 1قطعمیکند.پس بهعرض نقطهای رادر yها چونسهمیمحور

1 0 0 1 0 0 1
1 1 2 3

2 4 2 1
2= × + × + ⇒ = + + ⇒ = ⇒

+ + = − ⇒ + = −
+ + =

a b c c c
a b a b

a b
( )

( ) :

( ) : −− ⇒ + = −


 3 4 2 4a b





رارسممیکنیم. اینسهمی است.حال y x x= − +2 4 بهصورت1 بنابراینمعادلۀسهمی

x
b
a

y
ac b

a
= − = − −

×
= = − = − − = − = − ⇒

2
4

2 1
2

4
4

41 1 4
41

4 16
4

3
2 2( ) ( )( ) ( )

( )
» táHHn ( , )2 3− 

321x

−2−3−2y

¾¹¶Hj
joM

=
= − +∞







[ , )3

⇒
− × + = −

+ = −




⇒ − − =
+ = −





= ⇒ = ⇒ + = −

( )2 3

4 2 4
2 2 6

4 2 4

2 2 1 3

a b

a b
a b

a b

a a a b ⇒⇒ + = − ⇒ = −1 3 4b b
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درس اول: شمارش

درسی کتاب   119 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � متن  پرسش 

را  اتومبیل  اعداد، چند  و  از حروف  استفاده  با  مقابل،  به صورت  ک هایی  با پلا باشند.  ک یکسان داشته  نباید پلا اتومبیل  که دو  می دانید 

کرد؟ می توان شماره گذاری 

کرد، پس فقط از رقم های  ک خودروها از عدد صفر نمی توان استفاده  در پلا

استفاده می شود: الفبا  تا 9 و 32 حرف   1

9 9 32 9 9 9 9 9 32 97× × × × × × × = × حالت  

ک های جدید خودروهای شهر تهران، در دو رقم سمت راست، از رقم صفر )به صورت ایران 10( که در پلا  دقت داشته باشید 

بود: زیر خواهد  به صورت  پاسخ  این صورت  استفاده می شود. در   

9 9 32 9 9 9 9 9 32 9

9 9 32 9 9 9 1 32 9

7

10
5

× × × × × × × = ×

× × × × × × = ×
jkø  

⇒ = × + × + = × × = × ×× =IÀïS²Ie ®¨ jHk÷U 32 9 32 32 9 9 1 32 82 9 41 2 997 5 2 5 6 55 ( ) حالت  

درسی کتاب   120 و   119 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
او  بدهد.  شیرینی  پوریا،  دوستش  به  آزمون  یک  در  قبولی  به خاطر  دارد  قصد  امین  ف1 

که پوریا را به یکی از دو مکان رستوران »یا« آب میوه فروشی دعوت  با خود فکر می کند 

را  قیمه  و  قورمه سبزی  چلوخورشت  غذای  2نوع  از  یکی  تنها  برود،  رستوران  به  گر  ا کند. 

گر به آب میوه فروشی برود، تنها یکی از سه نوع آب میوۀ هویج،  کند و ا می تواند انتخاب 

کند. انتخاب  می تواند  را  پرتقال  و  سیب  

انتخاب.  5 دارد؟  وجود  پوریا  برای  انتخاب  چند 

2 3 5+ = قیمه{: , قورمه , هویج , سیب , }پرتقال  

کند. اما او می خواهد امین  ف2 هفتۀ بعد پوریا قصد دارد به خاطر تولدش امین را دعوت 

انتخاب و در  ببرد و در رستوران یک  را هم به آن رستوران »و« هم به آن آب میوه فروشی 

آب میوه فروشی هم یک انتخاب به او بدهد. امین چند نوع انتخاب خواهد داشت؟
2 3 6× = انتخاب.   6

قورمه({ , )هویج , قورمه( , )سیب , قورمه( , )پرتقال , قیمه( , )هویج ,  

قیمه( , )سیب , قیمه( , })پرتقال  

هو�ج

س�ب

پرتقال

هو�ج

س�ب

پرتقال

قوريالمه

ق�چمه

 لصف6:فشمارش،فبدونفشمردن
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در سؤال اول، چون  که باعث شد تعداد حالت های موجود در دو مثال متفاوت باشد؟  ف3 چه تفاوتی در دو سؤال بالا وجود داشت 

و  کردیم  با هم جمع  را  گروه ها  انتخاب های  تعداد  یا آب میوه(، پس  انتخاب می شد )غذا  گروه ها  از  یکی  از  باید فقط یک مورد 

انتخاب پشت   2 کل،  در  باید  و  انتخاب می شد  مورد  گروه یک  هر  از  باید  ولی در سؤال دوم،  انتخاب وجود داشت.  کل 5  در 

کردیم. را در هم ضرب  گروه ها  انتخاب های  سر هم انجام می دادیم )یک غذا و یک آب میوه(، پس تعداد 

حالات  تعداد  و  آب میوه فروشی  و  رستوران  انتخابی  فهرست های  گزینه های  تعداد  بین  رابطه ای  چه  بالا  سؤال  دو  از  یک  هر  در  ف4 

ضرب  عمل  از  دوم،  سؤال  در  و   ( )2 3 5+ = جمع عمل  از  اول  سؤال  در  داده شده،  توضیحات  با  چرا؟  دارد؟  وجود  جواب 

می کنیم. استفاده   ( )2 3 6× =

درسی کتاب   121 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
خانۀ  به  بردن  برای  شیرینی«  نوع  »یک  یا  گل«  شاخۀ  »یک  انتخاب  دو  از  یکی  به  او  برود.  دوستش  عیادت  به  دارد  قصد  پژمان  ف1 

از:  عبارت اند  دارد،  نظر  در  او  که  رُز. شیرینی هایی  و  زنبق  گلایل،  مریم،  از:  عبارت اند  دارد،  نظر  در  او  که  گل هایی  دوستش فکر می کند. 

دارد؟  انتخاب  چند  او  کشمشی.  و  نارگیلی  ¬®گردویی،  Â¹ÄoÃ{

4 3 7
↑ ↑

+ = انتخاب دارد.   پژمان 7  کند، طبق اصل جمع  انتخاب  را  گروه ها  از  یکی  از  باید یک مورد  چون فقط 

گل« و »یک نوع شیرینی«  ف2 هفتۀ بعد پژمان می خواهد به دیدن خانۀ جدید یکی از دوستانش برود. او این بار می خواهد »یک شاخه 

آنها را بنویسید. کند؟  گزینه ها را در ذهن دارد. او این بار به چند حالت می تواند خرید  بخرد و همان 

گروه می خواهد یک انتخاب داشته باشد )در واقع 2 انتخاب پشت سر هم(، طبق اصل ضرب 12 حالت برای خرید  چون از هر 

4 3 12
↑ ↑

× =

®¬ Â¹ÄoÃ{ او وجود دارد: 

, مریم({ )گردویی , مریم( , )نارگیلی , مریم( , )کشمشی , گلایل( , )گردویی , گلایل( , )نارگیلی , گلایل( , )کشمشی , زنبق( , )گردویی ,

زنبق( , )نارگیلی , زنبق( , )کشمشی , رُز( , )گردویی , رُز( , )نارگیلی , رُز( , })کشمشی  

چرا؟  کردید؟  استفاده  اصلی  چه  از   )2( و   )1( قسمت های  از  یک  هر  در  ف3 

از اصل جمع و در قسمت  با هم جمع می کنیم یعنی  را  گروه ها داریم، پس 3 و 4  از  از یکی  انتخاب  در قسمت اول، فقط یک 

می کنیم. استفاده  ضرب  اصل  از  یعنی  می کنیم  ضرب  در هم  را   4 و   3 پس  باشیم،  داشته  انتخاب  یک  گروه  هر  از  باید  دوم، 

شود. حل  ضرب  اصل  با  یکی  و  جمع  اصل  با  یکی  که  کنید  طرح  مسئله  دو  ف4 

عطر  نوع  دو  گر  ا بخرد.  پیراهن  یک  یا  عطر  یک  می خواهد  او  بخرد.  هدیه ای  پدر،  روز  مناسبت  به  می خواهد  دانش آموزی   -1

برای خریدن هدیه دارد؟ انتخاب  این دانش آموز چند  باشد،  او  پیراهن مختلف موردنظر  نوع  مختلف و سه 

2:اصل جمع 3 5+ =  

گرفته هم عطر بخرد و هم پیراهن. او از بین دو نوع عطر مختلف و سه نوع پیراهن  2- دانش آموز دیگری برای روز پدر، تصمیم 

کند؟ مختلف، به چند حالت می تواند خرید 

2:اصل ضرب 3 6× =  
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درسی کتاب   123 و   122 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
این  برای  از این اعدادند.  با سه رقم 5 و 3 و 2 چند عدد سه رقمی می توان نوشت؟ به طور مثال 235 و 352 و 335 سه نمونه  الف( 

گرفت. در نظر  مذکور  ارقام  با  مقابل  جایگاه  سه  کردن  پر  به صورت  را  سه رقمی  عدد  نوشتن  می توان   کار 

آوردن  به دست  برای  شود،  انجام  باید  آن  مرحلۀ  سه  هر  و  دارد  مرحله  سه  کار  این  پس 

از اصل ضرب  استفاده  با  و  باید مشخص شود  کردن هر جایگاه  پر  راه های  تعداد  جواب، 

شود. ضرب  هم  در 

دارد. وجود  عدد   27 لذا  کرد؛  پُر  می توان  حالت   3 به  را  جایگاه  هر 

   IÀS²Ie jHk÷U == 3 3 3 27
2 3 5 2 3 5 2 3 5IÄ IÄ IÄ IÄ IÄ IÄ

×× ×× ==  

از  نوعی  نیز  و  مورد نظر  اعداد  تعداد  آوردن  به دست  برای  می توان  نیز  نمودار  این  از  شده اید.  آشنا  پیش  سال های  در  درختی،  نمودار  با 

کنید. تکمیل  را  آن  و  دقت  صفحه  حاشیۀ  در  کشیده شده  درختی  نمودار  به  کرد.  استفاده  آنها  نمایش 

باشد؟ نداشته  تکراری  رقم  که  ساخت  می توان  سه رقمی  عدد  چند  رقم  سه  همان  با  ب( 

کردن جایگاه اول از سمت چپ )صدگان( چند حالت امکان دارد؟ 3 حالت وجود دارد. یعنی یکی از ارقام 2، 3 یا 5. 1- برای پر 
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دارد؟ امکان  حالت  چند  دوم  جایگاه  کردن  پر  برای  گذاشته ایم.  جایگاه  اولین  در  را  اعداد  از  یکی  کنیم  فرض  حال   -2

دارد. وجود  حالت   2 بنابراین  می مانند؛  باقی   2 و   3 رقم  دو  باشیم،  داده  قرار  اول  جایگاه  در  را   5 رقم  گر  ا مثال،  به عنوان 

 

حالت  1 دارد؟  وجود  حالت  چند  سوم  جایگاه  کردن  پر  برای   -3

 

دارد. وجود  غیرتکراری  ارقام  با   5 3و  و   2 توسط  سه رقمی  عدد   3 ×× ×× ==2 1 6 لذا

532 523 352 325 253 235, , , , , از:   اعداد، عبارت اند  این 

نوشت؟ می توان  زوج  سه رقمی  عدد  چند  عدد  سه  همان  با  پ( 

باشد؟ زوج  ساخته شده  عدد  که  گونه ای  به  شود،  پر  می تواند  روش  چند  به  راست  سمت  جایگاه   -1

گیرد. قرار  باید در سمت راست عدد  و آن هم  رقم زوج داریم  زیرا فقط یک  1 روش،  به 

روش  3 به  هرکدام  شوند؟  پر  می توانند  روش  چند  به  یک  هر  دیگر،  جایگاه  دو   -2

3 3 1 9×× ×× == با است  برابر  حالت  این  در  اعداد  تعداد  لذا 

نوشت؟ می توان  غیرتکراری  ارقام  با  زوج  سه رقمی  عدد  چند  عدد  سه  همان  با  ت( 

باشد؟ زوج  ساخته شده  عدد  که  گونه ای  به  شود  پر  می تواند  روش  چند  به  راست  سمت  جایگاه   -1

گیرد. قرار  باید در سمت راست عدد  و آن هم  رقم زوج داریم  تنها یک  زیرا  1 روش،  به 

رقم  نوشتن  از  زیرا پس  به 2 طریق،  پر شود؟  به چند طریق می تواند  راست، جایگاه سمت چپ،  کردن جایگاه سمت  پر  از  2- پس 

است. باقی مانده  رقم  دو  تنها  راست،  سمت  جایگاه  در  زوج 

نوشته  قبلی  جایگاه های  در  رقم  دو  موجود،  سه رقم  از  زیرا  طریق،   1 به  شود؟  پر  می تواند  طریق  چند  به  وسط  جایگاه  حال   -3

است. باقی مانده  رقم  یک  تنها  و  شده اند 

2 1 1 2×× ×× == با است  برابر  حالت،  این  در  مورد نظر  اعداد  تعداد  لذا   -4

درسی کتاب   126 تا    124 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 
جمع  اصل  از  کار  این  برای  کنید  مشخص  آورید.  به دست  زیر  حالت های  در  را  دستگاه  یک  رمز  برای  ممکن  حالت های  تعداد  ف1 

دو. هر  از  یا  ضرب  اصل  از  یا  می شود  استفاده 

است. فارسی  الفبای  حرف  یک  یا  عدد  یک  که  شده،  تشکیل  گزینه  یک  از  رمز  این  الف( 
IÀ ´¤n jHk÷U

ÂwnIÎ  ý»oe jHk÷U
S²Ie

ÁILÿ²H

=

=
⇒ + =







10

32
10 32 42 اصل جمع: 

ایجاد می شود. رمز موردنظر  یا یک حرف،  انتخاب یک رقم  با  که  باشید  دقت داشته 

است. فارسی  الفبای  حرف  یک  دوم  گزینۀ  و  عدد  یک  اول  گزینۀ  که  است  شده  تشکیل  گزینه  دو  از  رمز  این  ب( 

10 32 320
↓ ↓

× =

´¤n ýoe

S²Ie اصل ضرب: 

ایجاد می شود.  رمز موردنظر  انتخاب یک رقم و یک حرف،  با  که  باشید  توجه داشته 
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است. فارسی  الفبای  حرف  یک  دیگر  گزینۀ  و  عدد  یک  گزینه ها  از  یکی  که  است  شده  تشکیل  گزینه  دو  از  رمز  این  پ( 

هم اصل ضرب و هم اصل جمع:

گزینۀ دوم حرف( و  رقم  اول  )گزینۀ  یا  رقم(  گزینۀ دوم  و  اول حرف  )گزینۀ  کار، دو حالت وجود دارد:  این  انجام  برای 

10 32 32 10 320 320 640
↓ ↓ ↓ ↓

× + × = + =
´¤n ýoe ýoe ´¤n

S²Ie  

انگلیسی اند. حروف  گزینه  دو  هر  یا  عددند  گزینه  دو  هر  یا  که  است  شده  تشکیل  گزینه  دو  از  رمز  این  ت( 

گزینۀ دوم حرف( و  اول حرف  )گزینۀ  یا  رقم(  گزینۀ دوم  و  رقم  اول  )گزینۀ  هم اصل ضرب و هم اصل جمع: 

26 26 10 10 676 100 776× + × = + = S²Ie  

غیرتکراری اند. انگلیسی  حروف  دوم  گزینۀ  دو  و  غیرتکراری  اعداد  اول  گزینۀ  دو  که  است  شده  تشکیل  گزینه   4 از  رمز  این  ث( 

10 9 26 25 58500× × × =
jHkøH ý»oe

S²Ie� ��� اصل ضرب: 

بین  کوچه  هر  در  و  کوچه   12 تا   10 بین  خیابان  هر  در  و  خیابان،   10 تا   8 بین  بلوار،  هر  در  و  اصلی  بلوار   5 صنعتی  شهرک  یک  در  ف2 

که ممکن است در این شهرک وجود داشته باشد، چند تاست؟  کارخانه هایی  کثر تعداد  کارخانه وجود دارد. حداقل و حدا 20 تا 30 

کثر انتخاب می کنیم. کوچک ترین اعداد را برای به دست آوردن حداقل و بزرگ ترین اعداد را برای به دست آوردن حدا

این شهرک صنعتی وجود دارد. کارخانه در  کثر 18000  Hke¤®حداقل 8000 و حدا
oX¨ Hke

= × × × =
= × × × =





⇒
5 8 10 20 8000

5 10 12 30 18000
 

کنیم. رنگ  آبی  و  قرمز  رنگ  دو  با  را  زیر  مثلث  رأس های  می خواهیم  ف3 

کار امکان پذیر است؟ برای هر رأس 2 انتخاب وجود دارد، پس: الف( به چند طریق این 

2 2 2 8
A B C

× × = S²Ie  

نباشند. هم رنگ  وصل اند،  هم  به  که  رأس هایی  که  گونه ای  به  داد،  انجام  را  رنگ آمیزی  این  می توان  طریق  چند  به  ب( 

و  آبی  با  را   A رأس گر  ا مثلًا  داریم.  رنگ   2 فقط  ما  و  دارد  وجود  رأس   3 زیرا  داد،  انجام  را  کار  این  نمی توان  طریقی  هیچ  به 

کار  این  B هم رنگ می شود. پس  یا  A از رأس های با یکی  بزنیم،  که  را هر رنگی   C آنگاه رأس کنیم،  با قرمز رنگ  را   B رأس

کار، صفر است. این  انجام  راه های  تعداد  و  غیرممکن است 

کنید. بررسی  می کنیم،  استفاده  مختلف  رنگ  سه  از  حالتی که  در  را  )ب(  و  )الف(  قسمت  دو  هر  پ( 

3 3 3 27
A B C

× × = S²Ie کل حالت ها برابر است با:  کنیم، تعداد  گر از 3 رنگ استفاده  الف( ا

A آبی باشد، مانند شکل های روبه رو،  گر رأس ب( روش اول:  ا

کرد. را رنگ آمیزی  به 2 صورت می توان رأس ها 

 A گر رأس A قرمز باشد، 2 حالت و ا گر رأس به همین ترتیب، ا

 2 2 2 6+ + = کل در  پس  دارد.  وجود  حالت   2 نیز  باشد،  زرد 

حالت وجود دارد.

3 2 1 6
A B C

× × = استفاده می کنیم:  از اصل ضرب  روش دوم: 

قرمز

آب�

زريالد زريالد

آب�

قرمز

A A

B C CB
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انتخاب   B مجموعۀ  از  ارقام  سایر  و  شوند  انتخاب   A مجموعۀ  از  آنها  راست  سمت  رقمی  دو  عدد  که  زیر  به صورت  ک هایی  پلا با  ف4 

کرد؟ شماره گذاری  می توان  را  ماشین  چند  شود،  انتخاب   C مجموعۀ  از  آن  در  استفاده شده  حرف  و  شوند 

 A == →→{ , , , }11 22 99 عدد   9  

 B == →→{ , , , , , , , , }1 2 3 4 5 6 7 8 9 عدد    9  

 C == { ب  , ج   , د   , س   , ص   , ط   , ق   , ل   , م   , ن   , و   , ه   , ی   } →→ حرف    13 

 

انتخاب شوند. تکراری  به صورت  ارقام می توانند  که  باشید  توجه داشته 

اتوماتیک( تولید می شود. اتومبیل در 5 مدل، 10 رنگ، 3 حجم موتور مختلف و 2 نوع دنده )اتوماتیک و غیر  کشور نوعی  ف5 در یک 

می شود؟ تولید  اتومبیل  این  از  مختلف  نوع  چند  الف( 

 

می شود؟  تولید  مشکی  رنگ  با  اتومبیل  این  از  نوع  چند  باشد،  مشکی  تولید شده  رنگ های  از  یکی  گر  ا ب( 

می شود؟  تولید  اتوماتیک  دنده  مشکی  اتومبیل  این  از  نوع  چند  پ( 

( است. فردی قصد دارد به سؤال ها به صورت  گزینه ای )بله - خیر گزینه ای و 5 سؤال 2  ف6 یک آزمون چند گزینه ای، شامل 10 سؤال 4 

گر: ا دهد  انجام  را  کار  این  می تواند  روش  چند  به  او  دهد.  جواب  تصادفی 

هر  به  دادن  پاسخ  برای  و  حالت   4 گزینه ای،   4 سؤال  هر  به  دادن  پاسخ  برای  دهد؟  جواب  سؤال ها  همۀ  به  باشد  مجبور  الف( 

بنابراین: دارد.  وجود  حالت   2 گزینه ای،   2 سؤال 

( ) (4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2 2 2

4 10

× × × × × × × × × × × ×
ÁH ï¾¹Äq¬  ÏH á¼w� ������ ������

×× × = × = × ⇒2 2 4 2 2 2

2 5

10 5 20 5)

ÁH ï¾¹Äq¬  ÏH á¼w� ��� ���
کل روش ها تعداد  = 225  

پاسخ  برای  و  گزینه ای، 5 حالت  به هر سؤال 4  پاسخ دادن  برای  این صورت،  در  بگذارد؟  را بدون جواب هم  بتواند سؤال ها  ب( 

بنابراین: گزینه ای، 3 حالت وجود دارد.  دادن به هر سؤال 2 

( ) (5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 3 3 3

4 10

× × × × × × × × × × × × ×
ÁH ï¾¹Äq¬ ÏH á¼w� ������ ������

33 3 5 3 5 3 7

2 5

10 5 2 5 5× = × = × ⇒ =) ( )

ÁHï ¾¹Äq¬ ÏH á¼w

IÀ x»n jHk÷U®¨
� ��� ���

555  

A و B و C و D و E باشد  گر شکل مقابل نشان دهندۀ جاده های بین شهرهای ف7  ا

رفت؟  E شهر  به   A شهر  از  می توان  طریق  چند  به  باشند،  یک طرفه  جاده ها  همۀ  و 

A C D E A B E→ → → → →IÄ کار دو حالت وجود دارد:  برای این 

کل حالت ها 2:تعداد  3 1 2 2 6 4 10× × + × = + = حالت  
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باشد. درست  ارائه شده،  جواب  که  کنید  کامل  گونه ای  به  را  زیر  مسئله  ف8 

؟ باشد  فرد  ارقامشان  همۀ  به طوری که   نوشت  می توان  زوج  رقمی  دو  عدد  چند  مسئله: 

با  عدد   20 ضرب  اصل  به  توجه  با  لذا  4تاست.  برابر  دهگان  نوشتن  راه های  تعداد  و  تاست   5 برابر  یکان  نوشتن  راه های  تعداد  حل: 

دارد.   وجود  نظر  مورد  شرایط 

باشد. زیر  به صورت  آن  جواب  و  شود  حل  آنها  دوی  هر  یا  و  ضرب  اصل  یا  جمع  اصل  از  استفاده  با  که  کنید  طرح  مسئله ای  ف9 

2 2 2 3 3 3 35×× ×× ++ ×× ×× ==  

گر شکل مقابل، نشان دهندۀ جاده های بین شهرهای E ،D ،C ،B ،A و F باشد  ا

و همۀ جاده ها یک طرفه باشند، به چند طریق می توان از شهر A به شهر D رفت؟

درس دوم: جایگشت

درسی کتاب   127 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � متن  پرسش 
برای  به هم می شوند.  الکتریکی  اتصال دو دستگاه  باعث  که  کتاب درسی وجود دارند  مانند شکل صفحۀ 127  سه فیش و سه درگاه 

به  فیش  سه  اتصال  برای  مختلف  حالت  چند  باشد.  شده  وصل  خود  به  مخصوص  درگاه  به  فیش  هر  باید  دستگاه،  دو  درست  اتصال 

3 2 1 6
1 2 3½I¬nj ½I¬nj ½I¬nj

S²Ie× × =
دارد؟  وجود  درگاه  سه 

کردن حالت درست، شرکت های  کارکردن درست دستگاه می شود. آیا می دانید برای راحت تر پیدا  بین تمام حالت ها فقط یکی منجر به 

می کنند. مشخص  رنگ  یک  با  را  آن  درگاه  و  فیش  هر  می کنند؟  عمل  چگونه  تولیدی 

درسی کتاب   127 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
بنویسید. زیر  مربع های  در  را  آنها  دادن  قرار  مختلف  حالت های  بنامیم.   c و   b و   a را  فیش ها  کنید  فرض  ف1 

ف2 آیا در سه مربع به هم چسبیده، حرفی می تواند تکرار شود؟ خیر، زیرا باید از هر فیش یکی داشته باشیم و وجود حرف تکراری، 

نیست. امکان پذیر  که  باشیم  داشته  یکی  از  بیش  فیش،  یک  از  که  است  این  معنی  به 

برای  کرد، سپس  با 3 فیش پر  را می توان  درگاه 1  را به دست آورد؟  با توجه به اصل ضرب چگونه می توان تعداد این چینش ها  ف3 

فیش  یک  فقط   ،3 درگاه  برای  آخر،  در  کرده ایم.  وصل  قبلًا  را  فیش ها  از  یکی  زیرا  است،  مانده  باقی  فیش   2 فقط   2 درگاه 

می ماند. باقی 

3 2 1 6
1 2 3½I¬nj ½I¬nj ½I¬nj

× × =  
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درسی کتاب   128 و   127 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 

داد؟ قرار  هم  کنار  را   4 و   3 و   2 و   1 عدد  چهار  می توان  مختلف  حالت  چند  به 

کنید 4 مربع به صورت مقابل  کنیم. فرض  می خواهیم مسئلۀ قبل را با استفاده از اصل ضرب حل 

که هر چهار  از چینش است. واضح است  از مربع ها یک مرحله  کدام  کردن هر  پر  که  وجود دارد 

کردن مربع ها باید در هم ضرب شود. مرحله باید انجام شود؛ لذا تعداد حالت های ممکن برای پر 

کدام از 4 عدد را می توان در آن قرار داد. ف1  اولین مربع )مثلًا مربع سمت چپ( به چند روش می تواند پر شود؟ به 4 روش، زیرا هر 

عدد  3 است؟  مانده  باقی  چیده نشده  عدد  چند  مربع  اولین  شدن  پر  از  پس   -

کرد. پر  می توان  روش   3 به  را  مربع  دومین  کرد؟  پر  می توان  روش  چند  به  را  مربع  دومین  حال   -

کرد. پر  می توان  روش   1 به  را  مربع  چهارمین  و  روش   2 به  را  مربع  سومین  چطور؟  را  مربع  چهارمین  و  سومین 

4 3 2 1 24×× ×× ×× = با  است  برابر  ممکن  حالت های  تعداد  ضرب،  اصل  به  توجه  با  حال   -

حاصل ضرب از  است  عبارت  متمایز  شیء  چهار  جایگشت های  تعداد  به عبارتی  یا  متمایز  شیء  چهار  چیدن  را ه های  تعداد  بنابراین 

4 3 2 1 24×× ×× ×× ==  

کنارهم،یکجایگشتازآناشیامیگوییم. گرچندشیءمتمایزداشتهباشیم،بههرحالتِچیدنِآنها ا

کنار  می شوند(  خوانده  تِتا  و  دلتا  گاما،  بتا،  آلفا،  )به ترتیب  θθ و δδ و γγ و ββ و αα یونانی حرف  پنج  چیدن  روش های  تعداد  شما  به نظر  ف2 

5 4 3 2 1 120× × × × = چندتاست؟   متمایز  شیء  پنج  جایگشت های  تعداد  به عبارتی  یا  تکرار،  بدون  و  هم 

»ه«  و  »پ«  »ن«،  »ا«،  »و«،  »ش«،  »ت«،  حروف  دادن  قرار  هم  کنار  از  که  معنی(  بدون  و  )با معنی  هفت حرفی  کلمات  تعداد  ف3 

7 6 5 4 3 2 1 5040× × × × × × = حروف(  تکرار  چندتاست؟)بدون  ساخت  می توان 

نوشت؟ می توان  متمایز  ارقام  با  رقمی   9 عدد  چند   1  ،2  ،3  ،4  ،5  ،6  ،7  ،8  ،9 ارقام  از  استفاده  با  ف4 

9 8 7 6 5 4 3 2 1 362880× × × × × × × × =  

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 3628800× × × × × × × × × = چندتاست؟  متمایز  شیء   10 جایگشت های  تعداد  ف5 

دهید. نشان  حاصل ضرب  یک  با  را  متمایز  شیء   n جایگشت های  تعداد  باشد،  طبیعی  عدد  یک   n گر  ا ف6 
n n n( )( )− − × × × ×1 2 3 2 1  

بنابراین: کتوریل( نشان می دهند،  فا  n )بخوانید  n! با را  این حاصل ضرب  ریاضی  که در 

n n n n( )( ) !− − × × × × =1 2 3 2 1  

درسی کتاب   128 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � متن  پرسش 
به طور  می دهیم.  نمایش  کتوریل(  فا  n(  n! به صورت را   n تا  1 از  متوالی  و  طبیعی  اعداد  حاصل ضرب  باشد،  طبیعی  عدد  یک   n گر ا

آخر. الی  و   3 1 2 3! == ×× ××        2 1 2! == ××        1 1! == مثال 

0 1! == دارد: قرار 

. n! با است  برابر  متمایز،  شیء   n جایگشت های تعداد  نماد،  این  به  توجه  با  حال 
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درسی کتاب   129 و   128 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
کنید. کامل  را  قسمت  هر  نمونه  مانند  ف1 

)الف 6 6 5 4 3 2 1 6 5
5

! !
!

== ×× ×× ×× ×× ×× == ××
� ��� ���

)ب  8! = × × × × × × × = ×8 7 6 5 4 3 2 1 8 7
7!

!
� ���� ����

 

!10)پ = × × × × × × × × × = ×10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 10 9
9!

!
� ����� �����

)ت  n! = × − × − × × × × = × −
−

n n n n n

n

( ) ( ) ( )!

( )!

1 2 3 2 1 1

1

�
� ����� �����

 

آورید. به دست  را  زیر  عبارت های  حاصل   ف2 

)الف 5
4

5 4 3 2 1
4 3 2 1

5

4

4

!
!

!

!

!
==

×× ×× ×× ××
×× ×× ××

==

� �� �

� �� ��
10)ب 

9

!

!
==
10 9
9

10
× =!
!

 

n )پ

n

!

( )!−−1
= −

−
=n n

n
n

( )!
( )!

1
1

8 )ت 
6

!

!
= × × = × =8 7 6

6
8 7 56

!
!

 

10 )ث
8

!

!
= × × = × =10 9 8

8
10 9 90

!
!

n )ج 

n

!

( )!−−2
= − −

−
= −n n n

n
n n

( )( )!
( )!

( )
1 2
2

1  

8 )چ
5

!

!
= × × × = × × =8 7 6 5

5
8 7 6 336

!
!

10 )ح 
7

!

!
= × × × = × × =10 9 8 7

7
10 9 8 720

!
!

 

n )خ

n

!

( )!−−3
= − − −

−
= − −n n n n

n
n n n

( )( )( )!
( )!

( )( )
1 2 3

3
1 2  

)د  n

n

!

( )!−−4
= − − − −

−
= − − −n n n n n

n
n n n n

( )( )( )( )!
( )!

( )( )( )
1 2 3 4

4
1 2 3  

)ذ  n

n

!

( )!−−5
= − − − − −

−
= − − − −n n n n n n

n
n n n n n

( )( )( )( )( )!
( )!

( )( )( )( )
1 2 3 4 5

5
1 2 3 4  

)ر  n

n k

!

( )!−−
= − − × × − + −

−
= − − × × − +n n n n k n k

n k
n n n n k

( )( ) ( )( )!
( )!

( )( ) ( )
1 2 1

1 2 1


  

دهید. نمایش  کتوریل  فا نماد  از  استفاده  با  نمونه  مانند  را  زیر  حاصل ضرب های  ف3 

9 )الف 8×× = × × × × ×
× × ×

9 8 7 6 1
7 6 1

7

7

…
� �� ��

…� �� ��

!

!

==
9

7

!

!
9 )ب  8 7 6×× ×× ×× = × × × × =9 8 7 6 5

5
9
5

!
!

!
!

 

11 )پ 10 9×× ×× = × × × =11 10 9 8
8

11
8

!
!

!
!

8 )ت  = × =8 7
7

8
7

!
!

!
!

 

)ث  n(n )−−1 = − −
−

=
−

n n n
n

n
n

( )( )!
( )!

!
( )!

1 2
2 2

 

)ج  n(n )(n )(n )−− −− −−1 2 3 = − − − −
−

=
−

n n n n n
n

n
n

( )( )( )( )!
( )!

!
( )!

1 2 3 4
4 4
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درسی کتاب   129 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
تعداد جایگشت های هفت  یعنی  می توان نوشت؛  a b e f s t, , , , , با حروف تکرار حروف  که بدون  کلمات هفت حرفی  تعداد  ف1 

. 7 7 6 5 4 3 2 1 5040!= × × × × × × = با  است  برابر  متمایز  شیء 

. n! شیءمتمایزبرابراستبا n تعدادجایگشتهای

نوشت،  می توان  بالا  حرف  هفت  همان  با  که  را  متمایز  حروف  با  سه حرفی  کلمات  تعداد  می خواهیم  ضرب  اصل  به  توجه  با  حال  ف2 

آوریم.  به دست 

انتخاب   7 داریم؟  انتخاب  چند  سه حرفی،  کلمۀ  حروف  از  حرف  اولین  انتخاب  برای 

می ماند. باقی  انتخاب   5 حرف  سومین  برای  و  انتخاب   6 حرف  دومین  برای  چطور؟  حرف  سوم  و  دوم  انتخاب  برای 

7 6 5 210× × =  .210 با: است  برابر  نظر  مورد  سه حرفیِ  کلمات  تعداد  بنابراین 

جایگشتهای تعداد بهعبارتی یا متمایز شیء هفت از شیء سه چیدن راههای تعداد آمد، بهدست آنچه واقع در

سهتاییازهفتشیءمتمایزاست.

9 8 7 6 3024× × × = آورید.  به دست  را  متمایز  شیء  نه  از  چهارتایی  جایگشت های  تعداد  ف3 

بنویسید. کتوریل  فا از  استفاده  با  را   3 و   2 مراحل  در  به دست آمده  اعداد  ف4 

2 7 6 5
7
4

3 9 8 7 6
9
5

  á¾±eo¶   á¾±eo¶⇒ × × = ⇒ × × × =!
!

,
!
!

 

بنویسید. کتوریل  فا از  استفاده  با  آن را  و  آورید  به دست  را  متمایز  شیء   n از  سه تایی  جایگشت های  تعداد  ف5 

n
n

n
× − × − =

−
(n ) (n )

!
( )!

1 2
3

 

بنویسید. کتوریل  فا از  استفاده  با  را  آن  و  آورید  به دست  را   ( )0≤≤ ≤≤r n متمایز شیء   n از  جایگشت هایrتایی  تعداد  ف6 

n
n n

n r
n n r n r× − × − × × − + = −

−
− − + × −

(n ) (n ) (n r )
( )

( )!
( )...( ) ( )!

1 2 1
1 2 1

 ==
−
n

n r
!

( )!
 

در که را nشیءمتمایز بین از rشیء انتخابهای تعداد بهعبارتی یا nشیءمتمایز از تایی r تعدادجایگشتهای

زیرمحاسبهمیشود: ازدستور آن ومقدار نمایشمیدهیم P r(n , ) با باشد، گرفتنمهم قرار ترتیب آنها

P n r
n

n r
( , )

( )
=

−
!

!


درسی کتاب   131 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
عقب  دفاع  یک  و  جلو  دفاع  یک  چپ،  دفاع  یک  راست،  دفاع  یک  خود  تیم  در  پیش رو  بازی  برای  دارد  قصد  فوتبال  مربی  یک  ف1 

برای چیدن  بازی چند حالت  کنند. در شروع  بازی  از این چهار پست  کدام  که می توانند در هر  بازیکن دفاعی دارد  قرار دهد. او شش 

آوریم.  به دست  را  متمایز  شیء  شش  از  چهارتایی  جایگشت های  تعداد  باید  دارد؟  وجود  مربی  این  برای  دفاعی  خط  این 

P( , )
!

( )!
!
!

6 4
6

6 4
6
2

6 5 4 3 2 1
2 1

360=
−

= =
× × × × ×

×
= حالت   
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چهار  از  سه تایی  جایگشت های  تعداد  باید  نوشت؟  می توان  غیرتکراری  ارقام  با  سه رقمی  عدد  چند   1 و   2 و   3 و   5 عددهای  با  ف2 

P( , )
!

( )!
!
!

4 3
4

4 3
4
1

4 3 2 1
1

24=
−

= = × × × = حالت  آوریم:   به دست  را  متمایز  شیء 

درسی کتاب   132 و   131 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 
به چند حالت مختلف می توانند مشخص شوند؟ تا سوم  اول  تیم های  لیگ  این  پایان  قرار دارند. در  تیم  ف1 در یک لیگ فوتبال 18 

آوریم: به دست  را  متمایز  از 18 شیء  تعداد جایگشت های سه تایی  باید 

P( , )
!

( )!
!
!

!
!

18 3
18

18 3
18
15

18 17 16 15
15

18 17 16 4896=
−

= =
× × × = × × = حالت  

برای  مختلف  حالت های  تعداد  گر  ا بچینیم.  قفسه ای  در  و  کنیم  انتخاب  را  کتاب  سه  می خواهیم  مختلف  کتاب  تعدادی  بین  از  ف2 

چندتاست؟ کتاب ها  تعداد  باشد،  210تا  کار  این 

21 تاست. بنابراین: n شیء متمایز برابر 0 nتا باشد، در این صورت تعداد جایگشت های سه تایی از کتاب ها گر تعداد  ا

P n
n

n
n n n n

n
n n n( , )

!
( )!

( )( )( )!
( )!

( )(3 210
3

210
1 2 3

3
1 2= ⇒

−
= ⇒ − − −

−
= − − )) = 210  

n است. = 7 که یعنی حاصل ضرب سه عدد متوالی210 شده است، با راهبرد حدس و آزمایش، مشخص می شود 

n n n
↑ ↑ ↑

− − =

× ×

( )( )1 2 210

7 6 5

����  

کتاب ها 7تا است. تعداد  بنابراین 

است؟ نادرست  کدام  و  درست  زیر  موارد  از  کدام یک  ف3 
6 3 3! ! !== ++  
6 6 5 4 3 2 1 720

3 3 3 2 1 3 2 1 6 6 12
720 12 6 3

!

! ! ( ) ( )
!

= × × × × × =
+ = × × + × × = + =

⇒ ≠ ⇒ ≠ !! !+




3 زیرا:  نادرست است، 

6 6 5! !== ××  
6 6 5 4 3 2 1 6 5

5

! !
!

= × × × × × = ×� ��� ��� زیرا:  درست است، 

8 4 2! ! !== ××  
8 8 7 6 5 4 3 2 1 40320

4 2 4 3 2 1 2 1 24 2 48
4032

!

! ! ( ) ( )

= × × × × × × × =
× = × × × × × = × =

⇒ 00 48 8 4 2≠ ⇒ ≠ ×




! ! ! زیرا:  نادرست است، 

2 3 6×× ==! !  
2 3 2 3 2 1 12

6 6 5 4 3 2 1 720
12 720 2 3 6

× = × × × =
= × × × × × =

⇒ ≠ ⇒ × ≠




!

!
! ! زیرا:  نادرست است، 

( !) !3 92 ==  
( !) ( )

!

3 3 2 1 6 36

9 9 8 7 6 5 4 3 2 1 362880
36 36

2 2 2= × × = =
= × × × × × × × × =






⇒ ≠ 22880 3 92⇒ ≠( !) ! زیرا:  نادرست است، 

4
8

2
!

!

!
==  

4 4 3 2 1 24

8
2

8 7 6 5 4 3 2 1
2 1

20160
24 20160 4

!

!
!

= × × × =

= × × × × × × ×
×

=






⇒ ≠ ⇒ !!

!
!

≠ 8
2

زیرا:  نادرست است، 
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ترتیبی  با  مشخص  کلید  سه  باید  خاص،  دستور  یک  انجام  برای  است،  کلید   20 دارای  که  کوچک  ماشین حساب  نوع  یک  در  ف4 

هر  فشردن  و  دهد  انجام  را  کار  این  تصادفی  به طور  بخواهد  و  کدام اند  مورد نظر  کلید  سه  نداند  فردی  گر  ا شوند.  داده  فشار  مشخص 

کند؟ اجرا  را  مورد نظر  دستور  می تواند  زمانی  چه  در  حالت(  بدترین  )در  کثر  حدا فرد  این  بخواهد،  زمان  ثانیه   2 کلید  سه 

گرفتن آنها )جایگشت های سه تایی از بیست شیء متمایز(  ابتدا تعداد حالت های انتخاب 3 دکمه از 20 دکمه بااهمیت ترتیب قرار 

به دست می آوریم: را 
P( , )

!
( )!

!
!

!
!

203
20

20 3
20
17

20 19 18 17
17

20 19 18 6840=
−

= =
× × × = × × = حالت   

با: برابر است  زمان  کثر  بدترین حالت، حدا نیاز داریم، پس در  زمان  ثانیه  به 2  کلید در هر حالت  برای فشردن سه  چون 

6840 2 13680 228 3 48× = = = ′¾ÃºIY ¾£Ã¤j :  
حروف تکرار  بدون  و  پیرا«  »گل  کلمۀ  حروف  با  ف5 

تعداد جایگشت های 6  باید  تکراری،  بدون حروف  کلمات 6حرفی  تمام  نوشتن  برای  نوشت؟   کلمۀ 6 حرفی می توان  الف( چند 

6 6 5 4 3 2 1 720!= × × × × × = شیء متمایز را به دست آوریم، یعنی: 

تعداد  باید  می شوند،  شروع  »گل«  با  که  6حرفی  کلمات  تعداد  آوردن  به دست  برای  می شود؟  شروع  »گل«  با  آنها  از  تا  چند 

که 4 حرف  کلمات ثابت است و به تعداد حالت هایی  ابتدای  را به دست آوریم، زیرا »گل« در  جایگشت های 4 حرف بعدی 

4 4 3 2 1 24!= × × × = بنابراین:  کلمۀ جدید ساخته می شود.  بگیرند،  قرار  کنار هم  بعدی می توانند در 

با »گل« شروع می شود. آنها  از  تعداد 24تا  کلمۀ 6حرفی، فقط  تعداد 720  از  یعنی 

آوریم. به دست  را  متمایز  شیء  شش  از  چهارتایی  جایگشت های  تعداد  باید  نوشت؟  می توان  حرفی   4 کلمۀ  چند  ب( 

P( , )
!

( )!
!
!

6 4
6

6 4
6
2

6 5 4 3 2 1
2 1

6 5 4 3 360=
−

= =
× × × × ×

×
= × × × =  

کنار هم آمده باشند. آنها دو حرف »پ« و »ر« در  که در  کلمۀ 6 حرفی می توان نوشت  پ( چند 

را  بنویسیم )جایگاه »پ« و »ر«  کلمۀ 5حرفی  که می خواهیم یک  باشند، شبیه حالتی است  کنار هم  گر دو حرف »پ« و »ر«  ا

5 5 4 3 2 1 120!= × × × × = گیرد.(:  کلمه قرار  که این جایگاه نیز ممکن است در جاهای مختلف  با هم یک جایگاه می گیریم 
نتیجه: با هم جابه جا شوند، در  ممکن است   ( ! )2 2 1= × به 2 حالت نیز  و »ر«  از طرفی دو حرف »پ« 

کل حالت ها 2:تعداد  120 240× = حالت  

باشند؟  آمده  هم  کنار  در  »ر«  و  »پ«  حرف  دو  آنها  در  که  نوشت  می توان  حرفی   4 کلمۀ  چند  ت( 

انتخاب دو حرف دیگر داریم: به  نیاز  کلمۀ چهارحرفی  نوشتن  برای  باشند،  کنار هم  و »ر«  گر دو حرف »پ«  ا

P( , )
!
!

4 2
4
2

4 3 2 1
2 1

12= = × × ×
×

=
 

کنار هم قرار داد: از طرفی با انتخاب دو حرف »پ« و »ر« و 12حالت برای دو حرف دیگر، به 3 حالت می توان آنها را 

قرار می گیرند، پس:  کنار هم  ) در  ! )2 2 1= × به 2 حالت نیز  این دو حرف  همچنین 

کل حالت ها تعداد   :2 3 12 72× × = حالت   
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باشند؟ آمده  هم  کنار  »پیرا«  کلمۀ  حروف  آنها  در  که  نوشت  می توان  حرفی   5 کلمۀ  چند  ث( 

. 4! با تعداد جایگشت های چهار شیء متمایز یعنی برابر است  کنار هم،  کلمۀ »پیرا« در  گرفتن حروف  قرار   تعداد حالت های 
دارد.  حالت   2 که  کنیم  انتخاب  »ل«  و  »گ«  بین  از  را  دیگر  حرف  یک  باید  تنها  حرفی،   5 کلمه های  نوشتن  برای  سپس 
می شود.  ایجاد  اینجا  در  هم  حالت   2 پس  کلمه،  آخر  یا  بیاید  کلمه  اول  است  ممکن  شده،  اضافه  پنجم  حرف  همچنین 
4 2 2 4 3 2 1 4 24 4 96! ( )× × = × × × × = × = حالت داشت:  خواهیم  بنابراین 

درس سوم: ترکیب

درسی کتاب   133 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
که  نوشت  می توان  تکراری  غیر  رقم های  با  سه رقمی  عدد   5

5 3
60

!
!

!
( ) !−−

== تعداد  5 و   4  ،3  ،2  ،1 رقم  پنج  با  دیدید،  که  همان طور  ف1 

از: عبارت اند 

345245235234145135134125124123

354254253243154153143152142132

435425325324415315314215214213

453452352342451351341251241231

534524523423514513413512412312

543542532432541531431521421321

آنها  ارقام در  این  از سه رقم خاص ساخته شده اند و فقط جای  آنها  همۀ  کنید. چه ویژگی ای دارند؟  به شش عدد هر ستون نگاه 

کرده است.  تغییر 

A را بنویسیم؟ { , , , , }== 1 2 3 4 5 ف2 با توجه به ستون های جدول بالا چگونه می توانیم تمام زیر مجموعه های سه عضویِ مجموعۀ

شود  عوض  جایشان  عضوها،  گر  ا مجموعه،  نمایش  در  زیرا  کنیم.  انتخاب  را  عدد  اولین  رقم های  ستون،  هر  از  است  کافی 

نمی آید. به وجود  مجموعۀ جدیدی 

هستند. تا   10 بنویسید.  را  آنها  هستند؟  چندتا  زیر مجموعه ها  این 

{ , , }1 2 3 » { , , } { , , } { , , } { , , } { , , } { , , } { , , } {12 4 12 5 13 4 13 5 14 5 2 3 4 2 3 5 2» » » » » » » ,, , } { , , }4 5 3 4 5»  

قرار  هم  کنار  ترتیب   ،1 فعالیت  در  کرد؟  متمایز  را  آنها  نظر  مورد  حالت های  تعداد  که  داشت  وجود   2 و   1 فعالیت  در  تفاوتی  چه  ف3 

نیست. مهم  رقم ها  گرفتن  قرار  هم  کنار  ترتیب   2 فعالیت  در  ولی  است،  مهم  رقم ها  گرفتن 

یک  معادل   ،1 فعالیت  در  ستون  هر  می دهد؟  به دست  را   2 فعالیت  از  سه عضوی  زیر مجموعۀ  چند   ،1 فعالیت  در  ستون  هر  ف4 

نمی شود. ایجاد  جدیدی  زیرمجموعۀ  رقم ها،  کردن  جابه جا  با  زیرا  است،   2 فعالیت  در  سه عضوی  زیرمجموعۀ 

بر 6 تقسیم  زیرمجموعه های فعالیت 2 حاصل می شود؟  تعداد  بر چه عددی   1 تقسیم جواب فعالیت  از  به فعالیت 4،  با توجه  ف5 

3 3 2 1 6!= × × = یعنی: متمایز،  تعداد جایگشت های 3 شیء  با  برابر است  عدد 6  آورد؟  به دست  را چگونه می توان  این عدد 

rعضوی nشیءمتمایزکهدرآنترتیبانتخاباهمیتنداشتهباشدیابهعبارتیبههرزیرمجموعۀ rشیءاز بههرانتخاب

با nشیءمتمایزرامعمولًا rتاییاز nشیءمیگوییم.تعدادترکیبهای rتاییاز nعضوی،یکترکیب ازیکمجموعۀ

نمایشمیدهیموداریم: n
r( Cیا( n r( , )n

r
n

n r r
r n( )= −
≤ ≤!

( )! !
( )0
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درسی کتاب   136 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � متن  پرسش 

5

5

5
5 5 5

1
0

1
1

1






=
−

= = =!
( )! ! !

چرا؟  است.   5
5

1

 


 == برابر دوم  دسته  افراد  تعداد 

درسی کتاب   136 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  کاردر 
n شیء متمایز مشخص شود  از  r شیء  گرفتن اشیاء اهمیت دارد و باید تعداد جایگشت های  کدام یک از موارد زیر، ترتیب قرار  ف1 در 

شود؟ مشخص  متمایز  شیء   n از  rتایی  ترکیب های  تعداد  باید  و  ندارد  اهمیت  اشیا  گرفتن  قرار  ترتیب  کدام یک  در  و 

بی معنی(. و  )با معنی  متمایز  حرف   5 با  تکراری  حرف  بدون  سه حرفی  کلمه ای  ساختن  الف( 

P( , )
!

( )!
!
!

5 3
5

5 3
5
2

5 4 3 2 1
2 1

60=
−

= =
× × × ×

×
= حالت استفاده شود.  از جایگشت  باید  ترتیب مهم است. پس 

متمایز. گل  شاخه  پنج  بین  از  گل  شاخه  سه  انتخاب  ب( 
5
3

5
5 3 3

5
2 3

5 4 3 2 1
2 1 3 2 1

10



 =

−
=

×
=

× × × ×
× × × ×

=!
( )! !

!
! !

حالت استفاده شود.  ترکیب  از  باید  نیست. پس  ترتیب مهم 

که همگی در تمامی پست ها توانایی بازی دارند. از بین هفت مدافع  پ( انتخاب یک دفاع چپ، یک دفاع راست و یک دفاع وسط 

استفاده شود. از جایگشت  باید  ترتیب مهم است. پس 

P( , )
!

( )!
!
!

!
!

7 3
7

7 3
7
4

7 6 5 4
4

7 6 5 210=
−

= = × × × = × × = حالت  

شوند. گذاشته  کنار  تیم  از  است  قرار  نفر  سه  تیم  یک  دفاعی  بازیکن  هفت  بین  از  ت( 

7
3

7
7 3 3

7
4 3

7 6 5 4

4 3 2 1
7 5 35



 =

−
=

×
= × × ×

× × ×
= × =!

( )! !
!

! !
!

!
ترتیب مهم نیست. پس باید از ترکیب استفاده شود.  حالت

یافت. خواهند  راه  المپیک  به  اول  نفر  سه  و  کرد  خواهند  شرکت  مسابقات  دوره  یک  در  نفر  ده  ث( 

10
3

10
10 3 3

10
7 3

10 9 8 7

7 3 2 1
120



 =

−
=

×
= × × ×

× × ×
=!

( )! !
!

! !
!

!
حالت استفاده شود.   ترکیب  از  باید  نیست. پس  ترتیب مهم 

شود. داده  برنز  و  نقره  طلا،  مدال های  به ترتیب  سوم  تا  اول  نفرات  به  است  قرار  و  کرده اند  شرکت  مسابقه  یک  در  نفر  ده  ج( 

استفاده شود. از جایگشت  باید  بنابراین  ترتیب مهم است.  نوع مدال ها متفاوت است، پس  چون 

P( , )
!

( )!
!
!

!
!

103
10

10 3
10
7

10 9 8 7
7

10 9 8 720=
−

= =
× × × = × × = حالت  

نیست(  جواب  کردن  ساده  به  )نیاز  بنویسید.  را  ممکن  حالت های  تعداد   »1 کلاس  در  »کار  موارد  از  کدام  هر  در  ف2 

کلاس )1( پاسخ داده شده است. کار در  در 

می تواند  کمیته  این  طریق  چند  به  شود.  انتخاب  علمی  کمیته ای  است  قرار  شیمی دان   5 و  فیزیک دان   6 و  ریاضی دان   8 میان  از  ف3 

هرگاه: شود  انتخاب 

باشند؟ عضو  آن  در  نفر   2 رشته  هر  از  و  باشد  نفره   6 کمیتۀ  Hj·الف(  ÂòIÄn 8 pH oÿº 2:

»

·Hj¦ÄqÃ

8
2

8
6 2

8 7 6
6 2

28



 =

×
= × ×

×
=!

! !
!

!

ÎÎ 6 pH oÿº 2:

»

·HjÂµÃ{ 5 pH 

6
2

6
4 2

6 5 4
4 2

15



 =

×
= × ×

×
=!

! !
!

!

ooÿº 2:

Joò ®ÅH

5
2

5
3 2

5 4 3
3 2

10



 =

×
= × ×

×
=


















 →

!
! !

!
!

 × × =28 15 10 4200S²Ie  
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عضو  آن  در  رشته  هر  از  نفر   1 حداقل  که  نفره  سه  کمیتۀ  باشند؟  عضو  آن  در  نفر  یک  حداقل  رشته  هر  از  و  باشد  نفره   3 کمیتۀ  ب( 

که از 8 ریاضی دان 1 نفر، از 6 فیزیک دان 1 نفر و از 5 شیمی دان نیز 1 نفر باید انتخاب شوند. بنابراین: باشند، به این معنی است 

8
1

6
1

5
1

8
7 1

6
5 1

5
4 1

8 7

7




 ×



 ×



 =

×
×

×
×

×
= × ×!

! !
!

! !
!

! !
!

!

66 5

5

5 4

4
8 6 5 240

× × × = × × =!

!

!

!
حالت   

کمیتۀ 2 نفره باشد و حداقل یک ریاضی دان در آن باشد؟ حداقل یک ریاضی دان یعنی یا 1 ریاضی دان انتخاب شود یا 2 ریاضی دان  پ( 

که هر دو حالت، بررسی می شوند. انتخاب شود 

اول: Hj·حالت  ÂòIÄn oÿº 1

»

·Hj ÂµÃ{  1IÄ ·Hoÿº

:
!

! !
!

!
8
1

8
7 1

8 7

7
8



 =

×
= × =

jj¦ÄqÃÎ oÿº 1

Joò ®

:
!

! !
!

! !
6
1

5
1

6
5 1

5
4 1

6 5 11



 +



 =

×
+

×
= + =

ÅÅH S²Ie → × =














8 11 88  

·HjÂòIÄn oÿº 2 S²Ie:
!

! !
!

! !
8
2

8
6 2

8 7 6

6 2

8 7
2

28



 =

×
= × ×

×
= × = حالت دوم: 

88 28 116+ = حالت یا حالت دوم رخ می دهند، پس طبق اصل جمع خواهیم داشت:  اول  که حالت  آنجا  از 

درسی کتاب   137 و   136 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 

، P2 P1 و ، دو نفر مدرس فیزیک را M2 دو نفر مدرس ریاضی راM1 و

حالت های  تمام  و  بگیرید  درنظر   C2 و  C1 را شیمی  مدرس  نفر  دو  و   

کنید. ممکن برای آنها را بنویسید و جواب غلط را مشخص 

تمام حالت های ممکن برابر است با:

( , ),(M , ),( , ) ( , ),( ,C ),( ,C ) ,,M P P M P M P M M1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2

( , ),( , ),( , ) ( , ),( , ),( , ),M C M C P C P C P C P C2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2  

پس 12 حالت وجود دارد، بنابراین جواب حمید غلط است.

را  آن  بودن  غلط  علت  سپس  بکشید.  را  غلط  جواب  درختی  نمودار 

مشخص نمایید.

نمودار درختی روش حمید، به صورت روبه رو است:

هر  از  که  است  این  علت  و  است  آمده  به وجود  حالت   24

با هم  فرقی   ( , )P M1 1 و  ( , )M P1 1 مثلًا دارد.  وجود  2تا  حالت 

که  رسیده ایم  حالت   24 به  حالت   12 به جای  بنابراین  ندارند؛ 

است. نادرست 
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درسی کتاب   138 و   137 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
به  توجه  با  یک بار  را   n

1






 و  n

0






 حال است.  nعضوی  مجموعۀ  یک  از  rتایی  زیر مجموعه های  تعداد  همان   n

r






 که می دانیم   1 

داشت: 1خواهیم  1!=  ,  0 1!= اینکه به  توجه  با  آورید.  به دست  فرمول،  با  یک بار  و   ، n
r







 از تعبیر  این 

زیرمجموعه: nتعبیر 
n

n

0
1

1







= =Á¼ñø á¾ø¼µ\¶ ¦Ä pH Á¼ñø oÿÅ ÁIÀ ¾ø¼µ\¶oÄp jHk÷U
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( −− ×

=








 1 1)!

n

فرمول: 

n n n
1 0 1( )= ( )=, که همواره داریم:  توجه داشته باشید 

کند. چند  انتخاب  بازی  زمین  به  رفتن  برای  را  نفر  ، سه   1 و  و 2  و 3  و 4  بازیکنان شماره های 5  بین  از  دارد  مربی قصد  الف( یک   2 

دارد؟  امکان  کار  این  برای  حالت 

کردن جدول مقابل تمام حالات را نمایش دهید. با توجه به ستون اول جدول،  با پر 

دارد. امکان  کار  این  برای  حالت   10 که  می شود  مشاهده 

که  کند  انتخاب  بازیکن  بازیکنان دو  بین همان  از  این مربی قصد دارد  این بار  ب( 

دارد؟  انتخاب هایی  چه  بنشینند.  نیمکت  روی 

بازیکن  دو  انتخاب  برای  که  است  مشخص  جدول،  دوم  ستون  به  توجه  با 

10 حالت وجود دارد. نیمکت نشین هم 

رابطه  این  رابطه ای هست؟ چگونه  5 چه 
3







 5 و

2






 انتخاب های تعداد  بین  پ( 

که در قسمت های )الف( و )ب( مشخص شد،  همان طور  را توجیه می کنید؟ 

از  نفر   3 انتخاب  راه های  تعداد  زیرا   ، 5
3

5
2

10



 = 



 = یعنی: برابرند،  هم  با 

نفر است. از 5  نفر   2 نکردن  انتخاب  راه های  تعداد  نفر در حقیقت، همان   5

کنید.  بررسی  فرمول  از  استفاده  با  یک بار  و  بالا  توجیه  از  استفاده  با  یک بار  را   n
r







 == n

n r−−






 تساوی درستی  ت( 

، برابر است با تعداد حالت های  ( )n
r







n شیء درصورتی که ترتیب مهم نباشد r شیء از روش اول: تعداد حالت های انتخاب
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شیء  n از  ( )n r− باقی مانده اشیای  نکردن  انتخاب 
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روش دوم: 

نمی روند زمین  می روندبه  زمین  به 

4 5,12 3, ,

3 5,12 4, ,

3 4,12 5, ,

2 5,13 4, ,

2 4,13 5, ,

2 3,14 5, ,

15,2 3 4, ,

14,2 3 5, ,

13,2 4 5, ,

12,3 4 5, ,
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کنید. پر  را  خالی  جاهای  ف3 
26
5







 با: است  برابر  انگلیسی  حروف  مجموعه  از  5 عضوی  زیر مجموعه های  تعداد  الف( 

25
4





 با: است  برابر  هست  آنها  در   a حرف  که  انگلیسی  حروف  مجموعه  از  5عضوی  زیرمجموعه های  تعداد  ب( 

را  باید 4 عضو دیگر  از عضوها مشخص شده و ما  آنها باشد، در حقیقت تکلیف یکی  a در  که در زیرمجموعه های 5 عضوی 

25 است.
4





 برابر که  کنیم  انتخاب  باقی مانده  بین 25 حرف  از 

25
5







با: است  برابر  نیست،  آنها  در   a حرف  که  انگلیسی  حروف  مجموعه  از  5عضوی  زیرمجموعه های  تعداد  پ( 

کنیم. انتخاب  باقی مانده  از 25 حرف  باید  را  گذاشتن آن، 5 حرف  کنار  با  کنیم،  استفاده   a از گر نخواهیم  ا

است. )الف(  حالت  برابر  )پ(  و  )ب(  حالت های  جمع  زیرا   ، 26
5

25
4

25
5

















== ++ بنابراین: ت( 

 (a A)∈∈ باشد.  آن  اعضای  از  یکی   a و  n عضوی  مجموعۀ  یک   A کنیم  فرض  ف4 

n
r







با: است  برابر   A مجموعۀ  r عضوی  زیرمجموعه  های  تعداد  الف( 

n
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1
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با: است  برابر  هست،  آنها  در   a که   A r عضوی  زیرمجموعه های  تعداد  ب( 

 n
r
−




1 با: است  برابر  نیست،  آنها  در   a که   A r عضوی  زیرمجموعه های  تعداد  پ( 
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1 بنابراین ت( 

درسی کتاب   140 و   139 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 

در یک  او  نظر  از  دارد.  کشمش  و  ژاپنی، نخودچی  تخمۀ  کدو،  تخمۀ  گردو،  بادام،  پسته،  فروشگاه خود،  در  تنقلات  فروشندۀ  ف1 یک 

کند؟ آجیل حداقل پنج نوع از تنقلات فوق باید وجود داشته باشد. او با تنقلات موجود در فروشگاهش چند نوع آجیل می تواند درست 

نیست. آنها مهم  انتخاب در  ترتیب  به طوری که  از 7 شیء  انتخاب حداقل 5 شیء  با  برابر است  پاسخ 

7
5

7
6

7
7

7
5

7
6

7
7

21 7 1
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229S²Ie  

و  کارگزینی  کارمند   3 اداری،  کارشناس   6 حسابدار،   2 معاون،   3 رئیس،   1 دارای  اداره  این  است.  عضو   18 دارای  اداره  یک  ف2 

برگزار  پیشنهادی  طرح های  آخرین  تصویب  و  بررسی  جهت  نفره   5 جلسه ای  باید  ماهانه  اداره  این  است.  حقوقی  امور  کارشناس   3

هرگاه: شود،  انتخاب  می تواند  نفره   5 گروه  این  طریق  چند  به  کند. 

. 1
1







یعنی: نفر،   1 از  نفر   1 انتخاب  یعنی  رئیس،  حضور  باشند؟  جلسه  در  حقوقی  امور  کارشناس  یک  دقیقاً  و  رئیس  الف( 

. 3
1







یعنی: نفر،  از 3  نفر   1 انتخاب  یعنی  امور حقوقی،  کارشناس  حضور یک 

را  نفر  از 14  نفر  انتخاب 3  باشند. پس  کارگزینی  کارمند  یا  اداری  کارشناس  یا  یا حسابدار  که معاون  نمی کند  بعدی فرقی  نفر   3

بنابراین طبق اصل ضرب می توان نوشت:  . 14
3







یعنی: خواهیم داشت، 

1
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باشند؟ جلسه  در  حقوقی  امور  کارشناس  یک  و  معاون  یک  دقیقاً  و  رئیس  ب( 

امور حقوقی کارشناس  = یک  





3
1

= یک معاون و 





3
1

رئیس و  = 





1
1

 

11نفر،  بین  از  نفر   2 یعنی  شوند،  انتخاب  کارگزینی  کارمند   3 و  اداری  کارشناس   6 و  حسابدار   2 بین  از  باید  باقی مانده  نفر   2

بنابراین طبق اصل ضرب داریم:  . 11
2







یعنی:

1
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3
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3
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×
= × ×!
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= × × =!
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S²Ie  

یک  و  معاون  یک  و  رئیس  انتخاب  با  باشند؟  جلسه  در  حقوقی  امور  کارشناس  یک  و  حسابدار  یک  معاون،  یک  دقیقاً  و  رئیس  پ( 

کارشناس اداری  کارشناس امور حقوقی، چهار نفر انتخاب شده اند. 1 نفر دیگر هم باید از بین 9 نفر باقی مانده )6  حسابدار و یک 

کارگزینی( انتخاب شود. در نتیجه طبق اصل ضرب داریم: کارمند  و 3 

1
1

3
1

2
1

3
1

9
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1 3 2 3 9 162



 ×



 ×



 ×



 ×



 = × × × × = SS²Ie  

مدرسه  علمی  مسابقات  در  حضور  داوطلب  خوبی اند،  علمی  شرایط  دارای  همگی  که  دانش آموزان  از  تعدادی  کلاس  یک  در  ف3 

تعداد  کند.  انتخاب  داوطلبان  بین  از  می تواند  روش   28 به  را  نفر  دو  این  او  کند.  انتخاب  به تصادف  را  نفر   2 دارد  قصد  معلم  هستند. 

است؟  بوده  نفر  چند  داوطلبان 

داشت: خواهیم  ترکیب،  از  استفاده  با  باشد،   n داوطلب دانش آموزانِ  تعداد  گر  ا

n n
n

n n n
n

n n
n

2
28
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n
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7
( )( ) ¡ ¡ ù  

باشد. نمی تواند منفی  تعداد دانش آموزان،  که  باشید  دقت داشته 

او چند دسته  قرار می دهد.  متمایز  گل  تا 5 شاخه  از 3  گل  او در هر دسته  گل مختلف دارد.  نوع   10 گل فروشی در فروشگاه خود  ف4 

کند؟ درست  می تواند  مختلف  گل 
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دقیقاً  بتواند  متمایز  رنگ های  از  قوطی  چند  یا  دو  ترکیب  با  او  گر  ا دارد.  مشکی  و  زرد  آبی،  قرمز،  رنگ   4 از  قوطی هایی  نقاش  یک  ف5 

باشد؟ داشته  می تواند  رنگ  چند  او  آورد،  به دست  جدید  رنگ  یک 

ترکیب 2 رنگ :تعداد حالت های   4
2

4
2 2

4 3 2

2 2
6



 =

×
= × ×

×
=!

! !
!

!
 

یا  

ترکیب 3 رنگ :تعداد حالت های  4
3

4
1 3

4 3

3
4



 =

×
= × =!

! !
!

!
 

یا  
ترکیب 4 رنگ :تعداد حالت های   4

4
1



 =  

باشد که می تواند داشته  کل رنگ هایی  تعداد   = + + + =
↑
4 6 4 1 15

Â±ÅH ÁIÀï ªºn kÄk] ÁIÀ ªºn���
 

شماست؟ جواب  از  بیشتر  حاصل،  رنگ های  تعداد  اما  می شود،  استفاده  رنگ   4 همین  از  فقط  هنری  کار های  در  اینکه  با  چرا 

کارهای هنری وقتی رنگ ها را با نسبت های مختلف باهم ترکیب می کنند، تعداد رنگ های بیشتری به وجود می آورند. در حالی که ما،  در 

کردیم. در این سؤال، رنگ ها را با نسبت های مساوی ترکیب 

از  آن  رئوس  که  کشید  می توان  مختلف  مثلث  چند  دارند.  قرار  دایره  یک  محیط  روی   G و   F و   E و   D و   C و   B و   A نقطۀ  هفت  ف6 

آنها  از  که هیچ سه تایی  که روی دایره رسم می شوند، طوری هستند  که نقاطی  کنید  توجه  این هفت نقطه انتخاب شده باشند؟ 

باید  بنابراین  داد.  تشکیل  مثلث  یک  می توان  دایره،  روی  نقطه   3 هر  انتخاب  با  پس  نمی شوند،  واقع  راست  خط  یک  روی 

نیست: مهم  آنها  در  انتخاب  ترتیب  که  آوریم  به دست  را  نقطه   7 از  نقطه   3 انتخاب  راه های  تعداد 

7
3

7
4 3

7 6 5 4

4 3 2
35
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×
= × × ×

× ×
=!

! !
!

!
W±X¶  

طعم  چند  آشپز  این  می کند.  درست  مخصوص  طعم  یک  ادویه ها  این  از  3 تا  هر  از  استفاده  با  او  دارد.  ادویه  نوع  ده  آشپز  یک  ف7 

هرگاه کند  درست  می تواند 
10
3

10
7 3

10 9 8 7

7 3 2
120



 =

×
= × × ×

× ×
=!

! !
!

!
´÷ö باشد؟  نداشته  ادویه ها  از  استفاده  در  محدودیتی  هیچ  الف( 

حالت   8 به  سوم  ادویۀ  باشند،  هم  کنار  ادویه  نوع  دو  این  گر  ا شوند؟   استفاده  نمی توانند  هم  با  که  هستند  ادویه  نوع  دو  ب( 

1 8 8× = با:   است  برابر  می شوند،  استفاده  هم  با  ادویه  دو  این  که  حالت هایی  کل  تعداد  پس  می شود.  انتخاب 

 120 8 112− = ´÷ö کنیم:    کم  کل حالت ها  حال برای اینکه این دو نوع ادویه با هم استفاده نشوند، باید این 8 حالت را از 

با  نظر  مورد  ادویۀ  سه  که  است  حالت  یک  تنها  کل،  حالت   120 از  شوند؟  استفاده  هم  با  سه  هر  نباید  که  هستند  ادویه  سه  پ( 

 120 1 119− = ´÷ö داشت:    خواهیم  شوند،  استفاده  باهم  ادویه  سه  آن  نخواهیم  گر  ا پس  شوند.  استفاده  می توانند  هم 

که هیچ یک از ادویه های دسته اول با هیچ یک از ادویه های دسته دوم سازگاری ندارند؟ ت( ادویه ها به 2 دسته 5تایی تقسیم می شوند 

دستۀ  از  را  ادویه  نوع  سه  هر  گر  ا و  داشت  خواهیم  حالت   5
3







کنیم، انتخاب  اول  5تایی  دستۀ  از  را  ادویه  نوع  سه  هر  گر  ا

بنابراین: 5 حالت خواهیم داشت. 
3







باز هم کنیم،  انتخاب  5تایی دوم 
5
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5
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با: باشد  برابر  آن  جواب  که  کنید  طرح  مسئله ای  ف8 

5
3

6
2







 ××






 الف(

کفش مختلف 2 نوع را  کلاه مختلف 3 نوع و از بین 6 نوع  کفش بخرد. مادر او از بین 5 نوع  کلاه و  مادر علی می خواهد برای او 

کند؟ کفش خود را انتخاب  کلاه و  انتخاب می کند. علی به چند طریق می تواند 

طبق اصل ضرب  ⇒ 



 ×



 = × =5

3
6
2

10 15 150 S²Ie   

5
3

6
2







 ++ 






 ب(

بین از  بخرد،  کفش  گر  ا و  نوع   3 مختلف  نوع   5 بین  از  بخرد،  کلاه  او  گر  ا بخرد.  کفش  یا  کلاه  او  برای  می خواهد  علی   مادر 

انجام دهد؟  را  به چند طریق می تواند خرید  او  کند.  انتخاب  را می تواند  نوع  نوع مختلف 2   6

⇒ طبق اصل جمع 



 +



 = + =5

3
6
2

10 15 25 S²Ie   
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مجموعه ها و توابع آن

 لصفف

 لصفف:فآمارفوفاحتمال

درس اول: احتمال یا اندازه گیری شانس

درسی کتاب   143 و   142 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
کامل  را  ابتدا این جدول  کرد.  را با هم بیندازیم، همۀ حالت های ممکن را می توان در جدول زیر مشاهده  گر دو تاس آبی و قرمز  ف1 ا

دهید:    پاسخ  سؤال ها  به  سپس  کنید؛  بررسی  را  جدول  در  موجود  حالت های  کل  تعداد  درستی  ضرب  اصل  طریق  از  و  کنید 

کلحالتها :تعداد 6 6 36
↑ ↑

× =

ÂMAtIU q¶o¤ tIU

S²Ie 

می دهد؟ نشان  را  پیشامدی  چه  آبی رنگ  قطر  ف2 

یعنی: باشند. برابر7 تاس، اعدادروشدۀدو اینکهمجموع پیشامد

{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 1 

که هر دو عدد رو شده زوج و هر دو عدد روشده فردند هاشور بزنید؛ چه الگویی به دست می آید؟ ف3 خانه های مربوط به حالت هایی را 

زیراخانههایکیدرمیانهاشور بهوجودمیآید، یکصفحۀشطرنجی

)رنگیشدهاند(.)درواقعنصفخانههاهاشورخوردهاند.( خوردهاند

دهید. توضیح  را  آن  پاسخ  و  کنید  طرح  مسئله  یک  جدول،  به  توجّه  با  ف4 

اعدادزوجودیگریفرداست؟ از یکی کنیم،درچندحالت پرتاب باهم را تاس گردو ا سؤال:

یکیازاعدادزوجودیگریفرداست. ( )36 2 18÷ = پاسخ:باتوجهبهجدولرسمشده،درنصفحالتهایعنی18حالت

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6
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مثال،  به عنوان  )راهنمایی:  است؟  برابر  اعدادی  چه  در  تاس،  دو  مجموع  برای  حالت ها  تعداد  آن،  قطرهای  و  جدول  به  توجّه  با  ف5 

است( برابر   ،9 تاس  دو  مجموع  و   5 مجموع  برای  حالت ها  تعداد 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →2 1 1 1{( , )} 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →3 1 2 2 1 2{( , ) , ( , )} 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →4 1 3 3 1 2 2 3{( , ) , ( , ) , ( , )} 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →5 1 4 4 1 2 3 3 2 4{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →6 1 5 5 1 2 4 4 2 3 3 5{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} 

tIU»jÌ¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →7 1 6 6 1 2 5 5 2 3 4 4 3 6{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →8 2 6 6 2 3 5 5 3 4 4 5{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →9 3 6 6 3 4 5 5 4 4{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →10 4 6 6 4 5 5 3{( , ) , ( , ) , ( , )} 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →11 5 6 6 5 2{( , ) , ( , )} 

tIU »j Ì¼µ\¶ S²Ie= ⇒ →12 6 6 1{( , )} 

برابر
برابر

برابر
برابر
برابر
برابر

بنابراینتعدادحالتهابرایمجموعدوتاس6و8باهم،برایمجموعدوتاس5و9باهم،برایمجموعدوتاس4و10

برابرند. باهم و12 برایمجموعدوتاس2 و باهم 11 و برایمجموعدوتاس3 باهم،

درسی کتاب   143 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 

بیندازیم: هم  با  را  سکه  یک  و  تاس  یک  می خواهیم  کنید  فرض 

خیر کنید؟  بیان  قطعی  به صورت  را  حاصل  نتیجۀ  می توانید  آیا  ف1 

کرد. دقیقمشخص بهطور نمیتوان را آن نتیجۀ زیرا چرا؟  بله است؟  تصادفی  آزمایش،  یا  پدیده  این  آیا  ف2 

دهید(. تشکیل  را  نمونه ای  )فضای  بنویسید  را  ممکن  حالت های  همۀ  ف3 

سکهدوحالتپشت»پ«ورو»ر«داردوتاسهم،یکیازاعداد1تا6رانمایشمیدهد.بنابراینفضاینمونهایعبارتاستاز:

S = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , (N N N N N N n n n1 2 3 4 5 6 1 2 3 nn n n, ) , ( , ) , ( , )}4 5 6

آورید.  به دست  ضرب  اصل  از  استفاده  با  را  حالت ها  این  تعداد  ف4 
¾§w  tIUjkø

IÀïS²Ie ³IµU S²Ie
↑ ↑

= × =2 6 12


کنید. رسم  را  آزمایش  این  به  مربوط   6 2×× یا  2 6×× جدول ف5 

654321
تاس

سکه

( , )N 6( , )N 5( , )N 4( , )N 3( , )N 2( , )N پ1

( , )n 6( , )n 5( , )n 4( , )n 3( , )n 2( , )n ر1
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درسی کتاب  و144   143 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  )1( مثال 
اهمیت داشته  فرزندان  آمدن  دنیا  به  ترتیب  گر  ا نداریم.  اطلاع  این خانواده  فرزندان  از جنسیت  امّا  فرزند دارد؛  کنید خانواده ای 4  فرض 

حالت   .2 2 2 2 24×× ×× ×× == از: است  عبارت  خانواده  این  فرزندان  برای  ممکن  حالت های  همۀ  تعداد  ضرب  اصل  به  توجّه  با   باشد، 

که فرزند اول یا بزرگ تر در این خانواده پسر و فرزند دوم دختر و فرزند سوم و چهارم، پسر هستند. حالت  )پ، پ، د، پ( به معنای این است 

کهسهفرزنداولپسروفرزندچهارمدخترهستند. )د، پ، پ، پ( را شما توضیح دهید. حالت)د،پ،پ،پ(بهمعنایایناست

کنید: پر  را  خالی  جاهای  و  بگیرید  درنظر  را  زیر  پیشامدهای 

A == باشد« شده  متولد  خانواده  این  در  دختر  یک  »دقیقاً  اینکه  پیشامد  الف( 

A ={ }( ) ( )( (j N N N N N N j, , , » » » , , ,N,j,N,N N,N,j,N) )  

B == باشد« شده  متولد  خانواده  در  دختر  یک  کثر  »حدا اینکه  پیشامد  ب( 

B ={ }( ) ( )j N N N N N N N, , , » » » » , , ,( ) ( ) ( )N,j,N,N N,N,j,N N,N,N,j  

C == باشند« برابر  دختر  و  پسر  فرزندان  »تعداد  اینکه  پیشامد  پ( 

C ={( ) (N N j j j j, , , » » » » » , ,( ) ( ) ( ) ( )N,j,N,j j,N,N,j j,N,j,N N,j,j,N NN N, )}  

D == باشد« بیشتر  دختر  از  پسر  فرزندان  »تعداد   اینکه  پیشامد  ت( 

D ={ }( ) ( )N N N j N N N N, , , » » » » , , ,( ) ( ) ( )N,N,j,N N,j,N,N j,N,N,N  

درسی کتاب   144 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  )2( مثال 
)با  متفاوت  آبی  مهرۀ   2 و   )3 تا   1 شماره های  )با  متفاوت  قرمز  مهرۀ   3 جعبه ای  در 

گر 3 مهره به تصادف از این جعبه خارج شود، تعداد  شماره های 1 و 2( وجود دارد. ا
5
3







 ==10 از است  عبارت  مهره،   5 بین  از  مهره   3 انتخاب  در  ممکن  حالت های 

زیرا ترتیب انتخاب مهم نیست. بنابراین فضای نمونه ای به صورت زیر نوشته می شود: 

S == {R R R R R B R R B R R B R R B B B R1 2 3 1 2 1 2 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 1» » » » » » »R R B R R B1 2 2 2 3 1 »» »B B R B B R }1 2 2 1 2 3

کثر 1 مهرۀ آبی انتخاب شود« و »هر سه مهره قرمز انتخاب شود« را به ترتیب  گر پیشامدهای »حداقل 1 مهرۀ آبی انتخاب شود« و »حدا ا

داشت: خواهیم  بنامیم؛   C و   B و   A

A B R R B R R B B R== { 1 1 2 1 1 3 1 2 1» » » » » » »BR R B R R B R R B R R BB R1 2 3 2 1 2 2 1 3 2 2 3 1 2 2 »» B B R1 2 3}  

B B R R R R R== { }1 1 2 1 2 3» » » » » »BR R BR R B R R B R R B R R1 1 3 1 2 3 2 1 2 2 1 3 2 2 3  

C R R R== { }1 2 3  
C است؟  برابر   C یا   B مجموعه های  از  کدام یک  با   ′′A یعنی  A متمم  کنیم،  فرض  مرجع  مجموعۀ  را   S گر  ا

درسی کتاب   145 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  )4( مثال 
کدام یک از شکل های زیر سه پیشامد دوبه دو ناسازگار را نشان 

شکلسمتچپ Aمی دهد؟  B

C

S S

A B

C
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درسی کتاب   146 و   145 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
کنید. پر  را  خالی  جاهای  و  دهید  تشکیل  را  زیر  پیشامدهای  از  یک  هر  تاس(  دو  )انداختن  درس  این  ابتدای  فعالیت  به  توجّه  با  ف1 

A == باشند فرد  تاس  دو  هر  آنکه  پیشامد   == {( , ), }( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )1 1 1 3 3 1 1 5 5 1 3 3 3 5 5 3 5 5  

B == باشد  6 تاس  دو  مجموع  آنکه  پیشامد   == {( , ), ( , ) }, ( ,, ) ( , ), ( , )1 5 5 1 2 4 4 2 3 3  

C == بیاید  3 مضرب  آبی  تاس  آنکه  پیشامد    

== {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), (3 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 6 1 6 2 6 3 6 ,, ), ( , ), ( , )}4 6 5 6 6  

میدهد، نشان قرمز تاس که عددی مورد در و بیاید 3 مضرب باید آبی تاس فقط ،C قسمت در که باشید داشته توجه

هیچصحبتینشدهاست.

باشد«  6 آنها  مجموع  و  فرد  تاس  دو  »هر  اینکه  پیشامد  الف( 

( ) {( , ) , , } ( )( , ) ( , )A B n A B∩ ∩== →→ ==1 5 5 1 3 3 3  

باشد«  6 تاس  دو  مجموع  یا  فرد  تاس  دو  »هر  آنکه  پیشامد  ب( 

A B == {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , (11 13 3 1 15 51 2 4 4 2 3 3 3 5 5,, ) , ( , )}3 5 5 ⇒ =n(A B) 11  

داریم: پس   » نیاید.  3 آبیمضرب تاس  ولی  باشند،  فرد  تاس  دو  »هر  یعنی  بدهد؛  رخ   ( )A C−− آنکه  پیشامد  پ( 

A C−− == {( , ), ( , ), ( , ), , , ( , )}( , ) ( , )1 1 1 3 1 5 5 55 1 5 3  

دهید.  تشکیل  را  آن  و  کنید  توصیف  را   ( )C B−− پیشامد  ت( 

نباشد. بیایدولیمجموعدوتاس6 آبیمضرب3 تاس آنکه یعنیپیشامد C B− پیشامد

C B− = {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )3 1 3 2 3 4 3 5 3 6 6 1 6 2 6 3 6 4 ,, ( , ) , ( , )}6 5 6 6 

کنیم، آیا D و E ناسازگارند؟ بله گر پیشامد D را »مجموع دو تاس، عدد 7 باشد« و پیشامد E را »هر دو تاس زوج باشند« تعریف  ث( ا

چرا؟

D = {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}1 6 6 1 2 5 5 2 3 4 4 3 

E = {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}2 2 2 4 4 2 2 6 6 2 4 4 4 6 6 4 6 6 

D E = ∅ ⇒ ناسازگارند E و D 

که: کنید  تعریف  طوری  را   C و   B و   A پیشامدهای  حاصل،  نمونه ای  فضای  روی  می اندازیم،  را  تاسی  ف2 

Bپیشامدروشدنعددفردباشد،ناسازگارخواهندبود،زیرا: Aپیشامدروشدنعددزوجو گر ا B ناسازگار باشند.  الف(A و 

A B A B= = ⇒ = ∅{ , , } , { , , }2 4 6 1 3 5  

Cپیشامدروشدن Bپیشامدروشدنعددمرکبو Aپیشامدروشدنعدداول، گر ا C دوبه دو ناسازگار باشند.  B و  ب(A و 

زیرا: بود، ناسازگارخواهند دوبهدو C و B ،A آنگاه باشد، است مرکب نه و اول نه که عددی

A B C A B A C B C= = = ⇒ = ∅ = ∅ = ∅{ , , } , { , } , {} , ,2 3 5 4 6 1    

Cپیشامدروشدنعدد Bپیشامدروشدنعددفردو Aپیشامدروشدنعدداولو گر ا C ناسازگار باشند.  ) و  )A B∩ پ(

A B= = ={ , , } , { , , } , C { , , }2 3 5 1 3 5 2 4 6 داشت: باشد،خواهیم زوج

⇒ = ⇒ = ∅ ⇒A B A B C  { , } ( )3 5 ناسازگارند. C و  ( )A B پس 
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درسی کتاب   146 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )5( مثال 
می اندازیم: هم  با  را  سکه   2 و  تاس  یک 

n S( ) == ×× ×× ==2 2 6 24 دارد؟   عضو  چند  نمونه ای  فضای  الف( 

A == {( , , ), , }( , , ) ( , , )n n 2 n n n n4 6 دهید.   تشکیل  را  باشد«  زوج  تاس  و  رو  سکه  دو  »هر  آنکه  پیشامد  ب( 

دهید.  تشکیل  را  بیاید«   5 عدد  تاس  یا  پشت  سکه  دو  »هر  آنکه  پیشامد  پ( 

B {( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ,( , , ) ( , , )== n n n N N n N N N N5 5 5 5 1 N N N N2 3 ,, , ( , , )}( , , )N N 4 N N 6  

درسی کتاب   147 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )1( مثال 
آنها  و  می نویسیم  کارت  یک  روی  بسازیم،  می توانیم  رقم  تکرار  بدون  و   4 و   3 و   2 ارقام  با  که  را  رقمی  دو  اعداد  از  یک  هر  کنیم  فرض 

می کنیم: خارج  کیسه  از  تصادف  به  کارت  یک  سپس  می دهیم.  قرار  کیسه ای  در  را 

کدام پیشامد بیشتر است؟ کنیم، شانس رخداد  گر پیشامدهای A و B را به ترتیب »خارج شدن عدد زوج« و »خارج شدن عدد فرد« تعریف  ا

S == { , , , , , }43 34 24 42 23 32  

A == =={ , , , } , B { , }34 3224 42 43 23  

P A
n A

n S
P B

n B

n S
( )

( )

( )
, ( )

( )

( )
== == == == == ==

4

6

2

3

2

6

1

3
 

، پس شانس رخداد پیشامد A از شانس رخداد پیشامد B بیشتر است. )در این مثال، تعداد عددهای  P A P B( ) ( )>> که واضح است 

است( بیشتر  فرد،  عددهای  تعداد  از  زوج 

درسی کتاب   148 و   147 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
این صورت: باشند، در  این فضا  پیشامدهایی در   B و   A و  باشد  آزمایش تصادفی  برای یک  ناتهی  و  متناهی  نمونه ای  S فضای  گر  ا

I(  0 1≤≤ ≤≤P A( )  

زیرا  : A S n⊆⊆ ⇒⇒ ≤≤ ≤≤0 (A) n S( ) ⇒⇒ ≤≤ ≤≤
0

n S

n

n( )

(A)

(S)

n(S)
(S)n

⇒⇒ ≤≤0 P(A) ≤≤ 1  

II(  P P S( ) , ( )∅∅ == ==0 1  

:زیرا P n
( )

( )
∅∅ ==

∅∅
==

n(S)
0

n S( )
== ==0, (S)P

n S
n S
( )
( )

== 1  

III(  P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩== ++ −−  

زیرا : n(A B) n(A) n(B) n(A B)
( )

∪ ∩== ++ −−  →→
n S oM ¸ÃÎoö ´Ãv£U n A B

n S

( )

( )



==
n
n S

n
n S

n
n S

(A)
( )

(B)
( )

(A B)
( )

+ − 

 

⇒⇒ ==P A B( )

P P(A) (B)+ −−P A B( )  

برقرار است: زیر  تساویِ  S، همواره  نمونه ای از فضای   B و  A پیشامد برای هر دو 
P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + −  

نوشته می شود: زیر  به صورت  تساوی  این  باشند،  ناسازگار  پیشامد  B دو  و  A گر ا
 P A B P A P B( ) ( ) ( ) = +  
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درسی کتاب   148 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
دهید. نشان  ناسازگارند(   ′′A و   A ( باشد،   S نمونه ایِ  فضای  در   A پیشامد متمم   ′′A گر ا

P A P A( ) ( )== −− ′′1   

می دانیم  P A A P( ) (S)∪ ′′ == == 1  

طرفی از   P A A P A P A P A P A
P A

P A
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
∪ ′′ == ++ ′′ ⇒⇒ ++ ′′ == ⇒⇒

==

′′ ==







′′
1

1 P(A )

1 P

−
− ((A)

 

درسی کتاب   149 و   148 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )1( مثال 
دارد: احتمال  بیندازیم،  چقدر  هم  با  را  تاس  دو  گر  ا

) n S( ) == ==6 362 تاس دو  انداختن  در  )می دانیم  باشند؟  زوج  تاس  دو  هر  الف( 

زوج دو  هر  پیشامد  A == {( , ), ( , ), ( , ), , , , , , ( , )}2 2 2 4 4 2 6 6(2,6) (6,2) (4,4) (4,6) (6,4)  

⇒⇒ == == ==P A
n A

n S
( )

( )

( )

9

36

1

4
 

B B== →→ ==8 3 5 5 3 2 6 6 2 4 4tIU »j Ì¼µ\¶ {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )} باشند؟   فرد  تاس  دو  هر  یا   8 تاس  دو  مجموع  ب( 

C A== →→ ==joÎ tIU »j oÀ { , , , , , , ,(1,1) (1, 3) (3 ,1) (1, 5) (5 ,1) (3 , 3) (3 , 5) ((5 , 3) (5 , 5), }  

P B C P B P C P B C( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩== ++ −− == ++ −− == ==
5

36

9

36

2

36

12
36

1
3

 

( )(B C) {( , ), ( , )} P(B C)∩ ∩== ⇒⇒ ==3 5 5 3
2

36
 

باشند؟ زوج  دو  هر  یا   7 تاس  دو  مجموع  پ( 
D == →→ ==7 1 6 6 1 2 5 5 2 3 4 4 3tIU »j Ì¼µ\¶ D {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}  

A n A A B== →→ == == ∅∅Z»p tIU »j oÀ ( ) , ( )9 ∩  

⇒⇒ == ++ == ++ == ==P D A P( ) (D) P(A)∪
6

36

9

36

15

36

5
12

 

باشد؟   11 از  کمتر  تاس  دو  مجموع  ت( 

از 11 است، زیاد و محاسبۀ  کمتر  که مجموع دو تاس  کند و چون تعداد حالت هایی  تا 12 می تواند تغییر  از 2  می دانیم مجموع دو تاس 

A ==11 از کمتر  مجموع  پیشامد  می کنیم.   استفاده  متمم  پیشامد  از  است،  طولانی  آن 

( ) {( , ), ( , ), ( , )}11 5 6 6 5 6 6Á»Iv¶ IÄ oUï©nqM,Ì¼µ\¶ k¶IzÃQ ′′ ==A  

⇒⇒ ′′ == ⇒⇒ == −− == ==P A P A( ) ( )
3

36
1

3

36

33

36

11
12

 

A == {( , ), , , }2 6 (6 , 2) (3 , 4) (4 , 3) باشد؟     12 روشده  عدد  دو  حاصل ضرب  ث( 

⇒⇒ == == ==P A
n A

n
( )

( )

(S)

4
36

1
9

 

درسی کتاب   151 و   150 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 
برمی داریم: به تصادف  را  کارت ها  این  از  یکی  و  می نویسیم  کارت  یک  روی  را   11 از  کوچک تر  زوجِ  و  طبیعی  اعداد  از  یک  هر  ف1 

S = { , , , , }2 4 6 8 10 کنید. مشخص  را  تصادفی  پدیدۀ  یا  آزمایش  این  نمونه ای  فضای  الف( 

کرد؟ بهتعدادزیرمجموعههایفضاینمونهای،میتوان ب( چه تعداد پیشامد تصادفی را روی این فضای نمونه ای می توان تعریف 

2 325 = با: است برابر زیرمجموعههاییکمجموعه5عضوی تعداد که میدانیم و کرد تعریف تصادفی پیشامد
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A = { , }4 8 کنید. مشخص  باشد«،  بخش پذیر   4 بر  انتخاب شده  کارت  روی  »عدد  آن  در  که  را   A پیشامد پ( 

نمایش  ون  نمودار  با  را  زیر  توصیفی  عبارت های  از  یک  هر  باشند.   S نمونه ای  فضای  از  پیشامد  سه   C و  B و A کنید فرض  ف2 

بزنید. هاشور  و  دهید 

ندهد.  رخ   B ولی بدهند؛  رخ   C و  A پیشامدهای الف( 

(A ) BC − 

بدهد. رخ   B پیشامد فقط  ب( 

B −(A C) یا  (B ) ( )− −A B C 

ندهد. رخ   C و بدهد  رخ   B پیشامد پ( 

B C− 

کیسه  از  تصادف  به  کارت  یک  سپس  می دهیم؛  قرار  کیسه  یک  در  را  آنها  و  می نویسیم  کارت  یک  روی  را   8 تا   1 ارقام  از  یک  هر  ف3 

کنید: تعیین  را  زیر  پیشامدهای  از  یک  هر  می کنیم.  خارج 

S A= ={ , , , , , , , } , { , , , }1 2 3 4 5 6 7 8 2 4 6 8 کارت زوج باشد«. که در آن »عدد روی   A الف( فضای نمونه ای و پیشامد

B = { , , , }2 3 5 7 باشد«. اول  کارت  روی  »عدد  آن  در  که   B پیشامد ب( 

C = { , , , , , }3 4 5 6 7 8 باشد«.  2 از  بزرگ تر  رو شده  »عدد  آن  در  که   C پیشامد پ( 

فرزندان دختر  از  یکی  آنکه حداقل  پیشامد  و  را  این خانواده  فرزندان  به  مربوط  نمونه ای  فرزند است. فضای  دارای 3  ف4 خانواده ای 

کنید. مشخص  را  باشد 

S = { , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,,(N N N) (N N j) (N j N) (j N N) (N j j) (j N j) (j j N) ,, , , }(j j j) 

A = { , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,(N N j) (N j N) (j N N) (N j j) (j N j) (j j N) (j j j)}} 

می اندازیم: را  دیگر  سکۀ  دو  بیاید  رو  گر  ا و  می اندازیم  تاس  یک  بیاید،  پشت  گر  ا می اندازیم.  هوا  به  را  سکه ای  ف5 

کنید. مشخص  را  تصادفی  آزمایش  این  نمونه ای  فضای  الف( 

S={( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ) ( , , )

( , , ),( ,

, ,N N N N N N n N N

n N n n

1 2 3 4 5 6

nn N n n n, ),( , , )}


کنید. مشخص  را  بیاید«  زوج  »تاس  آنکه  پیشامد  ب( 

A = {( , ) , ( , ) , ( , )}N N N2 4 6 

کنید. مشخص  را  بیاید«  رو  سکه   2 »حداقل  آنکه  پیشامد  پ( 

B = {( , , ) , ( , , ) , ( , , )}n N n n n N n n n 

A B

C

A B

C

A B

C
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کلاس دهم رشتۀ ریاضی و 2 دانش آموز دهم رشتۀ تجربی یک تیم دو نفرۀ تنیس روی میز انتخاب  ف6 می خواهیم از بین 3 دانش آموز 

دارد: احتمال  چقدر  پذیرد،  صورت  تصادف  به  عمل  این  گر  ا کنیم. 

بدون نفر 5 بین از نفر 2 انتخاب ، n S( ) یعنی حالتها کل تعداد باشند؟  ریاضی  دهم  کلاس  دانش آموزان  از  نفر،  دو  هر  الف( 

است: انتخاب در ترتیب اهمیت
n S( )

!
! !

!

!
= 



 =

×
= × ×

×
=5

2
5

3 2
5 4 3

3 2
10  

آنگاه: باشند، ریاضی کلاسدهمرشتۀ ازدانشآموزان نفر کههردو باشد این Aپیشامد گر ا

n(A)
!

! !
!

!
= 



 =

×
= × =3

2
3

1 2
3 2

2
3 ⇒ = =P

n
n S

(A)
(A)
( )

3
10



کلاسدهمرشتۀریاضیباشند،بهدستآمد.حال درقسمت)الف(،احتمالاینکههردونفر، ب( هر دو نفر، هم رشته باشند؟ 

کههردونفر، کلاسدهمرشتۀتجربیباشندرابهدستمیآوریم.فرضمیکنیمBپیشامداینباشد احتمالاینکههردونفر،

  کلاسدهمرشتۀتجربیباشند،آنگاه: ازدانشآموزان
n(B) = 



 =2
2

1 ⇒ = =P
n
n S

(B)
(B)
( )

1
10



بهدستآمده احتمالهای ،B و A پیشامدهای ناسازگاری به توجه با نفر، دو بودن احتمالهمکلاسی آوردن بهدست برای

باهمجمعمیکنیم: را
P A B P P( ) (A) (B) = + = + = =3

10
1
10

4
10

2
5



تجربی رشتۀ از نفر 1 و ریاضی رشتۀ از نفر 1 که باشد این پیشامد  C گر ا باشد؟  تجربی  رشتۀ  از  نفر   1 و  ریاضی  رشتۀ  از  نفر   1 پ( 

داریم: اصلضرب، آنگاهطبق باشد،

n P
n
n

(C) (C)
(C)
(S)

= 



 ×



 = × = ⇒ = = =3

1
2
1

3 2 6
6
10

3
5



و 62 درصد   ( ( ) )P A A==
34

100
نوع کارت  از مشتریان  گر 34 درصد  ا را می پذیرد.   B A و اعتباری کارت  نوع  ف7 یک فروشگاه، دو 

این دو  از  اختیار داشتن حداقل یکی  با در  باشند، چقدر احتمال دارد مشتریان  را همراه داشته  کارت  B و 15 درصد هر دو  نوع کارت 

کنند؟ خرید  فروشگاه  این  از  کارت 

P P P(A) / , (B) / , (A B) /= = =0 34 0 62 0 15 

 ⇒ = + − = + − =P B P P P B(A ) (A) (B) (A ) / / / /∪ ∩ 0 34 0 62 0 15 0 81 

کنند. کارت،ازاینفروشگاهخرید کهمشتریان،باداشتنحداقلیکیازدو 0)81درصد(احتمالدارد 81/ بنابراین

دارد: احتمال  چقدر  بگیرند،  قرار  ردیف  یک  در  تصادف  به  برادرند،  هم  با  آنها  نفر  دو  که  نفر   7 گر  ا ف8 

است برابر بگیرند، قرار هم درکنار دریف یک در میتوانند نفر 7 که حالتهایی کل تعداد نباشند؟  یکدیگر  کنار  برادر  دو  الف( 

کنیم،یعنی رامحاسبه ′A کهدوبرادردرکناریکدیگرنباشند،برایسادگیمیتوانیم Aپیشامداینباشد گر n،ا S( ) !=7 با:

باشند: یکدیگر درکنار برادر دو اینکه پیشامد

نهفر 1 = برادريال 2
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چون و بیاوریم حساب به نفر 1 میتوانیم را برادر دو زیرا یعنی!6، آوریم رابهدست نفر 6 جایگشت باید شکل، به توجه با

بنابراین: کنند. باهمعوض به2طریق را برادرهم،میتوانندجایشان باشند،خودِدو یکدیگر کنار میخواهنددر

 n
n A
n S

(A ) ! P(A )
( )
( )

!
!

!

!
′ = × ⇒ ′ = ′ = × = ×

×
=2 6

2 6
7

2 6

7 6

2
7

⇒ = − ′ = − =P A P A( ) ( )1 1
2
7

5
7 

بگیرند؟ قرار  ردیف  انتهای  در  دیگری  و  ردیف  ابتدای  در  آنها  از  یکی  ب( 

بگیرند. قرار انتهایردیف، و ابتدا به2حالتمیتواننددر برادر، ایندو

در برادر دو از یکی که باشد این پیشامد  B گر ا بنابراین، بگیرند. قرار درکنارهم به!5حالت، میتوانند بقیه نفر 5 همچنین

بگیرند،داریم: قرار انتهایردیف ابتداودیگریدر

n B P B
n B
n S

( ) ! ( )
( )
( )

!
!

!

!
= × ⇒ = = × = ×

× ×
=

×
=2 5

2 5
7

2 5

7 6 5

2
7 6

1
21



. P A P B( ) ( )≤≤ کنید، ثابت   ، A B⊆⊆ و باشند   S نمونه ای  فضای  از  پیشامد  دو   B و   A گر  ا ف9 

B مجموعۀ اعضای تعداد مساوی یا کمتر A مجموعۀ اعضای تعداد یعنی . n A n B( ) ( )≤ آنگاه: باشد،  A B⊆ گر ا
n A
n S

n B
n S

P A P B
( )
( )

( )
( )

( ) ( )≤ ⇒ ≤ داشت: خواهیم احتمال، تعریف به توجه با و بود خواهد

درس دوم: مقدمه ای بر علم آمار، جامعه و نمونه

درسی کتاب   154 و   153 صفحۀ    � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس� در  کار 
کشتیهابراساس ف1 در پیرامون خود، مثال هایی را از تصمیم گیری یا پیش بینی براساس اعداد و ارقام بیاورید. حرکتهواپیماهاو

آنها. گذشتۀ دورههای عملکرد اساس بر علمی آموزشگاه یا ورزشی باشگاه یک در ثبتنام هوایی، و آب وضعیت

کنید. کامل  زیر  شکل  در  را  آمار  علم  مراحل  ف2 

کنید. کامل  زیر  شکل  در  را  آمار  علم  مراحل  هواشناسی  اخبار  گرفتن  درنظر  با  ف3 

ف4 تفاوت آمار و علم آمار در چیست؟ آمار،مجموعهایازاعداد،ارقامواطلاعاتاست.درحالیکهعلمآمار،مجموعۀروشهایی

برایجمعآوریاعدادوارقام،سازماندهیونمایش،تحلیلوتفسیردادههاودرنهایتنتیجهگیری،قضاوتوپیشبینیمناسب

درموردپدیدههاوآزمایشهایتصادفیراارائهمیدهد.
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برای  انجام دهد.  آماری  آینده، می خواهد یک تحقیق  ماه  کل لامپ های معیوب در یک  تعداد  کردن  پیدا  برای  کارخانه ای  ف5 مدیر 

است. کرده  جمع آوری  زیر  به صورت  کاری  روز  چند  در  را  معیوب  لامپ های  تعداد  منظور،  این 

پنجم کاری  چهارمروز  کاری  سومروز  کاری  دومروز  کاری  اولروز  کاری  کاریروز  روزهای 

تعداد لامپ های معیوب180120907050

دهید: پاسخ  زیر  سؤالات  به  به دست آمده،  داده های  براساس 

وقتیتعدادلامپهایمعیوبروزبهروزافزایشمییابد، الف( روند تغییر اعداد و ارقام در این تمرین نشان دهندۀ چه چیزی است؟ 

کارخانهبایدباانجامبررسیهایلازم،مشکلراشناساییو کهمدیر نشاندهندۀوجودیکنقصاساسیدرسیستمتولیداست

کاریبعدینیز،تعدادلامپهایمعیوبزیادترازروزهایقبلشود.( کهبهنظرمیرسد،درروزهای کند.)توجهداشتهباشید حل

دراینتمرین،آماریعنیجدولمربوطبهتعدادلامپهایمعیوبدرهر ب( در این تمرین چه چیزی به عنوان آمار محسوب می شود؟ 

کاری. یکازاین5روز

چیست؟ بگیرد،  می تواند  آمار«  »علم  اساس  بر  کارخانه  مدیر  که  تصمیمی  بهترین  پ( 

لامپ ها  تولید  خط  ادامۀ  لامپ ها   تولید  خط  اصلاح  یا  توقف 

است: نادرست  جمله  کدام  و  درست  جمله  کدام  ف6 

درست داده هاست.  جمع آوری  آمار«،  »علم  از  استفاده  در  قدم  اولین  الف(  

درست است.  آمار«  »علم  از  استفاده  نتیجۀ  آینده،  برای  تصمیم گیری  و  پیش بینی  ب( 

نادرست است.  ارقام  و  اعداد  همان  آمار«،  »علم  پ( 

کرد؟ بله کنید: آیا این شکل را می توان به اعداد و ارقام تبدیل  ف7 به شکل روبه رو توجه 

کنید. مطالعه  را  کامپیوتر  مهندسی  در  آمار  علم  کاربرد  سؤالات،  این  به  پاسخ  برای  چگونه اند؟  آن  ارقام  و  اعداد 

کوچکبهنامپیکسلتشکیلشدهاست.بههرپیکسلمیتوانیک اینتصویرازتعدادزیادیمربعهای

یکجدولعددی از تصویر هر واقع، در است. پیکسل آن روشنایی مقدار بیانگر که داد نسبت را عدد

کههریکازاعداد،مقدارروشناییهرپیکسلرانشانمیدهد. تشکیلمیشود

می شود. نامیده  چپ  سمت  شکل  عددی  جدول  راست،  سمت  جدول  ف8 

گر رنگ سبز را با عدد 3، رنگ زرد را با عدد 2، رنگ قرمز را با عدد 1 و رنگ  ا

کنید. کامل  مشکی را با عدد صفر، نشان دهیم، جدول عددی و شکل زیر را 

درسی کتاب   156 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  )1( مثال 
است: زیر  به صورت  شخص  بدن  تودۀ  شاخص  باشد.  سانتی متر   74 و  متر   1 قدش  و  کیلوگرم   100 شخصی  وزن  کنید  فرض 

·kM á½j¼U }iI{== ==
100

1 74
33 02

2( / )
/  

می رسید؟ نتیجه ای  چه  به  شخص  این  بودن  چاق  دربارۀ  پزشکی،  در  احتمال  و  آمار  علم  کاربرد  در  موجود  جدول  به  مراجعه  با  ف1 

اینشخصدچارچاقیدرجهیکاست.
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درسی کتاب   156 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
افراد  و  عادی  افراد  شامل  که  می دهد  نشان  را  شهر  یک  افراد  »الف«،  شکل  ب( 

می باشند. چاق 

بخواهیم  کنیم  فرض  افراد،  این  درصد  و  چاق  افراد  آمار  آوردن  به دست  هدف  با 

به عبارت  یا  بشماریم  می کنند،  زندگی  شهر  این  در  که  را  چاق  افراد  کل  تعداد 

کنیم. سرشماری  دیگر 

کل خیر،زیراجمعآوریاینآماردر به نظر شما، این کار به سادگی انجام می شود؟ 

کاریبسیاردشوار،زمانبروپرهزینهاست. سطحشهر،

 حدس زده اید، جمع آوری آمار تمام شهر، کار آسانی نیست. همان گونه که در شکل »ب« دیده می شود، به جای شمارش 
ً

همان گونه که احتمالا

از افراد این شهر چاق اند. که چند درصد  کرد  کرد و براساس آن، پیش بینی  انتخاب  را  از افراد شهر  کل افراد این شهر، می توان تعدادی 

که چند درصد افراد این  کنید  کمک افراد انتخابی از شهر در شکل »ب« پیش بینی  به 

تعداد از20نفر، میشود، مشاهده »ب« شکل در که همانطور چاق اند.  شهر 

12
20

60
100

60= = % 12نفرچاقهستند.بنابراین:

اساس بر شهر، این افراد از 60%
ً
تقریبا که کرد پیشبینی میتوان بنابراین

انتخابشده،چاقهستند. افراد

درسی کتاب   158 و   157 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
کارخانۀ »الف« و »ب« مشخص شده است. برای شناسایی تعداد قطعات معیوب، نمونه هایی کل قطعات تولیدی دو  در نمودار رو به رو تعداد 

روبه رو  نمودار  در  که  شده  انتخاب  تولیدی  قطعات  کل  تعداد  از   

است. شده  ارائه 

بعد  صفحۀ  جدول  نمودار،  در  موجود  ارقام  و  اعداد  به  توجه  با 

کنید. کامل  را 

نمونه جامعهنمونهاندازۀ  جامعهاندازۀ  جامعهعضو 

انتخابی1000 تولیدی تولیدی6000قطعات الفقطعات  کارخانه 

انتخابی750 تولیدی  تولیدی5000قطعات  بقطعات کارخانه 

درسی کتاب   158 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 
کل قطعات تولید شده  کارخانه، تحقیقی انجام دهیم. برای این منظور، از تعداد  کیفیت محصولات تولیدی یک  ف1 می خواهیم دربارۀ 

کنید: کامل  را  زیر  جدول  موجود،  اطلاعات  به  توجه  با  می شود.  انتخاب  قطعه   100 است،  قطعه   10000 با  برابر  که  کارخانه  در 

بررسی مورد  نمونهویژگی  جامعهاندازۀ  جامعهاندازۀ 

تولیدی کارخانۀموردنظر10010000کیفیتمحصولات تولیدی کلمحصولات
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است:  نادرست  جمله  کدام  و  درست  جمله  کدام  ف2 

است. نمونه اندازۀ از بیشتر همواره نادرست؛اندازۀجامعه، است. نمونه  اندازۀ  از  کمتر  جامعه  اندازۀ  الف( 

اعضایجامعههستند. از بخشی نمونه، اعضای نادرست؛ جامعه اند. اعضای  همان  نمونه،  اعضای  ب( 

درست. است.  جامعه  از  زیرمجموعه ای  نمونه  پ( 

دانش آموزان  تعداد  نشان دهندۀ  افقی  صف  هر  می شوند.  مشاهده  صبحگاهی  صف  در  مدرسه  یک  دانش آموزان  زیر،  شکل  در  ف3 

کنید. ارائه  را  جامعه  این  از  دلخواه  نمونه  دو  و  کنید  مشخص  را  آن  اعضای  و  جامعه  است.  کلاس  یک 

جامعهدراینجامدرسهواعضایجامعه،دانشآموزاناینمدرسه

ازاینجامعه،میتوانندبهصورتزیرباشند: هستند.دونمونه

کلاس ازهر برتر گرد انتخاب3شا -1

کهحداقلدریکرشتۀورزشی،مهارت 2-انتخابدانشآموزانی

دارند.

درس سوم: متغیر و انواع آن

درسی کتاب   161 و   160 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
کبنزینو.... ف1 به نظر شما، چه متغیرهای دیگری در این خودرو می توان معرفی نمود؟ نوعدنده)دستی-اتوماتیک(،حجمبا

را  جدید  معرفی شدۀ  متغیرهای  از  یک  هر  مقدار  خالی،  سطرهای  در 

کنید. بیان 

زیست،  محیط  در  آمار  علم  کاربرد  به  مربوط  مطالب  به  توجه  با  ف3 

متغیرها و مقدار متغیرهای مربوط به یوزپلنگ ایرانی را در جدول روبه رو 

بنویسید.

کارگران را براساس مهارت به صورت بسیار ماهر، ماهر، متوسط  کارخانه، این  کارند. مهندس این  کارگران مشغول  کارخانه،  ف4 در یک 

بنویسید. کارگران  برای  را  متغیر  مقدار  و  متغیر  است.  کرده  درجه بندی  ضعیف  و 

کارگردان متغیر:مهارت

بسیارماهر،ماهر،متوسط،ضعیف متغیر: مقدار

خودرو یک  متغیرمتغیرهای  مقدار 

جاده در  خودرو  مجاز  سرعت  کثر  120حدا

کیلومتر  100 هر  برای  مصرفی  بنزین  8میزان 

خودرو سفیدرنگ 

بنزین ک با 40حجم

دستینوعدنده

متغیرمتغیر مقدار 

بدن مترطول   1 2/

کیلوگرموزن)جرم( تا40 بین27

تا67سانتیمترارتفاعشانه بین38

دُم تا66سانتیمترطول بین48
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درسی کتاب   162 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 
در یک شهر، با افراد مختلفی روبه رو می شویم و از آنها سؤالاتی می کنیم. آنها به صورت زیر، به سؤالات ما پاسخ داده اند. به عنوان مثال:

می پرسیم: خانم  و  آقا  یک  از 

می برید؟« لذت  کردن  آشپزی  از  »چقدر 

می پرسیم: خانواده  یک  مادر  از 

دارید؟« فرزند  »چند 

می پرسیم: آقا  و  خانم  همان  آخر:از  سؤال  و 

است؟« سانتی متر  چند  شما  بگویید؟«»قد  را  خود  خونی  »گروه 

دهید: پاسخ  زیر  سؤالات  به  حال 

جدول  در  را  افراد  پاسخ های  موردنظر،  شکل های  به  توجه  با  الف( 

کنید. کامل  را  آن  و  دهید  قرار  زیر 

ب( با توجه به متغیرهای بیان شده، کدام متغیرها قابل اندازه گیری اند

 و کدام نیستند؟ به جای علامت سؤال، نام متغیر مورد نظر را بنویسید.

متغیر نام 

فرزندان 2-تعداد 

افراد 182قد  5/ cm170cm

خونی AOگروه 

آشپزی از  بردن  لذت  زیادکممیزان  بسیار
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درسی کتاب   163 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 

کنید: کامل  را  جملات  شکل ها،  به  توجه  با  ف1 

شکل بشکل الف

کمّی است. است.در شکل »الف«، تعداد مسافران یک قطار، یک متغیر  کیفی   متغیر  یک  ایرانی،  اقوام  »ب«،  شکل  در 

شکل تشکل پ

است.  کمّی   متغیر یک  فرد،  قد  »پ«،  شکل  است.در   کیفی  متغیر یک  افراد  جنسیت  »ت«  شکل  در 

کنید: مشخص  را  زیر  متغیرهای  نوع  ف2 

کیفی  کمّی    جنگنده(  باربری،  )مسافربری،  هواپیما  انواع  الف( 

کیفی   کمّی   برسید.  مدرسه  به  خانه  از  می کشد  طول  که  زمانی  مدت  ب( 

کیفی  کمّی    قهوه ای(  آبی،  )میشی،  چشم  رنگ  پ( 

کنید. کامل  را  زیر  جدول  ف3 

)متغیر( متغیرسؤال  نوع 

است؟ رنگی  چه  شما  کیفیموی 

است؟ عددی  چه  شما  کمّیوزن 
می برید؟ لذت  فوتبال  بازی  تماشای  از  کیفیچقدر 

درسی کتاب   164 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت 

کمّی اند. متغیر  نوع  از  متغیرهایی  زیر،  سؤال  دو  پاسخ  شد،  مطرح  قبل  فعالیت  در  که  همان گونه 

از مادر یک خانواده می پرسیم: چند فرزند دارید؟  ف1 

.  ... و   3  ،  2  ،  1  ،  0 ممکن:  جواب های  از  برخی 

گسستهاستزیراقابلشمردناست. کمّیازنوع پاسخ،متغیر

است؟  سانتی متر  چند  شما  قد  ف2 

... و  سانتی متر   160 5/ سانتی متر،  159 سانتی متر،   170 تا  سانتی متر   150 ممکن:  جواب های  از  برخی 

نیست. قابلشمردن زیرا پیوستهاست نوع از کمّی متغیر پاسخ،



فکلاغفسپید شاهفکلیدفدروسفدهمف

160

 لصفف

این  در  باشد.  کیلوگرم   75 و  کیلوگرم   46 به ترتیب  کشور  دهم  پایۀ  دانش آموزان  جامعۀ  در  وزن  بیشترین  و  کمترین  کنید  فرض  ف3 

می گیرد. قرار   [ , ]46 75 بازۀ در  کشور  دانش آموزان  تمام  وزن  صورت 

ازنوعپیوستهاست. کمّی بله،زیراوزن،یکمتغیر بازه می تواند وزن یک دانش آموز باشد؟  از این  آیا هر عددی   

کشور به ترتیب 0 و 20 باشد. در این صورت تعداد فرزندان هر خانواده  کمترین و بیشترین تعداد فرزندان یک خانواده در  کنید  ف4 فرض 

] خواهد بود. آیا هر عددی از این بازه می تواند نشان دهندۀ تعداد فرزندان یک خانواده باشد؟ , ]0 20 کشور عددی صحیح از بازۀ در این 

میتوانند [ , ]0 20 گسستهاستوتنها،اعدادصحیحمتعلقبهبازۀ کمّیازنوع خیر،زیراتعدادفرزندانیکخانواده،یکمتغیر

باشند. فرزندانیکخانواده تعداد

کیفی؟  یا  و  کمّی اند   4 و   3 قسمت های  در  مطرح شده  متغیرهای  ف5 

اندازهگیریهستند. قابل زیرا کمّیهستند، متغیر هردو

است؟  متفاوت  آنها  به  مربوط  جواب های  که  دارد  وجود   4 و   3 قسمت های  در  مطرح شده  متغیرهای  در  تفاوتی  چه  ف6 

گسسته کندولیدرقسمت4متغیر درقسمت3متغیرپیوستهاست،یعنیهرعددیبیندومقدار46و75رامیتوانداختیار

است،یعنیفقطبعضیازاعدادبیندومقدار0و20رامیتوانداختیارکند.

دهید. قرار  مناسب  پاسخ  سؤال،  علامت  به جای  زیر،  شکل  در   4 و   3 قسمت های  به  توجه  با  ف7 

درسی کتاب   166 و   165 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 

کنید. مشخص  را  زیر  کمّی  متغیرهای  بودن  گسسته  یا  پیوسته  خالی،  جاهای  کردن  پر  با  ف1 

است. ساعت  بر  کیلومتر   120 متغیر  آن  مقدار  است.  پیوسته  متغیر  یک  خودرو  سرعت  الف( 

ب( میزان مصرف بنزین این خودرو، یک متغیر پیوستهو مقدار آن برای هر 100 کیلومتر  8لیتراست.

گسسته  است و این تعداد برابر با5نفر  پ( تعداد سرنشینان مجاز در این خودرو، یک متغیر  

است.
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کنید: مشخص  را  زیر  متغیرهای  انواع  ف2 

پیوسته    گسسته   دریا     یک  ماهی های  تعداد  الف( 

پیوسته  گسسته    برسید.   مدرسه  به  خانه  از  می کشد  طول  که  زمانی  مدت  ب( 

پیوسته  گسسته    افراد    وزن  پ( 

پیوسته   گسسته   مدرسه    یک  دانش آموزان  تعداد  ت( 

کنید. مشخص  را  سؤال  در  شده  مطرح  متغیر  نوع  مورد  هر  در  ف3 

)متغیر( متغیرسؤال  نوع 

است؟ عددی  چه  شما  پیوستهقد 

است؟ عددی  چه  شما  پیوستهوزن 

است؟ نفر  چند  شما  دوستان  گسستهتعداد 

است؟ عددی  چه  دوستتان  پیوستهوزن 

است؟ عددی  چه  شما  خانوادۀ  بدن  تودۀ  پیوستهشاخص 

است؟ چقدر  ایرانی  یوزپلنگ  شانه  پیوستهارتفاع 

درسی کتاب   166 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � فعالیت
دهید. قرار  را  مناسب  پاسخ  سؤال،  علامت  به جای  زیر  شکل  در 

درسی کتاب   167 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � کلاس  در  کار 
کنید: کامل  را  زیر  جملات  زیر  شکل های  به  توجه  با 

ز�اد، بس�اريال

ز�اد،

متوسط،

�م،

بس�اريال�م

      
الف بشکل  پشکل  شکل 
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است. مرد  و  زن  آن  مقادیر  و  است  اسمی  متغیر  یک  افراد،  جنسیت  »الف«،  شکل  در 

که یک ورزشکار در مسابقه به دست می آورد، یک متغیرترتیبی است و مقادیر آن اول،دوموسوماست. در شکل »ب«، مقام هایی 

زیاد، زیاد، بسیار  آن  مقادیر  و  است  ترتیبی   متغیر یک  که  است  شده  سؤال  قیمه  خورش  دربارۀ  شما  علاقۀ  میزان  »پ«،  شکل  در 

است.  کم بسیار و کم متوسط،

درسی کتاب   170 تا   168 � صفحۀ  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � تمرین 

کنید. مشخص  را  زیر  متغیرهای  بودن  ترتیبی  یا  اسمی  خالی،  جاهای  کردن  پر  با  ف1 

ترتیبی  اسمی     کهن سال(  میان سال،  جوان،  نوجوان،  نونهال،  کودک،  )نوزاد،  انسان  یک  رشد  مراحل  الف( 

ترتیبی  اسمی   سیاه پوست(  زردپوست،  )سفیدپوست،  افراد  نژاد  ب( 

ترتیبی  اسمی   قهوه ای، طلایی(  )مشکی،  افراد  موی  رنگ  پ( 

ترتیبی  اسمی     )3 درجه   ،2 درجه   ،1 )درجه  هلو  میوۀ  کیفیت  ت( 

کنید. دسته بندی  زیر،  نمودار  در  را  متغیرها  نوع  ف2 

متغیرمتغیر نوع 

شهر یک  در  سانتی متر  برحسب  بارندگی  میزان  )پیوسته(1-  کمّی

برف( )باران،  بارندگی  نوع  کیفی)اسمی(2- 

دارند آفتابی  هوای  روز  یک  در  که  شهرهایی  تعداد  کمّی)گسسته(3- 

هوا دمای  میزان  )پیوسته(4-  کمّی

کم( متوسط،  )زیاد،  هوا  آلودگی  شدت  )ترتیبی(5-  کیفی

برفی( بارانی،  ابری،  )آفتابی،  هوا  وضعیت  انواع  کیفی)اسمی(6- 

کم( متوسط،  )زیاد،  بارندگی  شدت  )ترتیبی(7-  کیفی
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گسسته، پیوسته، ترتیبی و اسمی را در جدول  کیفی،  کمّی،  ف3 جدول زیر متغیرهای دانش آموزان را نشان می دهد. انواع متغیرها از نظر 

کنید. کامل  زیر 

دانش آموزان کمّیمتغیرهای  کیفیمتغیر  گسستهمتغیر  پیوستهمتغیر  ترتیبیمتغیر  اسمیمتغیر  متغیر 

سن

نهم ریاضی  نمرۀ 

پسر( و  )دختر  جنسیت 

قد

وزن

هوش میزان 
پایین( متوسط،  بالا،  )هوش 



میزان رضایت در مدرسه
)بسیار، متوسط، ضعیف(



بدن تودۀ  شاخص 

آنجاییکهدر از اما باشد. پیوسته نوع از کمّی متغیری باید نهم ریاضی نمرۀ متغیرها، تعریف به توجه با که باشید توجهداشته

گسسته نوع از کمّی را متغیر این ما دادهمیشود، 0 75/ و 0 5/ ،0 25/ اعشاری باقسمت نمراتی ایندرس برای مدارس

گرفتیم. درنظر

باشد. او160سانتی متر  قد  و  کیلوگرم   95 شخصی  وزن  کنید  فرض  ف4 

کنید.  حساب  را  شخص  این  بدن  تودۀ  شاخص  الف( 

·kM á½j¼U }iI{  KveoM ·p»
KveoMk¤

= =
( )

(m ) ( / )
/

kg
2 2

95

1 60
37 1 

کمّیازنوعپیوسته گسسته، پیوسته، اسمی و ترتیبی است؟ کمّی،کیفی،  ب( شاخص تودۀ بدن شخص چه نوع متغیری از نظر 

گر رنگ سبز را با عدد 3، رنگ سفید را با عدد 2 و رنگ قرمز را با عدد 1  ف5 جدول سمت راست، جدول عددی شکل سمت چپ است. ا

کنید. این شکل چه چیزی است؟ کامل  نشان دهیم، جدول عددی و شکل زیر را 

شکلپرچمایراناست.

بزنید. مثال  یک،  هر  برای  و  کنید  تعریف  را  نمونه  و  جامعه  ف6 

گیرد،جامعهنامیدهمیشودوهر کهدربارۀیکیاچندویژگیآنهاتحقیقصورت تعریفجامعه:مجموعۀتمامافرادیااشیایی

گرفت. یکازاینافرادیااشیاراعضوجامعهمینامند.مثلًایکخانوادهرامیتوانیکجامعهازتعدادیازافراددرنظر

گویندوهریکازافرادیااشیایانتخابشده کهبرایمطالعهانتخابشود،نمونه تعریفنمونه:بخشی)زیرمجموعهای(ازجامعه

گویند.مثلًاازیکخانوادهچندنفرانتخابشوندویکویژگیازآنهاموردبررسیقرارمیگیرد. درنمونهراعضونمونه
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با  نمونه  اعضای  همچنین  کرده ایم.  مشخص   20 تا   1 شماره های  با  را  آن  اعضای  که  می دهد  نشان  را  فرضی  جامعۀ  ݢیک  ݢ ݢ زیر  شکل  ف7 

دهید: پاسخ  زیر  سؤالات  به  شده اند.  انتخاب  رنگ  سبز  خط 

است؟20 عددی  چه  جامعه  اندازۀ  الف( 

5 است؟  عددی  چه  انتخابی  نمونۀ  اندازۀ  ب( 

{ , , , , }4 9 10 13 14 بنویسید.   را  انتخابی  نمونۀ  اعضای  پ( 

کنید. کامل  را  زیر  جدول  ف8 
متغیرمتغیر نوع 

هلو یک  )پیوسته(وزن  کمّی

هلو یک  )ترتیبی(کیفیت  کیفی

ایرانی یوزپلنگ  بدن  طول  )پیوسته(اندازۀ  کمّی

ایرانی کیفی)اسمی(اقوام 

آب وهوا کیفی)اسمی(وضعیت 

قله در  هوا  )پیوسته(دمای  کمّی

کوه قله  در  هوا  )پیوسته(فشار  کمّی


