


  

     



  

    



  

     

  
  
  
  
  
  
  
  

    
 نام خداونـد جـان و خـرد    به  

  كزين برتر انديشه برنگذرد 
  
  
  

كنيم. اين كتاب مطالب هندسـه پايـة    آموزان مي را تقديم دانش» هندسه يازدهم يگانه«بسيار خرسنديم كه كتاب 
هاي فراوان  ا مثالشود و ب آموز، ابتدا با مباحث هر فصل آشنا مي دهد. دانش يازدهم را در سطح پيشرفته ارائه مي

اي را پاسـخ   چهارگزينـه  سـؤالات تشـريحي و  كند. سپس براي هر فصل، تعـدادي   ها اشراف پيدا مي بر حل آن
  دهد تا بر موضوع تسلط يابد. مي

اي براي هر فصل جهت خودآزمـايي   آزمون چهارگزينه 10و  96در ادامه سؤالات كنكورهاي سراسري تا سال 
  آورده شده است.

هـا، در كتـاب ديگـري تحـت      اي، كنكورهاي سراسري، آزمون اعم از تشريحي، چهارگزينه سؤالات پاسخ تمام
نامـه انجـام    بندي سؤالات نيـز در كتـاب پاسـخ    سطح نامه، به تفصيل توضيح داده شده است. عنوان كتاب پاسخ

  گرفته است.
كه مايل به تحصيل در   آموزان كلاس يازدهم را در درس هندسه رود كتاب حاضر، همة نيازهاي دانش ار ميانتظ

  گو باشد. هستند، پاسخ هاي كشور ها و بهترين رشته بهترين دانشگاه
انـد   دانيم از مؤلف محترم آقاي علي صادقي كه كتاب را زير نظر دبير مجموعـه تـأليف كـرده    در اينجا لازم مي

آرا)، سارا لطفي مقدم و سمانه مسـروري   چين و صفحه ها محبوبه شريفي (حروف چنين از خانم شكر كنيم. همت
  چيني، توليد و فروش سپاسگزاريم. ها) و مديران و همكاران واحدهاي حروف و بهاره خدامي (گرافيست

را بـا اعـلام نظـرات، پيشـنهادها و     ها ما  هاي عزيز آن آموزان و خانواده اميدواريم دبيران محترم هندسه و دانش
  انتقادها خود دربارة اين كتاب ياري فرمايند.

  انتشارات مبتكران  
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  دايره
  

  شود. گفته مي rو شعاع Oاي به مركز  ) باشند دايرهrع) به فاصله يكسان و ثابت (شعاOتمام نقاطي از صفحه كه از يك نقطه ثابت (مركز 
  .رسم شده است rو شعاع Oاي به مركز  ل، دايرهدر شكل مقاب -
Cصورت را به rو شعاع  Oدايره به مركز  - (O, r) دهيم نمايش مي.  
 

  يرهاوضاع نسبي يك نقطه و يك دا
 
  

OAي(شعاع دايره) باشد. يعن rره است اگرو تنها اگر فاصله آن تا مركز دايره كمتر از يدرون دا Aنقطه نقطه درون دايره:. 1 r.  
OBيعني .(شعاع دايره) باشد rره است اگر و تنها اگر فاصله آن تا مركز دايره برابر باروي داي Bنقطه نقطه روي دايره:. 2 r.  
OCيعني .باشد )(شعاع دايره rخارج دايره است اگر و تنها اگر فاصله آن تا مركز دايره بزرگتر از Cنقطه :نقطه خارج دايره. 3 r.  

  
  

  دايرهيك بيشترين و كمترين فاصله يك نقطه از 
  

  . كنيم حالت زير بررسي مي 3از يك دايره را با توجه به اوضاع نسبي يك نقطه و يك دايره در  Aبيشترين و كمترين فاصله نقطه
 كنيم تا دايـره را درنقـاط   را رسم مي Aقطر گذرنده از  ،در اين حالت درون دايره باشد: Aنقطه الف)

M وN قطع كند. در اين صورتM به كترين نقطه از دايرهنزديA وN ترين نقطه از دايره رود
  باشد ولذا ميAبه

   R OA  بيشترين فاصلهA از دايره  
   R OA  رين فاصلهكمتA از دايره  

كنـيم. نزديكتـرين نقطـه از     را رسم مـي  Aدر اين حالت، قطر گذرنده از روي دايره باشد:Aنقطه  ب) 
  باشد ولذا مي N، نقطه Aدورترين نقطه از دايره  بهو  ،Aخود Aدايره به

  R   از دايره Aبيشترين فاصله 2
       رهاز داي Aكمترين فاصله 0

 دهيم تا دايره را وصل كرده امتداد مي (O)به مركز دايره Aاز ،در اين حالت دايره باشد: جخار Aنقطه  پ)
  باشد ولذا مي Aدورترين نقطه از دايره به Nو Aنزديكترين نقطه از دايره به Mقطع كند.  Nو Mدر 

  OA R  بيشترين فاصلهA از دايره  
  OA R  كمترين فاصلهA از دايره  

  

  باشد. شعاع دايره كدام است؟ مي 6و  10ترتيب  از يك دايره به Aبيشترين و كمترين فاصله نقطه :1
 1( 2  2( 4  3( 8   4( 2  8يا  
 روي دايره نيست زيرا بايد در ايـن صـورت   Aگيريم (نقطه دانيم دو وضعيت درنظر مي و دايره را نمي Aهچون وضعيت نقط :پاسخ  

  .كمترين فاصله صفر باشد)

   
R OA

A R
R OA

OA R
A R

OA R

¾±ÅIÎ ¸ÄoTμ¨½oÄHj ·»nj ¾±ÅIÎ¸ÄoTzÃM
¾±ÅIÎ ¸ÄoTμ¨½oÄHj ZnIi ¾±ÅIÎ¸ÄoTzÃM

  
     

  
     

6 810
6 210

  

  

  ها در دايره مفاهيم اوليه و زاويه
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صل 
ف

ره
 دايـ

ول:
ا

  

هـا روي   كـه مركـز همـه دايـره     گذرد ره ميياشمار د (شكل مقابل) بي Bو Aزاز دو نقطه متماي .1 
ها همـواره   هاي اين دايره شعاع ،گيرد. با توجه به شكل مقابل قرار مي ABخط عمودمنصف پاره

ABيعني .باشد مي ABساوي نصفبزرگتر يا م
R   Aزااي كـه   كـوچكترين دايـره  . بنـابراين  2

ABقطر آن ABاي است كه گذرد، دايره مي Bو
(R )   مركز آن باشد. ABسط و و 2

  
  

ABخط پاره :2    گذرد؟ مي Bو Aاز 4مفروض است، چند دايره به شعاع  6
  شمار بي ) 3( 2  4  1 )2  صفر )1 

قـرار داشـته باشـند و     ABهايي بايد روي عمودمنصف مركز چنين دايره 1 طبق تذكر پاسخ:  
OAهمچنين OB    :بنابراين .4

  ˆO A H : H OH OA AH OH


           2 2 2 2 290 4 3 16 9 7 7  
  

 ،از آن 7بـه فاصـله   ABو در طـرفين  ABروي عمودمنصـف  Oو Oدرنتيجه دو نقطه  
  دايره وجود دارد. 2لذا  باشند و هاي موردنظر مي مركز دايره

   
  

xدايره به شعاعمفروض است. اگر تنها دو  6به طول  ABخط پاره :3 6   كدام است؟ xبگذرد، حدود Bو Aاز 1

 1(x 
1
6  2(x 1   3(x 

2
3  4( x 

1 2
6 3  

ABبايد داشته باشيم 1طبق تذكر  پاسخ:  
R  AB(اگر 2

R 
2

   بنابراين: .گذرد) مي Bو  Aباشد تنها يك دايره از 

     x x x     
6 26 1 6 42 3  

  
  

بـه   Aپاي عمـودي باشـد كـه از    Hمفروضند. اگر Aو نقطه dخط صله نقطه از خط):يادآوري (فا
  گوييم. مي dازخط  Aرا فاصله نقطه AHخط شود، اندازه پاره رسم مي dخط

AH)است dاز ساير نقاط خط Aكوتاهترين فاصله نقطه (AH)واضح است كه اين فاصله AB) .  
    

    

  اوضاع نسبي يك خط و يك دايره
 
  

در اين حالت خط و دايره، هيچ نقطه مشـتركي ندارنـد و فاصـله     خط خارج دايره است (متخارج):  .1
  مركز دايره تا خط از شعاع دايره بيشتر است.

   OH r  خطd خارج دايره است  
  
  
  

تنها يك نقطه مشترك دارند و فاصله مركز  ،در اين حالت خط و دايره بر دايره است:خط مماس   .2
  دايره تا خط برابر شعاع دايره است.

  OH r  خطd بر دايره مماس است  
  
  

 ند و فاصله مركز دايـره تـا  در اين حالت خط و دايره دو نقطه مشترك دار اند: ره متقاطعياخط و د  .3
  خط از شعاع دايره كمتر است.

  OH r  خطd اند. و دايره متقاطع  
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  گويند. به خطي كه دايره را در دو نقطه قطع كند، خط قاطع مي .2 

  گي خط مماس بر دايرهويژ
 
  

 دانيم است. زيرا مي Fنقطه Oبه نقطه d. نزديكترين نقطه خط مماس است Cبر دايره dفرض كنيم خط
OF R و هر نقطه ديگر از خطd ها از مركز دايره بيشـتر از   خارج دايره است و بنابراين فاصله آن

 زيرا اگر فـرض  .كند قطع مي Fر نقطهرا د dعمود كنيم، اين خط عمود، خط  dبه  Oشعاع است. اگر از 
 پاي عمـود  Mعمود است و dبر خط OMوجود دارد كه Mمانند يپس نقطه ديگر ،قطع نكند Fكنيم كه در

FMقرار دارد و Fو Nبين  Mهست كه dروي خط Nباشد. نقطه ديگري مانند  مي MN درنتيجه  
FM MN

ˆ ˆFMO NMO O M N O M F ON OF R

OM OM

 
 


       

 

90  

پس خـط   .، تناقض داردبر دايره dنيز روي دايره است و اين با فرض مماس بودن خط Nبنابراين نقطه
و خط مماس  OFشعاع ،اي روي دايره باشد نقطه Fعمود است. بنابراين اگر OFبر Fدر نقطه ،مماس

  هم عمودند. ،Fبر دايره در نقطه
نقطه ديگري غير  Mكنيم همچنين فرض مي عمود باشد. OFبه شعاع Fدر نقطه dكنيم حال فرض مي

OMچون .باشد dروي خط Fاز OF درنتيجه نقطهM خارج دايرهC  است. بنابراين خـطd   بـا
  :بنابراين .بر دايره مماس است dخط فقط يك نقطه مشترك دارد و در Cرهياد
  
  

  عمود باشد. Fبر شعاع گذرنده از  dمماس است اگر و تنها اگر خط  Cبر دايره Fدر نقطه dخط   
  

  طريقه رسم خط مماس بر دايره از يك نقطه روي دايره
 
  

Cاي روي دايره نقطه Fاگر (O, r)    باشد طبق ويژگي خط مماس، بـراي اينكـه در نقطـهF    ممـاس بـر
خـارج   OFعمودي بر خط Fوصل كرده سپس در نقطه  Fبه Oكافي است ابتدا از  ،دايره رسم كنيم

  بر دايره مماس خواهد بود. Fعمود است، بنابراين در Fكنيم. اين خط چون بر شعاع گذرنده از

  توان رسم كرد (چرا؟) يره ميدر هر نقطه از يك دايره تنها و تنها يك مماس بر آن دا .3 

  چند تعريف اوليه
 
  

  .شود خطي كه يك سر آن مركز دايره و سر ديگر آن روي دايره باشد، شعاع ناميده مي پاره شعاع دايره:  .1
  ).مقابل در شكل ABشود (وتر  خطي كه دو سر آن روي دايره باشد، وتر دايره ناميده مي پاره وتر دايره:  .2
در شكل  MNشود (قطر گذرد، قطر دايره ناميده مي وتري از دايره كه از مركز دايره مي قطر دايره:  .3

  مقابل). واضح است كه قطر بزرگترين وتر دايره است. 
انـد.   دايره هاي رأس آن بر مركز دايره واقع است و اضلاعش، شعاع هاي است ك زاويه زاويه مركزي:  .4

  ).AOBˆ(زاويه
  )NMPˆ(زاويه اند دايرهاز وتر  دو شاي است كه رأس آن روي دايره و اضلاع زاويه زاويه محاطي:  .5
اضلاع آن، وتـر دايـره و ضـلع ديگـرش      يكي از اي است كه رأس آن روي دايره و زاويه زاويه ظليّ:  .6

  )TEFˆبر دايره است. (زاويهمماس 
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صل 
ف

ره
 دايـ

ول:
ا

  
محيط دايـره را بـه دو بخـش     ،گيريم. اين دو نقطه را روي دايره درنظر مي Bو Aدو نقطه كمان:  .7

  گوييم. ها، كمان يا قوس مي كنند، كه به هر يك از آن بخش تقسيم مي
 منظور كمان ABنويسيم  وقتي مي». ABكمان «خوانيم  نويسيم و مي مي ABصورت را به ABكمان -  

  .ACBنويسيم كنيم و مي استفاده مي Cباشد. براي نشان دادن كمان بزرگتر از نقطه كمكي مانند كوچكتر مي
  ناميم. دايره مي ها را نيم كند كه اين دو كمان هر قطر، دايره را به دو كمان مساوي تقسيم مي -  

شـود و واحـد آن درجـه اسـت.      همان اندازه زاويه مركزي مقابل بـه آن تعريـف مـي    ،اندازه كمان  .8
Ôديگر اندازه زاويه مركزي برابر با اندازه كمان مقابل به آن است. يعني:عبارت  به AB  

هـاي برابـر و    تواننـد انـدازه   هاي مختلف مي هاي دايره با توجه به شكل مقابل، واضح است كه كمان  .9
AB،Aازه هر سه كمانهاي نابرابر داشته باشند. اند ولط B  وA B   برابرند در صورتي كه طول

  ها نابرابرند. انماين ك
دست آوردن طول كماني  است لذا براي به 360يك كمان به اندازه ،باتوجه به اينكه محيط دايره  .10

  صورت زير عمل كنيم: توانيم به يم ABمانند
  ) برحسب راديان يعني/ 3 14(     ABAB ·Iμ¨ −¼ö·Iμ¨ ½pHkºH

½oÄHj ôÃd¶360  
  

  دست آوريد را به 60با اندازه ABمتر، طول كمان سانتي 4اي به شعاع  در دايره :1
  پاسخ:   

     /
/

AB ( )
AB cm

( )
·Iμ¨ −¼ö ·Iμ¨ −¼ö  


    
4 3 1460 8 4 4 18360 2 4 6 3 3   

     

 هاي مربوط به يك وتر و كمان نظير آن ويژگي
  

  كنيم. هاي مربوط به يك وتر از دايره و كمان نظير آن وتر را بررسي مي در زير ويژگي
  كند به عبارت ديگر آن را نصف ميهاي نظير  در هر دايره، قطر عمود بر يك وتر، آن وتر و كمان  .1

   
AH HB

OD AB
AD DB AC CB»

  
 

  

  عبارت ديگر: كند. به شود، بر آن وتر عمود است و كمان نظير آن وتر را نصف مي مركز دايره، به وسط وتري از آن دايره وصل مي در هر دايره خطي كه از .2

 
OD AB

AH HB
AD DB

  


  

  عبارت ديگر: كند. به شود، بر وتر نظير آن كمان عمود است و آن وتر را نصف مي كز دايره، به وسط كماني از آن دايره وصل ميدر هر دايره، خطي كه از مر .3
  OD AB
AD DB

AH HB

   
  

  هاي فوق در بخش سؤالات تشريحي مطرح شده است. اثبات ويژگي .4 

گـذرد و   خط حاصل از مركـز دايـره مـي    امتدا پاره ،را به هم وصل كنيم ABو وسط كمان ABهاي فوق، اگر نقاط وسط وتر با توجه به ويژگي .5 
  عمود است. AB، بر وتر ABاين خط در وسط وتر 

خـط بـين دو دايـره     كنـد و دو پـاره   دو دايره هم مركز را قطع مي ،خطي مطابق شكل :2
  خط با هم برابرند. شوند. ثابت كنيد اين دو پاره محصور (محدود) مي

  كنيم. عمود مي dبر خط  O از پاسخ:   
OH AB AH HB

AH DH HB HC AD BC
OH DC DH HC
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NDبر هم عمودند. اندازه شعاع دايره كدام است؟ CDو ABمطابق شكل مقابل دو وتر  :4 NB )  AN)و 6 CN  2  
 1(5   2(2 5  3(3 5  4( 5  

  پاسخ:  
CDكنيم. بنابراين  از مركز دايره به هر يك از دو وتر عمود مي

CH HD   ABو 42
AK KB   42.  

NK AK AN OH      4 2 2 2  
ˆO H D : H r OH HD r


         2 2 290 4 16 20 2 5  

  
  

  هاي مربوط به دو وتر از يك دايره ويژگي
 
  

ها نيز با هم برابرند و بـرعكس.   هاي نظير آن . در هر دايره، اگر دو وتر با هم برابر باشند، آنگاه كمان1
  عبارت ديگر: به

 AB CD AB CD    
  
  

. در هر دايره، اگر دو وتر نابرابر باشند، كمان نظير وتر بزرگتر، از كمان نظير وتر كوچكتر، بزرگتـر  2
  :عبارت ديگر است و برعكس. به

 AB CD AB CD    
  
  

  :رعبارت ديگ اند و برعكس. به . در هر دايره، وترهاي برابر، از مركز دايره به يك فاصله3
  

AB CD OH OK    
  
  

كـه بزرگتـر اسـت، بـه مركـز دايـره نزديكتـر اسـت و بـرعكس.           . در هر دايره، از دو وتر نابرابر، آن4
  عبارت ديگر: به

AB CD OH OK    
  

    

  ؤالات تشريحي مطرح شده است.هاي فوق در بخش س اثبات ويژگي .6 
  

aو شعاع Oاي به مركز ، روي دايرهaوسط وترهايي به طول C(O,r)ثابت كنيد در دايره :3
r 

22
  گيرند. قرار مي 4

  پاسخ:   
اند و فاصله مركز تا هر يـك   دانيم در دايره وترهاي مساوي همگي از مركز به يك فاصله مي  

در وسط اين وترها. بنابراين وسط اين وترهـا همگـي از    از وترهاي مساوي، خطي است عمود
 .گيرنـد  قـرار مـي   OHو شـعاع  Oاي بـه مركـز   درنتيجه روي دايره .اند مركز به يك فاصله

  كنيم. صورت زير محاسبه مي را به OHطول

a aˆO H B : H OH r OH r


       
2 22 2 290 4 4  
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  يرد؟گ روي كدام دايره قرار مي 2، وسط وترهايي به طول 6و شعاع  Oاي به مركز  در دايره :5
 1(C (O, )6  2(C (O, )33  3(C (O, )34   4( C (O, )35  
  پاسخ:  
 و شـعاع  Oز اي بـه مرك ـ  ، روي دايـره 6و شـعاع   Oاي بـه مركـز   يـره ادر د 2قبل، وسط وترهايي به طول  مسألهبا توجه به   

 
22 26 Cيعني .گيرند قرار مي 354 (O, )35.  

  

,C(Oدر دايره :6 ABدو وتر 6( x 2 CDو 1 x 2 از مركز دايـره دورتـر اسـت. در     ABاشند كه وتر ب اي مي گونه به 4
  وجود دارد؟ xاين صورت چند مقدار صحيح براي

  شمار بي  ) 2( 1  3( 2  4  صفر )1 
  پاسخ:  
  بنابراين: .اولاً بايد طول اين وترها مثبت باشد  

   AB x x
x

CD x x x x

¥HoT{H
IÄ

     
 

         2 20

10 2 1 0 22
4 0 4 2 2

  

ABشود كه است نتيجه مي ردورت دايره از مركز ABاً از آنجا كه وترثاني   CD. :بنابراين  
   AB CD x x x x x xIÄ            2 22 1 4 2 3 0 1 3  

  بنابراين: .اً بايد اين وترها از قطر دايره كوچكتر مساوي باشندلثثا  
   CD x x x         2 212 4 12 16 4 4  

x)هاي ين اشتراك بازهبنابرا   ) x)و 2 x )IÄ  1 )و 3 x )  4 xباشد كه مي xحدود تغييرات  4 3 است. در اين  4
xبازه هم تنها عدد    ، يك عدد صحيح است.4

  
  

  وتر ماكزيمم (بزرگترين ) و وتر مينيمم (كوچكترين) گذرنده از يك نقطه داخل دايره
 
  

Cنقطه دلخواه (غير مركز) درون دايره Aكنيم فرض مي (O, r) دانيم از نقطه باشد. ميA شمار وتـر   بي
، Aباشد و كـوچكترين وتـر گذرنـده از    مي A، قطر گذرنده ازAزرگترين وتر گذرنده ازگذرد. ب مي

  عمود باشد. Aبر قطر گذرنده (بزرگترين وتر) از Aوتري است كه در نقطه
  (اثبات در بخش سؤالات تشريحي بيان شده است)

  باشد. مي Aكوچكترين وتر گذرنده از PQو Aبزرگترين وتر گذرنده از MNرتدر شكل مقابل و
  
  

,C(Oدر دايره :7   كدام است؟ Aين وتر گذرنده ازدايره قرار دارد. اندازه كوچكتر واحد از مركز 2به فاصله  A، نقطه6(
 1(4 2  2(6 2   3(8 2  4( 10 2  
  پاسخ:  
  عمود باشد. بنابراين: A، وتري است كه بر قطر گذرنده ازAكوچكترين وتر گذرنده از  

OA PQ PA AQ PQ

P A O : PA OP OA PA PQ


   

        2 2 2

1
2

36 4 32 4 2 8 2
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,C(Oرهدر داي :8  Aتوان رسم كـرد كـه از   واحد از مركز دايره قرار دارد. چند وتر داخل دايره مي 2به فاصله  A، نقطه6(
  باشد؟ 8ها برابر با  بگذرند و طول آن

  صفر ) 4  شمار بي )3  2 )2  1 )1 
  پاسخ:  
8برابر با Aبل طول كوتاهترين وتر گذرنده ازق تستطبق    8است و اين بدين معني است كه وتري با طول كمتـر از  2 2 

  وجود ندارد.
  
  

گذرنـد   مـي  Aكـه از نقطـه   Cمفروض است. اگر طول كـوچكترين و بزرگتـرين وتـر از دايـره      Cدرون دايره Aنقطه :9
  تا مركز دايره چقدر است؟ Aباشد، فاصله نقطه 15و  12ترتيب  به

 1( 4    2(/4 5  3( 5  4( /5 5  
  پاسخ:  
ر عمـود اسـت.   بـر قط ـ  A، وتري است كه درAو كوچكترين وتر گذرنده از A، قطر گذرنده ازAبزرگترين وتر گذرنده از  

EAداريـم:  زيركند. بنابراين در شكل  همچنين قطر عمود بر وتر، وتر را نصف مي AF  Rو شـعاع دايـره   6 
15
 O. از 2

  كنيم: وصل مي Fبه

/

O A F : OA OF AF

OA ( ) OA


 

     

2 2 2

2 2 215 81 96 4 52 4 2
  

  

  واع زوايا در دايرهان
 
  

صورت زير وجود دارد. برخي از اين زاويه در قبل تعريف شـده ولـي جهـت     نوع زاويه به 7طور كلي در دايره  به
  كنيم. نوع زاويه اشاره كرده و اندازه هر يك را مشخص مي 7يادآوري به هر 

انـد.   هاي دايره عش، شعاعاي است كه رأس آن بر مركز دايره واقع است و اضلا زاويه زاويه مركزي:  .1
Ôيعني: .اندازه زاويه مركزي برابر با اندازه كمان مقابلش است ،طبق تعريف AB  

  
  

شـود   ثابـت مـي   اند. اي است كه رأس آن روي دايره و اضلاعش دو وتر از دايره زاويه زاويه محاطي:  .2
ABمقابلش است. يعنياندازه هر زاويه محاطي، برابر با نصف كمان 

M̂  2   
  (اثبات در بخش سؤالات تشريحي بيان شده است)  

  
  

اي است كه رأس آن روي دايره و يكي از اضلاع آن، وتـر دايـره و ضـلع ديگـرش      زاويه زاويه ظليّ:  .3
 ـ   ابت ميمماس بر دايره است. ث  .بلش اسـت بـا نصـف كمـان مقـا     بـر ي، براشود اندازه هـر زاويـه ظلّ

ABˆBATيعني  2.  
  (اثبات در بخش سؤالات تشريحي بيان شده است)   

  

اي است كه از برخـورد   خارجي): زاويه يزاويه وتريا  قاطع(زاويه بين دو  :زاويه بين امتداد دو وتر  .4
  شود. امتداد دو وتر از دايره، در خارج دايره ايجاد مي

هـاي روبـرويش.    اين زاويه برابر است با نصف قدرمطلق تفاضـل انـدازه كمـان   شود اندازه  ثابت مي   

يعني: 
 BC AD

P̂


 2  
   (اثبات در بخش سؤالات تشريحي بيان شده است)  
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  .شود داخل دايره ايجاد ميدر اي است كه از برخورد دو وتر  (زاويه وتري داخلي): زاويه زاويه بين دو وتر  .5

  هـاي روبـرويش.   شـود انـدازه ايـن زاويـه برابـر اسـت بـا نصـف مجمـوع انـدازه كمـان            ثابت مي   
يعني:   BC AD

P̂
 2   

  بخش سؤالات تشريحي بيان شده است)(اثبات در   
  

  .شود اي است كه از برخورد دو مماس بر يك دايره و در خارج دايره ايجاد مي زاويه زاويه بين دو مماس:  .6
هاي روبرويش. يعني:  شود اندازه اين زاويه برابر است با نصف قدرمطلق تفاضل اندازه كمان ثابت مي  

 ACB AB
P̂


 2  

  (اثبات در بخش سؤالات تشريحي بيان شده است)
  
  

 اي است كه از برخورد امتـداد يـك   (زاويه بين امتداد وتر و مماس): زاويه زاويه بين قاطع و مماس  .7
  شود. دايره ايجاد مي جك مماس بر دايره، در خاروتر و ي

  هـاي روبـرويش.    شود اندازه اين زاويه برابر است با نصف قـدرمطلق تفاضـل انـدازه كمـان     ثابت مي  

يعني: 
 BT AT

P̂


 2  
  (اثبات در بخش سؤالات تشريحي بيان شده است)

  

  عبارت ديگر: به .هاي محصور (محدود) بين دو وتر موازي، با هم برابرند در هر دايره، كمان .1

 AB || CD AD BC   

  گيريم. كمك مي ،كنيم و از قضيه خطوط موازي و مورب وصل مي Cبه Aاز 
   ˆ ˆC AAB || DC BC ADˆ ˆA C BC AD

AC
kºHÂöId¶ »

Jn¼¶
      


1 11 1 2 2  

باشد يعني ممكن است دو كمان با هـم برابـر باشـند     نمي ارقرتوجه شود كه عكس مطلب فوق بر   
مقابلدر شكل  ولي وترهاي مربوطه با هم موازي نباشند. AD BC    ولـي دو وتـرAB وCD 

  موازي نيستند!
  

  الساقين است. اي كه رئوس آن بر روي يك دايره باشد، حتماً متساوي توان گفت ذوزنقه مي 1با توجه به نكته    
 AB || DC AD BC AD BC     

  

هاي محصور (محدود) بين يك وتر و مماس موازي با آن،  ماندر هر دايره، ك )1(حالت خاص نكته  .2
عبارت ديگر: با هم برابرند. به xy || DC AD BC   

 عمل كنيد. 1اثبات: مشابه اثبات نكته   
  
  
  

Âمركز دايره است. اگر Oدر شكل زير :10  75 وB̂  50  در اين صورت مقدارx كدام است؟  
  1(30   2(35  3(40  4(45  

ACبنابراين: .اند محاطي Âو D̂زواياي پاسخ:   x DCو 2  150دانـيم  . ميCDE  180 ،
DEدرنتيجه  30 زاويه .B̂ لذا و ،زاويه بين دو وتر است:  

 AC DE x
B̂ x

        2 3050 352 2  
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CDموازيند. CDو ABدر شكل زير، وترهاي  :11  100  وT وسط كمانAB است. زاويهx كدام است؟  
1( 20  2(25  3(30   4 (35  

شـود كـه   نتيجـه مـي   ،موازينـد  CDو ABاز آنجا كه وترهـاي  پاسخ:   AD BC.   از طرفـي
  لذا و ،محاطي است B̂زاويه

   ADC AD
B̂ AD BC

        10080 602 2  

     TB
ATB (AD BC) ( ) AT TB xÂöId¶                       

70140360 100 360 100 120 140 70 352 2 2  
  

ˆدر شكل مقابل اگر :12 ˆBAC ABD   است؟ برابر زاويه چند باشد، آنگاه زاويه 3

  1 (3
2     2( 2    

  3(4
3    4( 3  

ABDˆكنيم فرض مي پاسخ:   x .بنابراينˆBAC x   :درنتيجه .باشند اند ولذا نصف كمان روبرويشان مي محاطي BACˆوABDˆ. زواياي3

   
 

 

ADˆABD AD x

BCˆBAC BC x

  

  

22
62

  

از طرفي:    BC AD x x
x x      6 2 2 22 و 2 BC AD x x

x    6 2 42 بنابراين. 2  2.  
  
  

,C(Oدر دايره :13 R) ،شكل مقابلAB R وCD R   كدام است؟ Pمقدار زاويه .باشند مي 2

  1 (20    2(/ 22 5    
   3(15    4( 30  

  داريم: .كنيم وصل مي Dو Cو B و Aبه Oاز  پاسخ:  





 ˆOA OB AB R O A B AOB AB DC AB
P̂

ˆOD OC R CD R D O C DOC DC

Ì°ò¯H Á»IvT¶

» ¾Ä»Hq²H ´GI¤





                 

        

60 60 90 60 152 22 90 90
  

  
  

Âمركز دايره و Oقابلدر شكل م :14  58 است. اندازه كمانAE كدام است؟  

  1 (64    2(68    
   3(72    4( 74  

ظلّي است و بنابراين Âزاويه پاسخ:   AF
Â AF   1162. :همچنين  

     AFB AF FB FB FB AE                180 180 116 180 64 64  
  

انـد، روي چـه    ممـاس  dبر خط Aايي كه همگي در نقطهه روي آن مفروض است. مركزهاي همه دايره Aو نقطه dخط :4
  دارد؟ dشكلي هستند؟ اين شكل چه وضعي نسبت به خط

بر  Aهايي كه همگي در نقطه مطابق شكل مقابل، مركزهاي همه دايره پاسخ:   
d)گيرند روي يك خط قرار مي ،اند مماس dخط )    كه با توجـه بـه اينكـه ،

بـر   Aمماس بر شعاع گذرنده از آن نقطه عمود است، ايـن خـط در نقطـه   
  شود. عمود مي dخط
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كنند يا بيرون دايره. همچنين اگر يك وتر با يك خط ممـاس بـر دايـره مـوازي      ر دو وتر از يك دايره با هم موازي نباشند، يا درون دايره يكديگر را قطع مياگ
  گوييم. طولي در دايره ميآيند، روابط  ها پديد مي هايي كه از اين تقاطع خط كنند. به روابط بين اندازه پاره نباشند در خارج دايره يكديگر را قطع مي
  :باشند روابط طولي در دايره به صورت زير مي

  

هـاي دو قطعـه ايجـاد     اندازه بكنند، حاصلضر الف) اگر دو وتر از دايره در داخل دايره يكديگر را قطع 
MA شده روي يكي با حاصلضرب دو قطعه ديگري برابر است. يعني: MB MC MD    

   

 Mدر نقطـه  CDو ABخـط  است. يعني: اگر دو پـاره  رعكس اين مطلب نيز برقرا توجه شود *
MAطوري كه متقاطع باشند به MB MC MD  ،   در اين صـورت نقـاطA،B،C وD  روي

  گيرند. يك دايره قرار مي
  
  

 قطعه ايجـاد شـده  دو  هاي لضرب اندازهصاگر دو وتر از دايره در خارج دايره يكديگر را قطع كنند، حا  ب)
MA از نقطه تقاطع) روي يكي با حاصلضرب دو قطعه ديگري برابراست. يعني:( MB MC MD    

  

يكديگر  CDو  ABخط  توجه شود عكس اين مطلب نيز برقرار است. يعني: اگر امتداد دو پاره *  
MAطوري كه قطع كنند به Mدر نقطهرا  MB MC MD  ـ  و  A ،B،Cن صـورت نقـاط  ، در اي
D گيرند. روي يك دايره قرار مي  

  
  
  

اي از ممـاس،   اگر از يك نقطه خارج دايره، يك مماس و يك قاطع بـر دايـره رسـم كنـيم، قطعـه       پ)
    تماس، واسطه (ميانگين) هندسي بين دو قطعه قاطع است. يعني:و نقطه قطه محدود بين آن ن

    MT MA MB 2  
  

و  در يـك راسـتا   Bو M،Aتوجه شود عكس اين مطلب نيز برقرار است. يعني: اگر سه نقطه *  
MTطوري كه در اين راستا نباشد به Tنقطه MA MB 2گاه دايره گذرنده از سه نقطـه ن، آA 

  مماس است. MTبرخط  Tدر نقطه Mو  Bو
 
 
  

    

  هايشان در بخش سؤالات تشريحي بيان شده است. اثبات هر يك از روابط طولي فوق و عكس .7 
 
  

,C(Oدر دايره :15   ه مركز دايره از وتر بزرگتر كدام است؟شكل مقابل، فاصل 7(

  1 (5 3
2    2(5 2

2    
  3(2 3    4( 3 2  

  طبق روابط طولي در دايره خواهيم داشت: پاسخ:
MA MB MD MC

( x ) ( x) x x x

  
        7 2 8 9 9 14 56 81 9 5  

ABبنابراين x  2 1   كند. را نصف مي AB،دانيم اين عمود مي .كنيم عمود مي ABبر O. از11

  ( )( )
O B H : OH ( ) OH
          

2 22 2 211 14 11 14 11 14 11 3 25 5 37 2 4 4 4 2  

 روابط طولي در دايره
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  كدام است؟ AFدر شكل مقابل، طول مماس :16

  1 (2 6    2(4 6    
  3(8 5     4( 16  

MNكنيم فرض مي پاسخ: y وابط طولي در دايره داريم:ر. طبق  
( y) y y

x ( y) x ( ) x

      

        

2
2 2

9 3 3 3 27 24
8 8 8 8 24 8 32 16

  
  

 قطـع  Pيكديگر را در نقطه  BNو AMواحد، دو وتر 3اي به شعاع  در دايره :17
BPاند. حاصل عبارت كرده BN AP AM   ) كدام است؟O مركز دايره است(  

  1( 16     2( 27    
   3( 36    4( 81  
  پاسخ:  
 ،هستند ABمحاطي روبرو به قطر  ANBو AMBكنيم. زواياي وصل مي Aبه Nو از  Bبه Mاز  

  :دنبال حاصل عبارت زير هستيم ها در شكل، به خط باشند. با نامگذاري طول پاره بنابراين قائمه مي

BP BN AP AM y (x y) t (t z) xy y t tz ?           2 2  
)طبق روابط طولي در دايره داريم:   ) xy tz*   

y

(*) AB

ˆA M B : M AB (t z) n AB t tz z n t tz tz y

AB t tz xy y t tz xy y





              

         

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

90 2

6 36

  

  

خواهيم طريقه رسم خط مماس بر دايره از يك  كنيم. حال مي مماس رسم مي يك نقطه روي دايره، خطي را بر دايرهيم كه چگونه از در درس اول ديد يادآوري:
  نقطه خارج دايره را بررسي كنيم.

  

  اي خارج دايره بر دايره از نقطه مماسطريقه رسم 
 
  

بـه   Mرسم كنيم. براي اين منظـور ابتـدا از    C، مماس بر دايرهCدايره جخار Mخواهيم از نقطه مي
O كنيم. سپس دايره كز دايره وصل ميرمC  را به قطرOM اين دايـره، دايـره   .كنيم رسم ميC  را در

اند. زيـرا   بر دايره مماس MTو MTكنيم.  وصل مي Tو Tبه Mكند. از  قطع مي Tو Tدو نقطه
OTو OTMزواياي M درنتيجه برابر با ،باشند زواياي محاطي روبرو به قطر مي90 .خواهند بود  

  

و از يـك نقطـه روي    ،توان نتيحه گرفت، از يك نقطـه خـارج دايـره دو ممـاس     مي قبل با توجه به مطلب فوق و يادآوري  
  تنها يك مماس بر دايره قابل رسم است. ،دايره

  پ
  

  هاي مربوط به دو مماس رسم شده از يك نقطه خارج دايره ويژگي
 

Cبر دايره Mرسم شده از نقطه دو مماس MTو MTمطابق شكل راگ (O, R)  هـاي زيـر را   باشند، ويژگـي 
  (تعريف) در بخش سؤالات تشريحي بيان شده است). 7ز شماره ج هاي به اثبات تمام ويژگي(توان نتيجه گرفت  مي

MTيعني .بر دايره، با هم برابرند Mهاي رسم شده از طول مماس .1   MT.  
ˆاست. يعني TOTو TMTنيمساز زواياي ،OMيعني Oو Mاصل نقطهخط و .2   ˆM M1 ˆو 2 ˆO O1 2.  



  

19 

صل 
ف

ره
 دايـ

ول:
ا

  
  3.OM خط عمودمنصف پارهTT باشد. يعني ميĤ  90  وTH T H.  
  4. R OH OM 2  
  5.TT OH MH  2 4  
  6.TT OM R MT   2  
 شود. ديده مي ويهبا زا Cدايره Mگوييم، از نقطه درنظر بگيريم، اصطلاحاً مي را برابر MTو MTاگر زاويه بين دو مماس. 7  

  
  

 1الزاويه كه در زير از هندسـه   راحتي از روابط طولي در مثلث قائم ها به نيازي به حفظ كردن ندارند. اين ويژگي 6و  5، 4هاي شماره  ويژگي 
 شوند. يادآوري شده است، نتيجه مي

  1يادآوري از هندسه 
 

   BC AB AC 2 2 2 )1  
  AB AC AH BC   )2  

   AB BH BC 2 )3  
  AC CH BC 2 )4  
  AH BH CH 2 )5  

,C(Oمماس بر دايره MBو MAدر شكل زير :18 اسـت.   OMو ABمحـل برخـورد   Hباشـند و   مـي  Bو Aدر نقـاط  4(
OHاگر    ؟كدام است MAباشد، اندازه 2

   1( 4 3    2(3 3    
  3(2 3    4( 3  

  داريم: OMAالزاويه كنيم و در مثلث قائم وصل مي Aبه  Oاز  پاسخ:  
OA OH OM OM OM

O A M : MA OM OA MA MA


      

       

2

2 2 2 2

16 2 8
64 16 48 4 3

  

  

,C(Oدايره :19   ؟كدام است OTMاشد، مساحت مثلثخط مماس بر دايره ب MTشود. اگر  ديده مي 60با زاويه Mاز نقطه 6(

  1(12 3    2(14 3    
  3(16 3     4( 18 3  

  داريم: OTMالزاويه بنابراين در مثلث قائم .است TMTنيمساز زاويه MOدانيم  مي پاسخ:  

OTM

TM TM
tg TM

OT

OT TM
S

     

   

60 3 6 36
6 6 3 18 32 2

  

  

 مماس اسـت.  ABCمثلث بر اضلاع Eو M ،Nدر شكل زير، دايره در نقاط :20
ABاگر  6،AC  BCو 4  AMباشد، آنگاه اندازه 8 AN ؟كدام است  

  1(1     2(2    
  3( 3    4( 4  

  از يك نقطه خارج دايره با هم برابرند، داريم: هاي رسم شده با توجه به اينكه طول مماس پاسخ:  
CM CE x

AN AM x
BN BE x

BC ( x) ( x) x AN AM x

        
           

4
6

8 6 4 8 1 2 2
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در ترتيب  را به AFو AEهاي  ، خطBCمماس هستند. مماس (C)بر دايره  Dو E،Fترتيب در نقاط به BCو AE،AFخطوط :5
  .ماند ثابت مي ABCمحيط مثلث Fو Eروي دايره بين دو نقطه ثابت Dقطع كرده است. ثابت كنيد با تغيير مكان نقطه  Cو Bنقاط 

  پاسخ:   
 .ارج دايره با هـم برابرنـد  هاي رسم شده از يك نقطه خ دانيم مماس مي  

  بنابراين داريم:
CD CF وBD BE وAE AF  

   ABC AB BC AC AB (BD DC) AC AB (BE CF) AC

(AB BE) (CF AC) AE AF AE AF

 W±X¶ ôÃd¶           
       2 2  

  همواره مقدار ثابتي است. ABCثابت بوده و بنابراين محيط مثلث AFو AEهاي اند، اندازه مماس بتاث Fو A ،Eكه چون نقاط
  

  هاي مشخص مجموعه نقاطي با ويژگي
 
  

,C(Oدايرهالف)  R) ها مماسي با طول معين طي از صفحه كه بتوان از آنمفروض است. مجموعه نقاl اي است به مركز بر دايره رسم كرده، دايرهO و شعاع R 2 2l .  
MTنيكي از اين نقاط باشد و مماس رسم شده از آ Mزيرا اگر    l باشد، داريم:  

   ˆM O T : T MO R MO R


       2 2 2 2 290 l l  
Rابـت ثبـه فاصـله    Oاز نقطه ثابـت  Mيعني نقطه   2 2l    اسـت. پـسM  اي بـه   روي دايـره

Rعو شعا Oمركز 2 2l .قرار دارد  
,C(Oب) دايره R) هـا بـر دايـره، بـا      هاي رسـم شـده از آن   مفروض است. مجموعه نقاطي از صفحه كه مماس

Rو شعاع  Oكز اي است به مر بسازند، دايره يكديگر زاويه معلوم

sin

2

.  

  بنابراين: .نيمساز اين زاويه است OMدانيم كي از از اين نقاط باشد، ميي Mزيرا اگر   

   OT RˆM O T : T sin OM
OM

sin





     90 2

2
  

Rبه فاصله ثابت Oاز نقطه ثابت Mيعني نقطه

sin

2

Rو شعاع Oاي به مركزي روي دايره Mاست. پس 

sin

2

  قرار دارد. 

در حالت خاص اگر*   90 اي اسـت بـه مركـز    باشـند، دايـره   عمـود  ها بر دايره، برهم هاي رسم شده از آن اشد، مجموعه نقاطي از صفحه كه مماسبO  و
Rشعاع   هاي رسم شده با شعاع دايره برابرند. مربع خواهد بود و بنابراين مماس OTMT). در اين حالت چهارضلعينژوره ميا(د 2

  

باشد، شـعاع دايـره    10ا مركز دايره برابر ت Aبر يك دايره بر هم عمودند. اگر فاصله Aهاي رسم شده از نقطه مماس :21
  كدام است؟

  1( 5   2( 5 2  3(10 2    4( 10  
  پاسخ:   

از  Aفاصـله  شود ، نتيجه ميبر دايره برهم عمودند Aهاي رسم شده از شعاع دايره باشد، از آنجا كه مماس Rكنيم فرض مي  
Rبرابر بامركز دايره      . بنابراين:است 2

R R   
102 10 5 22  

  

  هاي مهمي را مطرح خواهيم كرد. كنيم و ويژگي در مورد دايره موجود در مثال قبل صحبت مي ،در درس سوم .8 
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