
کتاب شب امتحان هندسه 1 )دهم( از 4 قسمت اصلی تشکیل شده است که به صورت زیر است:
1- آزمون‌های نوبت اول: آزمون‌های شمارهء 1 تا 3 این کتاب مربوط به مباحث نوبت اول است که خودش به دو قسمت تقسیم می‌شود:

الف( آزمون‌های طبقه‌بندی‌شده: آزمون‌های شمارهء 1 و 2 را فصل به فصل طبقه‌بندی کرده‌ایم. بنابراین شما به راحتی می‌توانید پس از خواندن هر 

فصل از درس‌نامه تعدادی سؤال را بررسی کنید. حواستان باشد این آزمون‌ها هم، 20 نمره‌ای و مثل یک آزمون کامل هستند. 

ب( آزمون طبقه‌بندی‌نشده: آزمون شمارهء 3 را طبقه‌بندی نکرده‌ایم تا یک آزمون نوبت اول مشابه آزمونی را که معلمتان از شما خواهد گرفت، ببینید. 

2- آزمون‌های نوبت دوم: آزمون‌های شمارهء 4 تا 12 از کل کتاب و مطابق امتحان پایان سال طرح شده‌اند. این قسمت هم، خودش به 2 بخش تقسیم می‌شود:

الف( آزمون‌های طبقه‌بندی‌شده: آزمون‌های شمارهء 4 تا 7 را که برای نوبت دوم طرح شده‌اند هم طبقه‌بندی کرده‌ایم. با این کار باز هم می‌توانید 

پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهید. هر کدام از این آزمون‌ها هم، 20 نمره دارند در واقع در این بخش، شما 4 آزمون کامل 
را می‌بینید. 

ب( آزمون‌های طبقه‌بندی‌نشده: آزمون‌های شمارهء 8 تا 12 را طبقه‌بندی نکرده‌ایم؛ پس، در این بخش با 5 آزمون نوبت دوم، مشابهِ آزمون پایان 

سال معلمتان مواجه خواهید شد. 
3- پاسخ‌نامهء تشریحی آزمون‌ها: در پاسخ تشریحی آزمون‌ها تمام آن‌چه را که شما باید در امتحان بنویسید تا نمرهء کامل کسب کنید، برایتان نوشته‌ایم.

4- درس‌نامهء کامل شب امتحانی: این قسمت برگ برندهء شما نسبت به کسانی است که این کتاب را نمی‌خوانند  در این قسمت تمام آن‌چه را که 

شما برای گرفتن نمرهء عالی در امتحان هندسه )1( نیاز دارید، تنها در 8 صفحه آورده‌ایم، بخوانید و لذتش را ببرید! 

پاسخ‌نامه آزمون	 نوبت	 	

23 	3 اول	 آزمون شمارهء 1 )طبقه‌بندی‌شده( 	

24 	4 اول	 آزمون شمارهء 2 )طبقه‌بندی‌شده(	

25 	5 اول	 آزمون شمارهء 3 )طبقه‌بندی‌نشده(	

26 	6 دوم	 آزمون شمارهء 4 )طبقه‌بندی‌شده(	

27 	8 دوم	 آزمون شمارهء 5 )طبقه‌بندی‌شده(	

29 	10 دوم	 آزمون شمارهء 6 )طبقه‌بندی‌شده(	

30 	11 دوم	 آزمون شمارهء 7 )طبقه‌بندی‌شده(	

31 	13 دوم	 آزمون شمارهء 8 )طبقه‌بندی‌نشده(	

32 	15 دوم	 آزمون شمارهء 9 )طبقه‌بندی‌نشده(	

34 	17 دوم	 آزمون شمارهء 10 )طبقه‌بندی‌نشده(	

35 	19 دوم	 آزمون شمارهء 11 )طبقه‌بندی‌نشده(	

36 	21 دوم	 آزمون شمارهء 12 )طبقه‌بندی‌نشده(	

38 			  درس‌نامهء توپ برای شب امتحان
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kheilisabz.comزمان آزمون: 120 دقیقهرشته‌: ریاضی فیزیکهندسه 1

نمرهنوبت اول پایۀ دهم دورۀ متوسطۀ دومآزمون شمارۀ 3ردیف

A می‌گذرد علاوه بر ترسیم، بیان کنید.1 d را که از نقطۀ A واقع بر آن داده شده است. شیوۀ رسم خطی عمود بر خط d و نقطۀ 1/5خط

MN یکی از قطرهای آن باشد.2 MN داده شده است. مربعی رسم کنید که پاره‌خط 1/25پاره‌خط

1/5قضیه: ثابت کنید سه ارتفاع هر مثلث، همرس هستند.3

C بزرگ‌تر است.4 B از زاویۀ AB بزرگ‌تر باشد، آن‌گاه زاویۀ AC از ضلع ، ضلع ABCگر در مثلث 1قضیه: ثابت کنید ا

5. Æ ÆC A>> CD کوچک‌ترین ضلع است. ثابت کنید:  AB بزرگ‌ترین ضلع و ضلع ، ضلع ABCD در چهارضلعی

	

2

6 D A>> M است. ثابت کنید: D نقطه‌ای دلخواه درون مثلث نقطۀ

	

1/25

1/5قضیه: ثابت کنید هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است و برعکس.7

Q می‌نامیم. 8 P و AC به ترتیب AB و AMC را با اضلاع AMB و BC است و محل برخورد نیمسازهای زوایای AM میانۀ وارد بر ضلع ، ABCدر مثلث
. PQ BC|| ثابت کنید:

1/5

در شکل مقابل پاره‌خط‌های موازی مشخص شده‌اند. ثابت کنید: 9
		

AEED )الف
AD
CD== 		

AD )ب AE AC2 == . 		

1/5

MNBC را بیابید. 10 7 است. نسبت 2AN NC== 3 و 2AB AC== ، AB M وسط ضلع در شکل مقابل، نقطۀ
	

1

AC را پیدا کنید. 11 AE است. اندازۀ ضلع == 2 BE و == 8 در مثلث قائم‌الزاویۀ شکل مقابل

	

1/5

x را بیابید.12 2 باشد، مقدار 1x -- x و -- 1 x میانگین هندسی ++ 1 گر 0/5ا

13 AEED SS باشد، نسبت
COD

AOB
== 9 گر EO است. ا AB CD|| || O محل برخورد دو قطر و ABCD شکل مقابل، نقطۀ در ذوزنقۀ

چه‌قدر است؟	
1/5

14 BEAB
BF
BC++ == 1 در شکل مقابل با توجه به پاره‌خط‌های موازی که مشخص شده‌اند، ثابت کنید:

       		
1/25

1/25قضیۀ فیثاغورس را با توجه به مفاهیم تشابه مثلث‌ها ثابت کنید.15

20موفق باشید                                                                                                جمع نمرات



88

kheilisabz.comزمان آزمون: 120 دقیقهرشته‌: ریاضی فیزیکهندسه 1

نمرهنوبت دوم پایۀ دهم دورۀ متوسطۀ دومآزمون شمارۀ 5ردیف

xOy رسم کنید.1 ¢¢ را مساوی با زاویۀ ¢¢ ¢¢x O y ¢¢ داده شده است. با استفاده از خط‌کش و پرگار زاویۀ ¢¢O x xOy و نیم‌خط زاویۀ

                 �	

1/5

گر مثلث دارای دو ارتفاع برابر باشد، متساوی‌الساقین است.2 1 با استفاده از روش برهان خلف نشان دهید ا

MHN قائمه است.3 H پای ارتفاع نظیر وتر است. ثابت کنید زاویۀ N وسط اضلاع زاویۀ قائمه‌اند و M و در شکل روبه‌رو،

�		 

1/5

b به‌ دست آورید.4 a و b ایجاد می‌شود، برحسب  a و اندازۀ طول ضلع مربعی را که از برخورد نیمسازهای درونی یک مستطیل به اضلاع

		

1/5

AECF را به 5 FC است.نسبت مساحت چهارضلعی DF== 3 AE و EB== 2 F به گونه‌ای انتخاب شده‌اند که E و در متوازی‌الاضلاعABCD شکل زیر، نقاط

مساحت متوازی‌الاضلاعABCD به ‌دست آورید.
		

1

M می‌نامیم. ثابت کنید مساحت مثلثBMC نصف مساحت ذوزنقه است.6 AD را ABCD وسط ساق در ذوزنقۀ
		

1/5

M تا دو ضلع دیگر 7 M را به دلخواه روی ضلع بزرگ این مثلث انتخاب می‌کنیم. مجموع فاصله‌های نقطۀ 6 در نظر بگیرید. نقطۀ 5 و  ، 5 مثلثی را به اضلاع

این مثلث چه‌قدر است؟

1/5

1/5ثابت کنید میانه‌های هر مثلث همرس‌اند.8

21 می‌باشد. نسبت تعداد نقاط مرزی به نقاط درونی را پیدا کنید.9 ، تعداد نقاط درونی 81
2

1در یک شکل شبکه‌ای با مساحت

2عکس قضیۀ تالس را در مثلث بیان و ثابت کنید.10

درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید.11
الف( در فضا دو خط موازی با خط سوم، با یکدیگر موازی‌اند.

P است. d و عمود بر صفحۀ P عمود باشد، یک و تنها یک صفحه وجود دارد که شامل d بر صفحۀ گر خط ب( ا
P موازی است.	 d با R عمود باشند، آن‌گاه P هر دو بر صفحۀ d و صفحۀ گر خط پ( ا

1/5

O¢¢ این استوانه را 12 O و 6 از cm ¢¢OO و به فاصلۀ P موازی با 15 است. صفحۀ cm 10 و فاصلۀ دو مرکز قاعده‌ها از یکدیگر cm شعاع قاعدۀ استوانه‌ای قائم
قطع می‌کند. مساحت مقطع این صفحه با استوانه را به‌ دست آورید.

1/5
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kheilisabz.comزمان آزمون: 120 دقیقهرشته‌: ریاضی فیزیکهندسه 1

نمرهنوبت دوم پایۀ دهم دورۀ متوسطۀ دومآزمون شمارۀ 5ردیف

HK را به‌ دست آورید.13 BK باشد، طول پاره‌خط == 2 AH و == 8 ،BHAÆ == 60 گر P عمودند. ا BK بر صفحۀ AH و در شکل زیر،

		

1

در شکل مقابل، تصویر از بالا و تصویر از راست را رسم کنید.14

		

2

20موفق باشید                                                                                                جمع نمرات
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تا  می‌زنیم  دلخواه  شعاع  و   A مرکز به  کمانی  ابتدا   -1
سپس   ، ( , )C B کند. قطع  نقطه  دو  در  را   d خط
عمودمنصف پاره‌خطBC را رسم می‌کنیم که همان خط 

مطلوب است. 
)صفحة 10( �

MN را رسم می‌کنیم. 2- عمودمنصف پاره‌خط

MN2 کمانی می‌زنیم تا خط  MN و شعاع O وسط - به مرکز

 ( )B A» عمودمنصف را در دو نقطه قطع کند. 
می‌کنیم.  وصل   N و  M نقاط به  را  آمده  دست  به  نقاط   -

چهارضلعی حاصل مربع موردنظر است.
)صفحة 16( �

3- از هر رأس مثلثABC خطی را موازی ضلع روبه‌رو به آن رسم می‌کنیم تا یکدیگر را در 
AH از مثلثABC را رسم می‌کنیم. P قطع کنند. ارتفاع N و ، M نقاط

�
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که  می‌شود  ثابت  نیز   C و  B رأس‌های ارتفاع‌های  که  می‌شود  ثابت  مشابه  گونه‌ای  به 
مثلث  هر  اضلاع  عمودمنصف‌های  چون  هستند،   NP و  MPپاره‌خط‌های عمودمنصف 
نیز  هستند،   MNP مثلث اضلاع  عمودمنصف‌های  که   ABCمثلث ارتفاع‌های  همرس‌اند. 
)صفحة 20( همرس می‌باشند. �

 -4

                   

AB AC<فرض

B C>حکم
 �

B به AD باشد، سپس از AB= D را طوری مشخص می‌کنیم که AC نقطهء روی ضلع
D وصل می‌کنیم.
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AC را رسم می‌کنیم. 5- قطر
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E قطع کند. AC را در  BD را امتداد می‌دهیم تا -6
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xOy قرار دارد فرضM روی نیمساز زاویهء 
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اکنون عکس قضیه را ثابت می‌کنیم
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O و شعاع دلخواه می‌زنیم  1- کمانی به مرکز
Ox و نیم‌خط و محل برخورد آن با نیم‌خط

B می‌نامیم. A و Oy را به ترتیب

A¢ قطع کند. ¢ را در نقطهء ¢O x OA می‌زنیم تا نیم‌خط O¢ و شعاع - کمانی به مرکز
A¢ کمانی می‌زنیم تا کمان  B باز می‌کنیم و به مرکز A تا - دهانهء پرگار را به اندازهء فاصلهء

B¢ قطع کند. رسم‌شده را در نقطهء
)صفحة 12( ¢ همان زاویهء مطلوب است. � ¢ ¢AO B B¢ وصل می‌کنیم. زاویهء O¢ را به  -

¢CH برابر می‌باشند. BH و 2- در مثلثABC روبه‌رو دو ارتفاع
با توجه به رابطهء مساحت برای مثلث داریم:

�
1
2

1
2BH AC CH AB BH

CH
AB
AC

. .= ¢ Þ ¢ =

               
اگر مثلث متساوی‌الساقین نباشد )فرض خلف(، کسر سمت راست تناسب بالا، مخالف یک 
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BH بنا بر فرض برابر یک 
CH¢ BH هم مخالف یک می‌شود. درصورتی که کسر 

CH¢ خواهد شد و

است. با توجه به این تناقض، فرض خلف باطل است و حکم؛ یعنی متساوی‌الساقین بودن 
)صفحة 25( مثلثABC ثابت می‌شود. �
3- با توجه به این‌که اندازهء میانهء وارد بر وتر برابر نصف وتر است، در مثلث‌های قائم‌الزاویهء

AHC داریم:  AHB و

�
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)صفحة 60( �

2 برابر اندازهء هر یک از  4- می‌دانیم در مثلث قائم‌الزاویه و متساوی‌الساقین، اندازهء وتر،
اضلاع قائمه است.

AQD شکل زیر داریم: DMC و بنابراین در مثلث‌های قائم‌الزاویه و متساوی‌الساقین

 

DC MD MD b
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)صفحة 63( �
از   DC و  AB اضلاع اندازه‌های  اگر   -5
ارتفاع  اندازهء  و   a برابر را  متوازی‌الاضلاع 
h درنظر بگیریم،  نظیر این اضلاع را برابر
AECF به مساحت  نسبت مساحت ذوزنقهء

ABCD عبارت است از: متوازی‌الاضلاع
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h AE FC
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)صفحة 65( �
E قطع کند. CD را در نقطهء BM را ادامه داده تا امتداد ضلع 6- پاره‌خط

   

AB EC
AD

A D

AM MD

M M

|| Æ Æ
Jn¼¶

t n  ¾M  ®MI£T¶

p 

ü
ý
þ

Þ =

=

=

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï

1

1 2 أ

ÆÆ p¾ ®¾¾ @ABM MDE
D D

�

Þ
= Þ =

= Þ Þ =

S S S S

BM ME BCE CM S S

ABM MDE ABCD BEC

BMC BSwH W±X¶  Áï¾ºIÃ¶ 1
2 EEC

ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï
�

 Þ =S SBMC ABCD
1
2 �

)صفحة 72( �
 M 7- می‌دانیم مجموع فاصله‌های هر نقطهء دلخواه روی قاعدهء مثلث متساوی‌الساقین مانند

تا دو ضلع دیگر مثلث، برابر ارتفاع وارد بر ساق می‌باشد.

AH AH2 2 23 5 4+ = Þ =( ) ( )       		
AH BC BH AC BH

BH

´ = ¢´ Þ ´ = ¢´

Þ ¢ = =

4 6 5
24
5 4 8/

       	 

MK MT BH+ = ¢ = 4 8/  			 

)صفحة 68( �

 GBقطع کنند. اگر وسط G CP را رسم می‌کنیم تا یکدیگر را در نقطهء BM, 8- میانه‌های
K بگیریم، آن‌گاه: GC را T و وسط را

  

GBC TK TK BC

ABC MP
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D
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مشابه دلیل  به   GP
GC

= 1
2 پس است،   GC وسط  K چون و  است   PK وسط  G پس

2 تقسیم می‌کند. اگر نقطهء  ، یعنی نقطهء برخورد دو میانه، آن را به نسبت1 به GM
BG

= 1
2

G¢ متقاطع باشند، به همین ترتیب ثابت می‌شود BM در  A و برخورد میانهء نظیر رأس
G¢ بر هم منطبق هستند؛ یعنی سه میانه در یک نقطه هم‌رس  G و ، در نتیجه ¢

¢ =GM
BG

1
2

)صفحة 67( هستند.�

S b i b b b= + - Þ = + - Þ = - = Þ =2 1 81
2 2 21 1 2

81
2 20 41

2 41 �-9
)صفحة 70( �

آن‌ها  روی  که  کند  قطع  طوری  را  مثلث  از  ضلع  دو  خطی  اگر  تالس:  قضیهء  عکس   -10
پاره‌خط‌های متناظرِ متناسب ایجاد کند، آن خط موازی ضلع سوم است.

        

AE
EB

AF
FC

فرض=

 EF BC||حکم
�

 EF ¢CH را بر امتداد BH و C عمودهای B و CE را رسم کرده و از پاره‌خط‌هایBF و
وارد می‌کنیم.
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)صفحة 36( �
)صفحة 79(‌ 11- الف( درست�
)صفحة 83( ب( نادرست�
)صفحة 83( پ( درست�
AB عمود باشد، چون OH بر ABCD است. اگر P با استوانه، مستطیل 12- مقطع صفحة

OAH داریم: H وسطAB است، درنتیجه در مثلث قائم‌الزاویهء OA، پس OB=

�
AH R OH AH AB AH2 2 2 2 210 6 64 8 2 16= - = - = Þ = Þ = = �
SABCD = ´ =16 15 240 ، پس:� AD BC= =15 از طرفی
)صفحة 93( �

 KH بر پس  است،  عمود   P صفحۀ بر   BK چون  -13
پس  است،  عمود   P بر  AH چون و  می‌باشد  عمود  نیز 
 BHAÆ = 60 و چون بنا بر صورت مسئله AHK = °90

. ÆH1 30=  در نتیجه
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، با  BH = 4 BK و درنتیجه BH= 1
2 30 است، پس BKH یک زاویه در مثلث قائم‌الزاویهء

BKH داریم: استفاده از رابطهء فیثاغورس در مثلث
 KH BH BK KH2 2 2 2 24 2 12 2 3= - = - = Þ =   �

)صفحة 83( �
� -14

�
)صفحة 90( �
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عمودمنصف هر پاره‌خط، مجموعه نقاطی از صفحه است که از دو سر آن پاره‌خط به یک 
فاصله هستند و هر نقطه که از دو سر یک پاره‌خط به یک فاصله باشد، روی عمودمنصف 

آن پاره‌خط قرار دارد.

پرگار  دهانهء  پاره‌خط،  یک  عمودمنصف  رسم  برای 
را به اندازهء دلخواه ولی بیشتر از نصف پاره‌خط باز 
تا  می‌زنیم  قوس  دو   B و  A مرکزهای به  و  کرده 
N قطع کنند. امتداد M و یکدیگر را در دو نقطهء

MN عمودمنصفAB است.

این  برای  کنیم.  d رسم  بر از آن عمودی  بخواهیم  و  باشد   d روی خط A کنیم فرض 
N قطع کند، سپس  M و d را در A و شعاع دلخواه قوسی می‌زنیم تا منظور به مرکز
دهانهء پرگار را به اندازهء دلخواه ولی بیشتر از نصف پاره‌خطMN باز می‌کنیم و به مرکزهای

O قطع  N دو قوس می‌زنیم تا یکدیگر را در M و
d عمود است. OA بر کنند. امتداد

d باشد، روش کار به همین  A بیرون خط گر نقطهء ا
صورت است.

 A d باشد و بخواهیم از A بیرون خط فرض کنیم
d رسم کنیم. برای این منظور ابتدا  خطی موازی با
d رسم می‌کنیم )روش این عمل را  A عمودی بر از
D می‌نامیم، سپس از در بالا توضیح دادیم.( و آن را

D رسم می‌کنیم )مانند روش فوق(  A عمودی بر
d موازی است. d¢ با d¢ می‌نامیم. و آن را

استدلال بر دو نوع است:
1- استدلال استقرایی: حدس درستی یک حکم کلی براساس صحت آن گزاره در چند 

حالت محدود را استدلال استقرایی نامند.
2- استدلال استنتاجی: اثبات درستی یک حکم، براساس نتیجه‌گیری از تعاریف، اصول، 

قضایا و گزاره‌هایی که درستی آن‌ها را قبلاً پذیرفته‌ایم، استدلال استنتاجی نامند.
باید بدانیم که تنها استدلال استنتاجی، استدلالی قابل‌قبول است؛ در واقع عالی‌ترین نوع 

استدلال، استدلال استنتاجی است.

 در هر مثلث، سه نیمساز زاویه‌های داخلی در یک نقطه همرس‌اند. این نقطه همیشه 
درون مثلث قرار دارد.

 سه عمودمنصف اضلاع هر مثلث، در یک نقطه همرس هستند. این نقطه می‌تواند 
درون مثلث یا روی یکی از اضلاع و یا بیرون مثلث باشد و مرکز دایره‌ای است که از هر سه 
گر هر سه زاویهء مثلث حاده باشند، این نقطه درون مثلث قرار دارد.  رأس آن می‌گذرد. ا
گر یک زاویهء مثلث منفرجه باشد،  گر مثلث قائم‌الزاویه باشد، این نقطه وسط وتر است و ا ا

این نقطه بیرون مثلث واقع است.

 چون اغلب از دایره برای ترسیم استفاده می‌شود لازم دیدم بدون این که وارد مبحث 
مکان‌های هندسی شویم، تعریفی از آن ارائه دهیم.

دایره، مجموعه نقاطی از صفحه است که آن نقاط از یک نقطهء ثابت به فاصله‌ای ثابت 
باشند؛ آن نقطهء‌ ثابت را مرکز دایره و آن فاصلهء ثابت را شعاع دایره می‌نامند.

h باشند، روی d به فاصلهء ثابت  مجموعه نقاطی از صفحه که از یک خط ثابت مانند
عمودی d M روی خط d هستند. برای رسم این دو خط، از نقطهء دلخواه دو خط موازی با

 MU M پاره‌خط‌های بر آن رسم می‌کنیم و در دو طرف نقطهء
T دو  U و h جدا می‌کنیم و از نقطه‌های MT را به اندازهء و
به   d2 و  d1 تا خط‌های UT عمود می‌کنیم  پاره‌خط بر  خط 
d موازی‌اند و هر نقطه از این دو  دست آیند؛ این دو خط با

h می‌باشد. d برابر خط، فاصله‌اش از
 d M روی آن را در نظر بگیرید. نقطه‌ای پیدا کنید که از خط d و نقطهء  خط

5 باشد. M به فاصلهء 3 و از نقطهء به فاصلهء
3 هستند، روی دو خط موازی با آن قرار دارند و در  d به فاصلهء  نقاطی که از خط

شده‌اند.  داده  نمایش   d2 و  d1 با خط  دو  این  شکل، 
به  دایره‌ای  روی  هستند   5 فاصلهء به   M از که  نقاطی 
d1 و 5 قرار دارند. نقاط برخورد دو خط M و شعاع مرکز

d2 با این دایره، همان نقاط موردنظر می‌باشند. مشاهده 

می‌کنید که مسئله دارای چهار جواب است. 
و  10 سانتی‌متر  و  6 قطر آن دو  که طول‌های  کنید  متوازی‌الاضلاعی رسم   

4 سانتی‌متر باشد. طول یکی از اضلاع آن
گر فرض کنیم متوازی‌الاضلاع شکل زیر، جواب مسئله باشد، با توجه به آن‌که   ا
BO و = 3 ، AO = 5 می‌دانیم قطرهای متوازی‌الاضلاع یکدیگر را نصف می‌کنند، آن‌گاه

ABO معلوم‌اند و در نتیجه قابل رسم است )رسم  ، پس طول سه ضلع مثلث AB = 4

مثلثی که سه ضلع آن معلوم است را می‌دانیم و در این مسئله نیازی به بیان چگونگی 
O به اندازهء خودش امتداد  AO را از طرف رسم آن نیست.(. پس از رسم این مثلث،

BO را نیز از طرف C به دست آید و می‌دهیم تا نقطهء
D پدید آید.  O به اندازهء خودش امتداد می‌دهیم تا نقطهء

، متوازی‌الاضلاع موردنظر می‌باشد. ABCDچهارضلعی

نیمساز هر زاویه، مجموعهء نقاطی از صفحه است که از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله 
هستند و هر نقطه که از دو ضلع زاویه به یک فاصله باشد، روی نیمساز آن زاویه قرار دارد.

برای رسم نیمساز یک زاویه، دهانهء پرگار را به اندازهء دلخواه باز می‌کنیم و به مرکز رأس 
B قطع کند.  A و زاویه قوسی می‌زنیم تا اضلاع زاویه را در
سپس دهانهء پرگار را به اندازه‌ای دلخواه ولی بیشتر از نصف
B می‌زنیم  A و AB باز می‌کنیم و دو قوس به مرکزهای

OM نیمساز زاویه است. M قطع کنند. تا یکدیگر را در



39

 سه ارتفاع هر مثلث در یک نقطه همرس‌اند. نقطهء همرسی سه ارتفاع می‌تواند درون، 
گر هر سه زاویهء مثلث حاده باشند، این نقطه درون  روی یک رأس یا بیرون مثلث باشد. ا
گر مثلث قائم‌الزاویه باشد، این نقطه منطبق بر رأس زاویهء قائمه است  مثلث واقع است و ا

گر یک زاویهء مثلث منفرجه باشد، این نقطه بیرون مثلث قرار دارد. و ا
 سه میانهء هر مثلث در یک نقطه همرس‌اند. این نقطه همیشه درون مثلث واقع  است 
و مرکز ثقل مثلث )گرانیگاه( نامیده می‌شود. هر سه میانهء مثلث، آن را به شش مثلث با 

مساحت برابر تقسیم می‌کند.

گزارهء ساده: هر جملهء خبری را یک گزاره می‌نامند؛ به عنوان مثال »علی بزرگ‌تر از محمد است.« 
سردی!«  هوای  »چه  مانند  عبارتی  اما  است.  گزاره  یک  پس  است،  خبر  یک  حاوی 
یا عبارت‌هایی مانند بلکه جمله‌ای تعجبی است، پس گزاره نیست.   حاوی خبر نیست، 

»به مدرسه می‌روی؟« یا »برو کتابم را بیار!« جمله‌های خبری نیستند )اولی سؤالی و دومی 
امری است(.

T و  ارزش گزاره: هر گزاره می‌تواند درست یا نادرست باشد، گزاره‌ای که درست باشد را با
P درست باشد، آن  گر گزاره‌ای مانند F نمایش می‌دهیم. ا گزاره‌ای که نادرست باشد را با

P نمایش می‌دهیم. Fº گر نادرست باشد، آن را با نماد P و ا Tº را با نماد
 نمایش می‌دهیم و آن را به  p p یک گزاره باشد، نقیض آن را با گر نقیض یک گزاره: ا

صورت روبه‌رو می‌خوانیم: 

ارزش نقیض هر گزاره، عکس ارزش گزارهء اصلی است.
جدول ارزشی مقابل را ملاحظه کنید. 
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برهان خلف )برهان غیرمستقیم(: برای اثبات یک حکم به برهان خلف، به ترتیب زیر عمل می‌کنیم:
 فرض می‌کنیم نقیض حکم درست باشد )فرض خلف(.

 نشان می‌دهیم که نقیض حکم با حقایق دانسته‌شده یا فرض اولیه در تناقض است 
)رسیدن به تناقض(.

 با نادرست‌بودن نقیض حکم، نتیجه می‌گیریم که حکم موردنظر درست است.
 ، Æ ÆA A¹¹ ¢¢ AC و A C== ¢¢ ¢¢ ، AB A B== ¢¢ ¢¢ گر ، ا ¢¢ ¢¢ ¢¢A B C  در دو مثلثABC و

. BC B C¹¹ ¢¢ ¢¢ آن‌گاه ثابت کنید
کنیم فرض  خلف،  برهان  از  استفاده  با   . BC B C¹ ¢ ¢ کنیم ثابت  می‌خواهیم   

سه  هر   ¢ ¢ ¢ABC و  ABCمثلث دو  صورت  این  در  خلف(،  )فرض  باشد   BC B C= ¢ ¢

باید اجزای متناظر آن‌ها برابر  ضلعشان برابر است، پس همنهشت هستند و در نتیجه 
نتیجه فرض خلف  باشد که خلاف فرض است و در   Ð = Ð ¢A A باید از جمله  باشند، 

. BC B C¹ ¢ ¢ باطل است و در نتیجه
گر در قضیه‌ای جای فرض و حکم را عوض کنیم، گزاره‌ای را که حاصل  عکس یک قضیه: ا

می‌شود، عکس قضیه می‌نامند. عکس قضیه می‌تواند حکمی درست یا نادرست باشد.
چنان‌چه عکس قضیه‌ای درست باشد، آن را قضیهء دوشرطی می‌نامند.

 قضیهء زیر را در نظر بگیرید:
گر دو زاویه قائمه باشند، آن‌گاه آن دو زاویه برابرند.« عکس این قضیه را بیان کنید.  »ا

آیا عکس این قضیه درست است؟ چرا؟
زاویه است، پس  برابری دو  آن،  زاویه و حکم  قائمه‌بودن دو  این قضیه،   فرض 
برای بیان عکس قضیه باید جای فرض و حکم را عوض کنیم، بنابراین عکس این قضیه 

به صورت زیر است:
گر دو زاویه برابر باشند، آن‌گاه آن دو زاویه قائمه هستند.« »ا

38 درجه باشند،  گر دو زاویه به روشنی معلوم می‌شود که این حکم درست نیست، زیرا ا
هر چند برابرند ولی مطمئناً قائمه نیستند.

p چنین نیست که

از زاویهء  نابرابر باشند، زاویهء روبه‌رو به ضلع بزرگ‌تر، بزرگ‌تر  گر در مثلثی دو ضلع  ا  
روبه‌رو به ضلع کوچک‌تر است.

نابرابر باشند، ضلع روبه‌رو به زاویهء بزرگ‌تر، بزرگ‌تر از ضلع  گر در مثلثی دو زاویه  ا  
روبه‌رو به زاویهء کوچک‌تر است.	

مثال نقض: به مثالی که نشان دهد یک نتیجه‌گیری یا یک حدس کلی نادرست است، 
مثال نقض گویند.

برای رد‌کردن یک حکم، کافی است مثالی ارائه دهیم که نشان دهد آن حکم درست نیست، 
ولی برای اثبات یک حکم کلی، یک یا حتی بی‌شمار مثال نیز کفایت نمی‌کند.

 کم »مربع عددهای حقیقی، همیشه عددی مثبت است.« را در نظر بگیرید. 
با ارائهء مثالی نقض، نشان دهید این حکم درست نیست.

.0 0 02 = >  عدد صفر یک مثال نقض برای این حکم است، زیرا

a را نسبت بین
b

، آن‌گاه کسر b ¹0 b دو عدد حقیقی باشند که a و گر تعریف نسبت: ا
b می‌نامند. a و

c برابر باشند، گوییم این دو کسر متناسب‌اند و با 
d

a و
b

گر دو نسبت تعریف تناسب: ا
a نمایش می‌دهیم.

b
c
d

= نماد
ویژگی‌های تناسب: در زیر، چند ویژگی از تناسب ارائه شده‌ است:

 a
b

c
d

a
c

b
d

b
a

d
c= Û

=

=

1

2

)

)

¸

KwI¹U t¼§÷¶ Â¬sÄ»

Ãõw» ÁI] ÇÄ¼÷U Â¬sÄ»
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)

)

a b
b

c d
d

a
b a

c
d c

± = ±

±
=

±

Rn¼Å nj (®ÃñÿU) KÃ¨oU Â¬sÄ»

Zoh¶ nj ((®ÃñÿU) KÃ¨oU Â¬sÄ»

ì

í

ï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï
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یک ویژگی بسیار مهم دیگر در تناسب به صورت زیر است:

 a a a
b b b

kn

n

1 2
1 2

+ + +
+ + +

=




ها همگی ناصفرند، آن‌گاه biکه در آن a
b

a
b

a
b

kn

n

1
1

2
2

= = = = گر ا

b باشد. b bn1 2 0+ + + ¹ که در آن باید

. a
b

c
d

a c
b d

a c
b d

= = +
+

= -
-

، آن‌گاه a
b

c
d

= گر به عنوان مثال ا

. b ac2 = c نامند و داریم a و b را واسطهء هندسی بین ، a
b

b
c

= واسطهء هندسی: در تناسب

از  کدام‌یک  کنید  مشخص  تناسب،  ویژگی‌های  کمک  به   ، xy == 1
3 گر ا  

عبارت‌های زیر درست‌اند. نام ویژگی را ذکر کنید:
y x== 3 � x y

y
++

== 4
3 	

y x
y
--

== 2
3 � x

y
++
++

==1
3

1
3 	

x
y

--
--

==1
3

1
3 � 3 1x y== 	

 درست است )ویژگی طرفین‌وسطین(
 درست است )ویژگی ترکیب در صورت(
 درست است )ویژگی تفضیل در صورت(

 درست است )ویژگی مهم(
 درست است )ویژگی مهم(

. 3x y= ، نه 3 1xy =  نادرست است، زیرا از آن نتیجه می‌شود
3 سانتی‌متر، چه‌قدر است؟  واسطهء هندسی بین دو پاره‌خط به طول‌های12 و

x2 و در نتیجه 12 3 36= ´ = x بگیریم، آن‌گاه 3 را 12 و گر واسطهء هندسی بین  ا
. x cm= 6 . توجه داشته باشیم که طول پاره‌خط نمی‌تواند منفی باشد، پس x = ±6
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باشند، آن دو مثلث  از مثلث دیگر متناسب  با سه ضلع  مثلثی  از   هرگاه سه ضلع 
متشابه‌اند. )ض‌ض‌ض‌(

تعریف نسبت تشابه: در دو مثلث متشابه، نسبت اضلاع نظیر را نسبت تشابه می‌نامند 
k نمایش می‌دهند. و معمولاً با

گر دو مثلث متشابه باشند و بخواهیم  چگونه نسبت‌های دو مثلث متشابه را بنویسیم؟ ا

= بنا می‌کنیم و در  = نسبت تشابه آن‌ها را تشکیل دهیم، سه‌تا کسر مانند 

صورت هر یک از این کسرها، سه ضلع یکی از مثلث‌ها را می‌نویسیم. در هر یک از کسرها، 

زاویهء مقابل به ضلعی را که در صورت کسر نوشته شده است مشخص کرده و زاویه‌ای از 

مثلث دوم که با این زاویه برابر است پیدا می‌کنیم و ضلعی را که روبه‌روی آن قرار دارد در 

مخرج آن کسر می‌نویسیم.

 BDE و  ABCمثلث دو  آن‌گاه  باشد،   Ð = ÐC D1 زیر، در شکل  گر  ا مثال  عنوان  به 

Ð است, پس این دو  = ÐC D1 B مشترک هستند و متشابه‌اند، زیرا هر دو مثلث در زاویهء

. برای این‌که  Ð = ÐA E1مثلث، دو زاویهء برابر دارند در نتیجه متشابه‌اند. روشن است که

نسبت تشابه دو مثلث را تشکیل دهیم، ابتدا سه کسر رسم می‌کنیم و در صورت آن‌ها سه 

. AB AC BC= = ضلع مثلثABC را می‌نویسیم؛ یعنی

C است و زاویهء مساوی  ، زاویهء ABCاز مثلث ABبا توجه به شکل، زاویهء روبه‌رو به ضلع

 ، BDE D1 است و ضلع روبه‌رو به این زاویه در مثلث ، زاویهء BDE با این زاویه در مثلث

 . AB
BE

AC BC= = BE قرار گیرد؛ یعنی BE است، پس در مخرج کسر اول باید ضلع

B است و زاویهء مساوی با این زاویه در مثلث ، زاویهء ABCاز مثلث AC زاویهء مقابل به

DE است،  ، ضلع BDE B است و ضلع روبه‌رو به این زاویه در مثلث ، همان زاویهء BDE

گیرد؛  قرار   DE باید دوم  کسر  مخرج  در  پس 

روش،  همین  با   . AB
BE

AC
DE

BC= = یعنی

 BD متوجه می‌شویم در مخرج کسر سوم باید

. AB
BE

AC
DE

BC
BD

= = قرار گیرد، پس

ÐÐ باشد، ثابت کنید:�  == ÐÐAFE ABC  در شکل زیر با فرض این‌که

    

     BC AE EF AC´́ == ´́

�
A در هر دو مشترک و بنا به فرض ABC متشابه‌اند، زیرا  زاویهء  دو مثلثAFE و

، پس داریم: Ð = ÐAFE ABC

 AE
AC

EF
BC

BC AE EF AC= Þ ´ = ´ �

 در هر مثلث قائم‌الزاویه، مربع وتر، برابر است با مجموع مربعات دو ضلع زاویهء قائمه. 
 در هر مثلث قائم‌الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر، واسطهء هندسی بین دو قطعه‌ای است که 

ارتفاع روی وتر جدا می‌کند. در شکل مقابل داریم:

�AH BH CH2 = ´

                                    		
 در هر مثلث قائم‌الزاویه، هر ضلع زاویهء قائمه، واسطهء هندسی بین وتر و تصویر قائم 
 AB BH BC AC CH BC2 2= ´ = ´, همان ضلع بر وتر است. در شکل فوق داریم:	�
 در هر مثلث قائم‌الزاویه، حاصل‌ضرب دو ضلع زاویهء قائمه برابر با حاصل‌ضرب وتر در 
 AH BC AB AC´ = ´ ارتفاع وارد بر وتر است. در شکل قبل داریم:	�

گر خطی با یک ضلع مثلثی موازی باشد و دو ضلع دیگر را قطع کند، نسبت  قضیهء تالس: ا
پاره‌خط‌هایی که روی یکی از این دو ضلع پدید می‌آورد برابر است با نسبت پاره‌خط‌های 

نظیری که روی ضلع دیگر پدید می‌آورد. 
AM
MB

AN
NC

= MN، آن‌گاه BC|| گر در شکل زیر. به بیان دیگر، ا

�                            	

در قضیهء تالس، نسبت دو جزء را نظیر هم قرار دادیم، شاید لازم باشد نسبت جزء به کل 
گر در قضیهء تالس، ترکیب در صورت یا ترکیب  یا کل به جزء را بین پاره‌خط‌ها بنویسیم. ا

در مخرج کنیم، این روابط به دست می‌آیند. در ادامه، این نتایج بیان شده‌اند:
MN موازیBC باشد، آن‌گاه با استفاده از قضیهء تالس و ویژگی‌های  ، ABCگر در مثلث ا

تناسب، خواهیم داشت: 
AM
AB

AN
AC

=     MB
AB

NC
AC

= 	                    	
AM
AN

MB
NC

=    AB
AC

BM
NC

AM
AN

= =            		

MN
BC

AM
AB

AN
AC

= = MN موازیBC باشد، آن‌گاه خواهیم داشت ، ABCگر در مثلث ا
، این رابطه به رابطهء جزء به کل مشهور است.

x چه‌قدر است؟  ، مقدار EF BC||  در شکل زیر، با فرض

�

، با توجه به قضیهء تالس داریم: EF BC||  چون
  AE
EB

AF
FC

x x= Þ = Þ =2
3 6 4 		

انتخاب  AC چنان  و  AB اضلاع روی  ترتیب  به   N و  M نقاط  ، ABCمثلث در  گر  ا
است.  موازی   BC با ضلع  MN پاره‌خط نتیجه می‌شود  آن‌گاه   ، AM

MB
AN
NC

= که شوند 
به بیان دیگر

AM
MB

AN
NC

MN BC= Þ ||                     

تعریف دو چندضلعی متشابه: دو چندضلعی را متشابه نامند هرگاه زاویه‌های نظیر در 
آن دو چندضلعی، برابر و ضلع‌های نظیر، متناسب باشند، در حالتی خاص، دو مثلث نیز 
وقتی متشابه‌اند که زاویه‌های نظیر در آن دو مثلث، برابر و ضلع‌های نظیر، متناسب باشند.

گر خط راستی موازی یک ضلع مثلث رسم شود تا دو ضلع دیگر )یا امتداد آن دو ضلع(  ا
را در دو نقطه قطع کند، مثلثی با آن‌ها تشکیل می‌دهد که با مثلث اصلی متشابه است 

 ABC AMN پس در شکل مقابل

�

دو مثلث در سه حالت زیر با هم متشابه‌اند:
گر دو زاویه از یک مثلث با دو زاویه از مثلث دیگر برابر باشند، آن دو مثلث‌ متشابه‌اند. )زز(  ا

گر یک زاویه از یک مثلث با یک زاویه از مثلث دیگر برابر و ضلع‌های نظیر این دو   ا
زاویه در دو مثلث متناسب باشند، آن دو مثلث متشابه‌اند. )ض‌ز‌ض(
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