
70

در این فصل ابتدا به چند تعریف در مورد چندضلعی ها، اضلاع و قطرهای آن ها می پردازیم. سپس چندضلعی های خاص و ویژگی های آن ها را مورد 
بررسی قرار می دهیم و در نهایت اصول مساحت را در اشکال مهم بیان می کنیم.

n پاره خط(، طوری که نقاط انتهایی آن پاره خط ها  ≥ شکلی است بسته که از اجتماع حداقل سه پاره خط تشکیل شده باشد )در حقیقت شامل 
روی یک صفحه بوده و هیچ سه نقطه ی متوالی از آن ها روی یک خط قرار نگرفته باشند. به عبارت دیگر هر دو پاره خطی که در یک انتها مشترک اند، 
کنند. قطع  را  یکدیگر  انتهایی شان،  نقاط  در  فقط  پاره خط ها  هم چنین  بسازند(؛   180 از غیر  زاویه ی  هم  )با  نباشند  امتداد  یک  در  خودشان 

مثلًا شکل های  و  که رسم شده اند چندضلعی نیستند:
 به دلیل این که یک شکل بسته نیست، چندضلعی نمی باشد. 

BC یکدیگر را در نقطه ای غیر از نقاط انتهایی خود  AD و  هم به دلیل این که
قطع کرده اند، چندضلعی نخواهد بود. 

اما شکل زیر یک چندضلعی است:
و  بوده   ABCDEF اضلاع چندضلعی )شش ضلعی(  FA و  EF ،DE ،CD ،BC ،ABپاره خط های این چندضلعی،  در 
F رأس های چندضلعی خوانده می شوند. به عبارت دیگر هر دو ضلع چندضلعی را که در یک انتها  E و ،D ،C ،B ،A نقاط
را رأس می گوییم. هم چنین رئوس دو سر یک ضلع، رئوس  مشترک اند، دو ضلع مجاور و نقطه ی مشترک آن دو ضلع 

ضلعی می گوییم. n تا باشد، آن  را n (. اگر تعداد اضلاع یا رئوس یک چندضلعی D و E مجاورند )مثل

ضلعی را محدب می گوییم هرگاه با امتداد هر ضلع از طرفین، کل شکل )بقیه ی نقاط چندضلعی( در یک طرف آن  n ضلعی محدب: یک n تعریف
180 است. ضلعی محدب، کم تر از n واقع شوند. به عبارت دیگر تمام زاویه های داخلی یک

CD را از طرفین امتداد  ABCDE یک پنج ضلعی محدب است. در این شکل ضلع مطابق شکل، پنج ضلعی
داده ایم و کل شکل یک طرف این خط قرار گرفته است )شما هم هر دفعه یکی از اضلاع را امتداد دهید و 
 ÆE ÆD و ، ÆC ، ÆB ، ÆA ABCDE را بررسی کنید(. هم چنین تمام زاویه های داخلی مثل محدب بودن پنج ضلعی

180 است. قطعاً کم تر از

ضلعی مقعر با امتداد حداقل یکی از اضلاع، قسمتی از شکل در یک طرف و بقیه ی  n ضلعی، محدب نباشد آن  را مقعر می گوییم. در n  اگر
180 است. ضلعی مقعر بیش از n شکل در طرف دیگر خط موردنظر واقع می شود. در حقیقت حداقل یکی از زاویه های داخلی
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CD از طرفین، قسمتی از شکل در یک طرف این خط  ABCDE مقعر است. با امتداد ضلع مطابق شکل پنج ضلعی
.CDEÆ >180قرار می گیرد؛ در حقیقت

ضلعی را به هم وصل می کند. n تعریف قطر در چندضلعی: پاره خطی است که رئوس غیرمجاور در یک

C غیرمجاور بوده و پاره خطAC را قطر این شش ضلعی می گوییم. A و در شکل روبه رو رئوس

 مطابق شکل های روبه رو یک سه ضلعی )مثلث(، یک چهارضلعی 
رئوس دیگر وصل  تمام  به  از هر رأس  دارند.  پنج ضلعی وجود  و یک 

کنید و تعداد کل پاره خط های رسم شده را بیابید.

 C B و به دو رأس این رأس  از   ، A از رأس با شروع  و  روبه رو  بررسی مثلثABC: مطابق شکل    
A وصل کنیم، پاره خط جدیدی حاصل  B به رأس می توان وصل کرد )تا این جا دو پاره خط(. حال اگر از رأس
وصل  دیگر  رأس های  به  جدیدی  پاره خط   C رأس از  نهایت  در  و  است  جدیدی  پاره خط   BC ولی نمی شود؛ 

2 پاره خط در مثلثABC رسم می شود. 1 0 3+ + = نمی شود. پس در کل
 D C و B به دو رأس ، سپس از رأس D C و ، B A به سه رأس  بررسی چهارضلعیABCD: ابتدا از رأس
C رسم  B و ، A D پاره خط جدیدی به رئوس D وصل می کنیم. در نهایت از رأس C به رأس و بعد از رأس

3 خواهد بود. 2 1 0 6+ + + = نمی شود؛ پس تعداد کل پاره خط ها
ABCDE: مطابق شکل می توان نوشت:  بررسی پنج ضلعی

 

IÀïôi ½nIQ ®¨ jHk÷U = + + + + =4 3 2 1 0 10

D ،C ،B و E به 4 رأس A از رأس

 D ،C و E به رئوس B از رأس

از رأس E به صفر رأس

E به رأس D از رأس

E و D به رئوس C از رأس  
ضلعی، از جمله ضلع و قطر، عبارت است  n با استفاده از استدلال استقرایی، به نظر می رسد تعداد کل پاره خط های رسم شده در یک
ضلعی یعنی n . )البته با استفاده از خواص دنباله یا تصاعد حسابی می توان ثابت کرد که تعداد پاره خط های رسم شده در n n( )−1

2 از
). n n( )−1

2 ) برابر است با ) (n )n − + − + + +1 2 1 0

ضلعی را بیابید.  10  تعداد کل پاره خط های رسم شده )ضلع ها و قطرها( در یک

10ضلعی = تعداد پاره خط ها در − =10 10 1
2 45( ) ضلعی« داریم:  n تعداد پاره خط ها در = −n n( )1

2  با توجه به فرمول »

n را بیابید. . مقدار 10 ضلعی برابر است با n  تعداد کل پاره خط های رسم شده در یک

ضلعی n تعداد پاره خط ها در = → − = → − = = ×10 1
2 10 1 20 4 5n n n n( ) ( )

»j Joò
Â²H¼T¶ jkø 

��� ��  طبق فرمول گفته شده داریم:  

5 مساوی باشد. n عامل بزرگ تر است پس باید با عدد بزرگ تر یعنی . چون n ) یکی از عبارت ها را در نظر می گیریم مثلًا )n −1 n و حال بین
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ضلعی محدب بیابید. n  با توجه به تعریف قطر، فرمولی برای پیداکردن تعداد کل قطرهای مرسوم در یک

تعداد  ابتدا  ضلعی،  n قطرهای کل  تعداد  پیداکردن  برای  شکل  مطابق    
قطرهای گذرنده از هر رأس را می یابیم.

از رأسی مثلA1، به خودش و دو رأس کناری اش، قطری رسم نمی شود.

) قطر می گذرد؛ پس تا به این جا در کل )n − n رأس دیگر نیز  ) قطر می گذرد. به همین ترتیب از تمام )n − بنابراین از این رأس 
A را در نظر بگیریم، این قطر دو بار شمارش می شود )یک بار در کل قطرهای گذرنده  A1 3 n قطر رسم می شود؛ اما اگر مثلًا قطر n( )−  

n قطر، تکراری هستند. بنابراین: n( )− A1 و بار دیگر در کل قطرهای گذرنده از A(؛ پس نصف این  از
 Jkd¶  Â÷±ò ÁIÀoõ¤ ®¨ jHk÷Un n n n= − ≥( ) ,3

2 3   

n پاره خط )از جمله  n( )−1
2 ضلعی«، در این فرمول در بین n تعداد کل پاره خط های رسم شده در = −n n( )1

2  طبق رابطه ی »
قطرها و اضلاع(، تعداد همه ی قطرها و همه ی اضلاع با یکدیگر جمع شده اند، پس داریم:

 Jkd¶ Â÷±ò ÁIÀoõ¤ jHk÷U ½k{´wn ÁIÀôi½nIQ ®¨ jHk÷U
IÀoõ¤ jHk÷

n =
UU Ì°òH jHk÷U

Ì°òH jHk÷U
+

- = - - = - -
� ����� �����

n n n n n n( ) ( )1
2

1 2
2  

ضلعی محدب→  n تعداد قطرهای = − − = − → = −n n n n n n n n2 22
2

3
2

3
2Jkd¶ Â÷±ò ÁIÀoõ¤ jHk÷U ( )  

 تعداد قطرهای یک هفت ضلعی را بیابید.
n است، داریم: = 7  با توجه به این که

ضلعی n تعداد قطرهای = −  →=n n n( )3
2

7 ضلعی 7 تعداد قطرهای = − =7 7 3
2 14( )  

1 -، Æ ÆA E== ، AD EH== مقابل چهارضلعی  دو  در 
دو  این  کنید  ثابت   .BC FG== و  Æ ÆB F== ، AB EF==

چهارضلعی همنهشت اند.

  
2 -، Æ ÆC C== ′′  ، Æ ÆB B== ′′، Æ ÆD D== ′′ با شرط های′′ ′′ ′′ ′′A B C D  در شکل روبه رو دو چهارضلعیABCD و

CD رسم شده اند. ثابت کنید این دو چهارضلعی همنهشت اند. C D== ′′ ′′ BC و B C== ′′ ′′

  

ضلعی چند درجه است؟- 3 n . در این صورت هر زاویه ی داخلی این 28 ضلعی منتظم برابر است با n تعداد کل پاره خط های رسم شده در یک
n را بیابید.- 4 35 است. ضلعی، برابر n تعداد قطرهای یک
ضلعی منتظم کدام است؟- 5 n 3 برابر تعداد اضلاع آن است. هر زاویه ی داخلی این ضلعی منتظم، n تعداد قطرهای یک
ضلعی منتظم، چهار برابر تعداد اضلاع آن است. در این صورت هر زاویه ی خارجی - 6 n تعداد کل پاره خط های رسم شده )از جمله ضلع و قطر( در یک

این شکل را بیابید.
ضلعی، سه برابر مجموع زاویه های خارجی آن است. تعداد قطرهای این شکل را بیابید.- 7 n مجموع زاویه های داخلی یک
ضلعی اضافه شود، به تعداد قطرهای آن چند واحد اضافه می شود؟- 8 n اگر یک واحد به اضلاع یک
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در این قسمت می خواهیم چهارضلعی های مهم را بررسی کنیم و قضیه ها و مثال های متعددی را بیان نماییم. ابتدا 
AD اضلاع مقابل )غیرمجاور(  BC و CD و هم چنین AB و مطابق شکل، چهارضلعیABCD نمایش داده شده که

CD یا ... مجاورند.  AD و BC یا AB و می باشند. در ضمن اضلاع

تعریف متوازی الاضلاع: یک چهارضلعی است که اضلاع روبه روی آن دوبه دو با هم موازی اند.

 ABCD AB CD AD BC: || , ||Ì°ò¯HïÁpH¼T¶ ⇔  
از این تعریف می توانیم قضایای مهمی را مطرح و اثبات نماییم.
 در هر متوازی الاضلاع، دو ضلع مقابل با هم مساوی اند.

 

ÆoÎ
´§e

ABCD
AB DC AD BC

:
,

Ì°ò¯H ÁpH¼T¶
= =

 

 AB DC AC A C

AD BC AC A C

|| , : Æ Æ

|| , : Æ Æ
Jn¼¶
Jn¼¶

→ =

→ =







1 1

2 2
AC( را رسم می کنیم:  مطابق شکل یکی از قطرهای متوازی الاضلاع )مثل

برای اثبات حکم های مسئله، در دو مثلث مشاهده شده داریم:

 ABC ADC
A C
AC AC

A C

ABC ADC
∆ ∆ ∆
, :

Æ Æ

Æ Æ

1 1

2 2

=
=

=
















 → ≅(p Æ p) ∆∆ oÃÊº ÁHq]H Á»IvU →

=
=





AB DC
AD BC

 

عکس قضیه ی 1: اگر در یک چهارضلعی، هر دو ضلع مقابل هم اندازه باشند چهارضلعی متوازی الاضلاع است.

  
ÆoÎ
´§e

AB CD AD BC
ABCD

= =,
: Ì°ò¯H ÁpH¼T¶  

برای این که ثابت کنیم چهارضلعیABCD متوازی الاضلاع  است، باید ثابت کنیم اضلاع روبه روی این چهارضلعی دوبه دو موازی اند؛ پس ابتدا یک 
قطر متوازی الاضلاع را می کشیم و ثابت می کنیم دو مثلث حاصل همنهشت اند.

ABC ADC
AB CD
AD BC
AC AC

ABC ADC
D D D D
, :

=
=
=

ì

í
ï

î
ï

ü

ý
ï

þ
ï

¾ ®¾¾¾ @(Æ Æ Æ) oÃÊÊº ÁHq]H Á»IvU¾ ®¾¾¾¾¾
=

=

ì
í
ï

îï

Æ Æ ( )
Æ Æ ( )

A C

A C
1 1

2 2

1
2

 

 1 1 1) Æ Æ ||A C AB DCAC=  →Jn¼¶ حال طبق عکس قضیه ی خطوط موازی و مورب داریم: 
 
2 2 2) Æ Æ ||A C AD BCAC=  →Jn¼¶  

و چهارضلعیABCD که در آن اضلاع روبه رو، دوبه دو موازی اند، متوازی الاضلاع است.

 ثابت کنید هرگاه قطر یک چهارضلعی، آن چهارضلعی را به دو 
مثلث همنهشت تقسیم کند، آن چهارضلعی متوازی الاضلاع است.

ABCD، اضلاع مقابل با هم موازی اند.   از تعریف متوازی الاضلاع کمک می گیریم و ثابت می کنیم در چهارضلعی

ABCD متوازی الاضلاع است. پس چهارضلعی
 می دانیم در هر چهارضلعی، اگر هر دو ضلع مقابل مساوی باشند، چهارضلعی متوازی الاضلاع است )عکس قضیه ی 1(.

ÆoÎ
´§e

ABD DBC
ABCD

D D
@
: Ì°ò¯H ÁpH¼T¶

ÆoÎ ¢Lö oÃÊº ÁHq]H Á»IvU
Jn¼¶

Jn¼¶ Á
:

Æ Æ
ABD BDC

D B DB
D D

@ ¾ ®¾¾¾¾¾
=1 1 ppH¼¶ Á ¾Ãñ¤ u§ø

Jn¼¶
Jn¼¶ ÁpH¼¶ Á ¾

¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

=

AB

D B DB

|| DC

Æ Æ2 2 ÃÃñ¤ u§ø¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

ì

í
ï

î
ï AD BC||

ABD BDC
AB DC
AD BC

ABCD
∆ ∆

≅  →
=
=





→oÃÊº ÁHq]H Á»IvU Ì°ò¯H Á: ppH¼T¶
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 در هر متوازی الاضلاع قطرها منصف یکدیگرند.

 
ÆoÎ
´§e

ABCD
OA OC OB OD

:
,

Ì°ò¯H ÁpH¼T¶
= =  

مطابق شکل باید ثابت کنیم دو مثلث بالا و پایین یا چپ و راست با یکدیگر، همنهشت اند. می دانیم در هر متوازی الاضلاع، دو ضلع روبه رو مساوی اند.

 
AOB DOC

AB DC

AB DC AC A C

AB DC BD B D

∆ ∆
, : || , : Æ Æ

|| , : Æ Æ

=

→ =

→ =

Jn¼¶
Jn¼¶

1 1

1 11
















 → ≅(p Æ p) AOB DOC

∆ ∆

 

BO به راحتی نتیجه می شود. OD= AO و OC= و از اجزای برابر این دو مثلث، حکم

عکس قضیه ی 2: هر چهارضلعی که قطرهای آن منصف یکدیگر باشند، متوازی الاضلاع است.

 

ÆoÎ
´§e

OA OC OB OD
ABCD

= =,
: Ì°ò¯H ÁpH¼T¶

 
برای اثبات این قضیه، باید ثابت کنیم دو مثلث بالا و پایین با هم و دو مثلث چپ و راست هم با یکدیگر همنهشت اند:

 
AOB DOC

AO OC
BO OD

O O
AOB DOC

∆ ∆ ∆ ∆
, :

Æ Æ

=
=

=
















 → ≅

1 2

(Æ p Æ)

 
→ =  →Æ Æ || ( )A C AB CDAC

1 1 1Jn¼¶
Jn¼¶ » ÁpH¼¶ Á ¾Ãñ¤ u§ø     

 
AOD BOC

AO OC
BO OD

O O
AOD BOC

∆ ∆ ∆ ∆
, :

Æ Æ

=
=

=
















 → ≅

3 4

(Æ p Æ)

 
→ =  →Æ Æ || ( )A C AD BCAC

2 2 2Jn¼¶
Jn¼¶ » ÁpH¼¶ Á ¾Ãñ¤ u§ø    

پس چهارضلعیABCD که در آن هر دو ضلع روبه رو موازی اند، متوازی الاضلاع است.

 در هر متوازی الاضلاع هر دو زاویه ی مجاور مکمل اند.

 

ÆoÎ

´§e

ABCD

A B B C C D D A

:
Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Ì°ò¯H ÁpH¼T¶

+ = + = + = + =180  

C روی  . اثبات بقیه ی احکام، شبیه همین اثبات است. بدین منظور یکی از اضلاعی را که رئوسB یا Æ ÆB C+ = °180 مطابق شکل ثابت می کنیم
C امتداد داده ایم: BC را از طرف همان رأس آن قرار دارد، امتداد می دهیم. مثلًا ضلع

 
AB DC BC B C

BCx C C
C B

|| , : Æ Æ

Æ Æ Æ
Æ ÆJn¼¶ ® =

= ® + =

ü
ý
ï

þï
® + =2

1 2
1

180 180
18

 

00  

DCBÆ( است. C )یا همان دقت کنید زاویه یC1 همان زاویه ی داخلی رأس

عکس قضیه ی 3: اگر در یک چهارضلعی هر دو زاویه ی مجاور مکمل باشند، چهارضلعی متوازی الاضلاع است.

 
ÆoÎ
´§e

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

:
A B B C C D A D
ABCD

+ = + = + = + =180

Ì°ò¯H ÁpH¼T¶  
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AB را از طرفB امتداد می دهیم: مطابق شکل ضلع

 ÆoÎ ¢Lö : Æ Æ

Æ Æ Æ
Æ ÆA B

ABx B B
A B

+ =

= ® + =

ü
ý
ï

þï
® =1

1 2
2

180

180 180



 

 

C امتداد می دهیم: DC را از طرف AD. حال ضلع BC|| حال طبق عکس قضیه ی خطوط موازی و مورب نتیجه می گیریم

 ÆoÎ ¢Lö : Æ Æ

Æ Æ Æ
Æ ÆB C

DCy C C
B C

+ =

= ® + =

ü
ý
ï

þï
® =1

1 2
2

180

180 180



 

 

AB. پس چهارضلعیABCD که در آن اضلاع روبه رو موازی اند، یک  DC|| حال طبق عکس قضیه ی خطوط موازی و مورب نتیجه می گیریم
متوازی الاضلاع است.

 اگر در متوازی الاضلاعABCD نیمساز دو زاویه ی مجاور دلخواه را رسم کنیم، زاویه ی حاصل بین این دو نیمساز کدام است؟
D را رسم کرده ایم. در این صورت می توان نوشت: C و  مطابق شکل، نیمساز دو زاویه ی دلخواه و مجاور

 DEC E D C E D C
∆
: Æ Æ Æ (Æ Æ)+ + = → = − +1 1 1 1180 180   

® = - + = - + ¾ ®¾¾¾¾+ =E D C D C D C180 2 2 180 2
180

 (
Æ Æ

) (
Æ Æ

)
Æ Æ

 n»I\¶ Áï¾Ä»HHp »j
.kºHï®µ§¶ Ì°ò¯HïÁpH¼T¶

= - =180 180
2 90





 

 در هر متوازی الاضلاع، زاویه های روبه رو با هم مساوی اند.

 
ÆoÎ
´§e

ABCD

A C B D

:
Æ Æ, Æ Æ

Ì°ò¯H ÁpH¼T¶
= =

 

مطابق شکل یکی از قطرهای متوازی الاضلاع را به دلخواه رسم می کنیم:

 

AB CD AC A C

AD BC AC A C

|| , : Æ Æ

|| , : Æ Æ
Jn¼¶
Jn¼¶

¸ÃÎoö Íµ]® =

® =

ü
ý
ï

þï

1 1

2 2
¾¾ ®¾¾¾¾ + = + ® =Æ Æ Æ Æ Æ ÆA A C C A C1 2 1 2

 
برای اثبات قسمت دیگر حکم، دو مثلث تشکیل شده را در نظر گرفته، ثابت می کنیم همنهشت اند. 

عکس قضیه ی 4: اگر در یک چهارضلعی، هر دو زاویه ی مقابل، هم اندازه باشند، چهارضلعی متوازی الاضلاع است.

 

ÆoÎ
´§e

Æ Æ, Æ Æ

:
A C B D
ABCD

= =
Ì°ò¯H ÁpH¼T¶

 

 ÆCحال به جای . Æ Æ Æ ÆA B C D+ + + = 360است، پس ( )4 2 180 360− × = می دانیم در هر چهارضلعی محدب، جمع تمام زاویه های داخلی 

ÆB را در رابطه ی اخیر قرار می دهیم: ÆD مساوی آن ها یعنی به ترتیبÆA و و

 Æ Æ Æ Æ (Æ Æ) Æ ÆA B A B A B A B+ + + = → + = → + =360 2 360 180    

، می دانیم اگر در یک چهارضلعی، زاویه های مجاور به هم، مکمل یکدیگر باشند، چهارضلعی متوازی الاضلاع است. حال طبق عکس قضیه ی 

ABC ACD
A C

A C
AC AC

ABC ACD
∆ ∆ ∆
, :

Æ Æ

Æ Æ
1 1

2 2

=

=
=
















 → ≅(p Æ p) ∆∆

→ =Æ ÆB D
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 .DE FB== DC از متوازی الاضلاعABCD هستند. ثابت کنید AB و F به ترتیب وسط اضلاع E و  مطابق شکل، نقاط

 

ÆoÎ
´§e

ABCD AE EB DF FC
DE FB

: , , Ì°ò¯H ÁpH¼T¶ = =
=

 

AE. به همین ترتیب AB= 2 E وسطAB است پس   مطابق شکل چون

:AE FC= AB پس CD= FC و چون DC= 2

 چون اضلاع روبه روی متوازی الاضلاع با هم موازی و مساوی اند و

ADE FCB
AE FC
AD BC

D D
, :

=
= kºHïÁ»Iv¶ Ì°ò¯HïÁpH¼T¶ nj »nï¾M»n ÁIÀïÍÍ±ò

kºHïÁ»Iv¶ Ì°ò¯HïÁpH¼T¶ nj »nï¾M»n ÁIÀï¾Ä»HpÆ ÆA C=

ì

í
ï

î
ï

ü

ýý
ï

þ
ï

¾ ®¾¾¾ @ ¾ ®¾¾¾ =(Æ p Æ) oMHoM ÁHq]HADE FCB DE FB
D D

 

EB و می دانیم هر چهارضلعی که دو ضلع  DF|| AB پس CD|| . از طرفی چون EB DF= DF، بنابراین DC= 2 EB و AB= 2  هم چنین

روبه رویش موازی و مساوی باشد متوازی الاضلاع است.
EBFD DE FB: Ì°ò¯H ÁpH¼T¶ → =  

 ثابت کنید اگر در یک چهارضلعی، دو ضلع مقابل موازی و مساوی باشند، چهارضلعی متوازی الاضلاع است.- 9

O محل - 10 EF از نقطه ی F روی دو ضلع مقابل یک متوازی الاضلاع قرار دارند طوری که پاره خط E و نقاط

 .EB DF== OE و OF== تلاقی دو قطر متوازی الاضلاع می گذرد. ثابت کنید

 

از محل برخورد دو قطر متوازی الاضلاع، خطی موازی دو ضلع روبه روی آن رسم می کنیم. ثابت کنید این خط از وسط  دو ضلع دیگر می گذرد.- 11

می دانیم اگر در یک چهارضلعی، زاویه های روبه رو مساوی باشند، چهارضلعی متوازی الاضلاع است. حال به کمک این مطلب، ثابت کنید اگر - 12

در یک چهارضلعی تمام زاویه های مجاور مکمل هم باشند، چهارضلعی متوازی الاضلاع است.
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 نوعی متوازی الاضلاع است که یک زاویه ی قائمه داشته باشد. 

 می دانیم از بین دو خط موازی، اگر یکی بر خط سومی عمود باشد، دیگری هم عمود است پس در هر مستطیل تمام چهار زاویه قائمه اند.

 در هر مستطیل، تمام خاصیت های متوازی الاضلاع برقرار است. از جمله:
 در هر مستطیل قطرها منصف یکدیگرند.

pt 12

دقت کنید عکس این قضیه )حکم درست و کلی( برقرار نیست. یعنی اگر در یک چهارضلعی قطرها منصف یکدیگر
باشند، لزومی ندارد که این چهارضلعی مستطیل باشد. در حالی  که فقط متوازی الاضلاع بودن آن قطعی است.

90 چنین مطلبی درست است( عکس این قضیه برقرار   در هر مستطیل زاویه های روبه رو برابر و زاویه های مجاور مکمل اند. )قطعاً با زاویه های
نیست. یعنی از این که در یک چهارضلعی زاویه های روبه رو برابر یا زاویه های مجاور مکمل  هم باشند نمی توان گفت این چهارضلعی مستطیل است 

)ولی حتماً متوازی الاضلاع هست(.
 در هر مستطیل هر دو ضلع روبه رو برابرند.

چهارضلعی  گرفت  نتیجه  می توان  باشند،  مساوی  روبه رو  ضلع  دو  هر  چهارضلعی  یک  در  این که  از  فقط  نیست.  برقرار  هم  قضیه  این  عکس 
90 بودن زاویه ها اصلًا ارتباط ندارد. متوازی الاضلاع است و به

 ثابت کنید در هر مستطیل قطرها برابرند.

 

ÆoÎ
´§e

ABCD
AC BD

:®ÃõTv¶
= BDC را از مستطیل بیرون می آوریم:  دو مثلثADC و

AD BC
DC DC

D C

=
=

= =

















®ÃõTv¶  Á»n ¾M»n  Ì°òH
(Æ p Æ)

Æ Æ 90
 → ≅ADC BDC

∆ ∆

   

. ( )AC BD= و از اجزای برابر نتیجه می گیریم قطرهای مستطیل مساوی اند

دقت کنید عکس این مثال )قضیه( برقرار نیست. در شکل روبه رو قطرهای چهارضلعیABCD مساوی هستند ولی 
این چهارضلعی مستطیل نیست.

 هر متوازی الاضلاع که در آن طول قطرها مساوی باشند، مستطیل است.

 
ÆoÎ
´§e

ABCD AC BD
ABCD

:
:

 Ì°ò¯H ÁpH¼T¶ »
®ÃõTv¶

=

 

متوازی الاضلاع از  را   BDC و  ADCمثلث دو  شکل  مطابق 
: Æ ÆD C= = 90 ABCD جدا می کنیم و ثابت می نماییم

ÆD مکمل یکدیگرند یعنی ÆC و ABCD در نظر نگیریم، نتیجه می گیریم که دو زاویه ی مجاور از طرفی اگر قطرها را در متوازی الاضلاع

 Æ ÆD C= =  →90 SwH ¾µGI¤ Ì°ò¯H ÁpH¼T¶ ÁIÀ ¾Ä»Hp pH Â§Ä ABCD مستطیل: (*) داریم:  Æ و طبق ÆD C+ =180

AC BD
AD BC
DC DC

=
=
=














:ÆoÎ ¢Lö
Ì°ò¯H ÁpH¼T¶ Á»n ¾M »n Ì°òH



 → ≅  → =(Æ Æ Æ) oÃÊº  ÁHq]H  Á»IvUADC BDC D C

∆ ∆
Æ Æ(*)
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 ثابت کنید: الف( در هر مثلث قائم الزاویه میانه ی وارد بر وتر، نصف وتر است.
ب( اگر در مثلثی اندازه ی میانه ی وارد بر ضلعی، نصف آن ضلع باشد، زاویه ی روبه روی آن ضلع، قائم الزاویه است.

 
ÆoÎ

´§e

ABC BM MC

AM BC

D
: ÆA ,= =

=

90

2



 
ABNC مستطیل است: N امتداد می دهیم و ثابت می کنیم چهارضلعی مطابق شکل، میانه یAM را به اندازه ی خودش تا نقطه ی

 
 

ABNC که در آن دو ضلع روبه رویش موازی و مساوی هستند متوازی الاضلاع  بنابراین چهارضلعی
داریم.  ) پس یک مستطیل  Æ )A = 90 قائمه است این چهارضلعی  زاویه ی  بود و چون یک  خواهد 

می دانیم در مستطیل قطرها با هم مساوی اند.
 
AN BC AM BC AM BCAN AM MN

AM MN=  → = → == +
= 2 2  

)AMB  با رسم میانه ی نظیر وتر در هر مثلث قائم الزاویه، دو مثلث متساوی الساقین به وجود می آید. )مثلث هایAMC و
 

  

N امتداد داده ایم. مطابق شکل، میانه یAM را به اندازه ی خودش تا

  

ABNC، قطرها مساوی اند. اگر ثابت کنیم این چهارضلعی متوازی الاضلاع  پس فعلًا در چهارضلعی
است، با وجود دو قطر برابر، نتیجه می گیریم مستطیل خواهد بود.

AN مورب است، با توجه به عکس  Æ و با توجه به این که ÆA N1 1= MNC به حالت )ض زض( همنهشت بوده و در نتیجه ABM و دو مثلث

Æ و با توجه به عکس قضیه ی  ÆB C1 1= AMC داریم BMN
∆ ∆

≅ AB. به ترتیب مشابه پس از اثبات CN|| قضیه ی خطوط موازی و مورب داریم

.AC BN|| BC مورب است( نتیجه می گیریم موازی و مورب )
این  پس   ( )AN BC= مساوی اند؛ قطرش  دو  و  بوده  متوازی الاضلاع   ABNC چهارضلعی پس 

. ÆA = 90 چهارضلعی مستطیل بوده و

AMC به وجود  با رسم میانه یAM، دو مثلث متساوی الساقینAMB و  مطابق شکل 

آمده است:
AMB AM BM B A M A AM A B∆

: Æ Æ Æ Æ Æ ÆÆ Æ Æ
= → =  → + + = →+ + =

1
180

1 1 1
1 1 180



 MM A

AMC AM CM C A MM A C

1 1

2
180

2

180 2

2 2

= −

= → =  → ++ + =





Æ

: Æ Æ Æ ÆÆ Æ Æ∆
AA A M A2 2 2 2180 180 2+ = ⇒ = −







 Æ Æ Æ 

 

180 2 180 2 180 2 180 901 2 1 2
� � � � �

��� ��
− + − = → + = → =Æ Æ (Æ Æ) Æ

Æ

A A A A A

A®¨

®¨

Æ است، پس:  ÆM M1 2 180+ =  از طرفی

AMC BMN
AM MN
BM MC

M M

D D
, :

Æ Æ

=
=

=

´ÄH ½jHj jHkT¶H ·I¶j¼i
ÆoÎ ¢Lö

tá1 2 HHn ¾M ®MI£T¶

(Æ p Æ)
ì

í
ï

î
ï

ü

ý
ï

þ
ï

¾ ®¾¾¾ @AMC BMN
D D

ÆoÎ

´§e

AM AM BC

A

:

Æ

 ¾ºIÃ¶ » =

=

2
90

AN AM MN AM AM AM

AM BC BC AM
AN BC

= + = + =

= → =












→ =

2

2 2(ÆoÎ)
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20 است. زاویه ی بین میانه و ارتفاع وارد بر وتر در این مثلث را بیابید.  یکی از زاویه های حاده در مثلث قائم الزاویه ای برابر
 مطابق شکل با رسم میانه ی وارد بر وتر مثلث متساوی الساقینAMC به وجود آمده است:

 
AHC داریم: حال در مثلث قائم الزاویه ی

 
AHC H HAC C A A A
∆
: Æ Æ Æ ( Æ Æ) Æ+ + = → + + + = → =

↓
180 90 20 180 501

20

2 2
    



 

AM MC A C= → = =Æ Æ
1 20

AH ارتفاع وارد بر وتر در مثلث قائم الزاویه است. طولAM را بیابید.  مطابق شکلAM میانه و

 می دانیم مربع هر ضلع قائم در مثلث قائم الزاویه برابر است با ضرب وتر در تصویر 
AB، پس: BH BC2 = × همان ضلع قائم بر وتر، یعنی

6 4 9 2
9
2

2 = ´ ® = ® = =
¯

BC BC AM BC

 Á ¾ºIÃ¶
oU» oM jnH»

 ثابت کنید اگر در مثلث قائم الزاویه:
°30 باشد، ضلع روبه رو به آن زاویه نصف وتر است. الف( یکی از زاویه ها

3 برابر وتر است.
2 °60 باشد، ضلع روبه رو به آن زاویه ب( یکی از زاویه ها

2 برابر وتر است.
2 °45 باشد، اندازه ی هر ضلع زاویه ی قائمه ج( یکی از زاویه ها

   

مطابق شکل میانه ی وارد بر وتر را رسم می کنیم. در این  صورت مثلث های
AMB متساوی الساقین هستند: AMC و

 

   

BC است پسAB هم که روبه رو  AM نصف وتر AB و چون AM= پس مثلثAMB در حقیقت یک مثلث متساوی الاضلاع بوده و
به زاویه ی30 در مثلث قائم الزاویه یABC است، نصف وتر می باشد.

زاویه ها از  یکی   ،ABCقائم الزاویه ی مثلث  در  شکل  مطابق   
 .AB BC= 2 30 بوده و ضلع مقابل به آن نصف وتر است یعنی

حال طبق قضیه ی فیثاغورس داریم:

AB AC BC BC AC BC AC BC BC BC BC BC AC2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 4
4

4
3
4+ = ® + = ® = - = - = Þ( ) == =3

4
3
2

2BC BC

ÆoÎ

´§e

Æ , ÆA C

AB BC
= =

=

90 30

2

 

AMC AM MC A M

AMB AM MB B A

∆

∆

: Æ Æ

: Æ Æ Æ

= ⇒ = ⇒ = + =

= ⇒ = ⇒

° ° °
2 1

1

30 30 30 60Â]nIi 

AA B M A B
A

1 1 1

1 60

180 60+ + = ⇒ = =











 ↓ ↓

° °Æ Æ Æ Æ



ÆoÎ

´§e

Æ , ÆA B

AC BC

= =

=

90 60
3
2
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 مطابق شکل در مثلث قائم الزاویه یABC، زاویه یB هم45 است:

 Æ ÆB C AB AC BC AB AC AB AB AB= ⇒ =  → = + = + =tn¼üIXÃÎ 2 2 2 2 2 22  

 → = = → = × → = =BC AB AB AB BC AB BC AC BC2 2
2

2
2

2
2

2
2

2
»  

ÆoÎ

´§e

Æ , ÆA C

AC BC

= =

=

90 45
2
2

 

 ثابت کنید از تقاطع نیمسازهای داخلی یک متوازی الاضلاع با اضلاع نامساوی، یک مستطیل پدید می آید.

 
ÆoÎ
´§e

½k{ï´wn  Ì°ò¯HïÁpH¼T¶ Â±iHj ÁIÀpIvµÃº
®ÃõTv¶
ABCD

MNPQ:  

می دانیم در هر متوازی الاضلاع، زاویه های مجاور با هم مکمل اند:

  

90 می شود. DMC برابر M هم در مثلث پس زاویه ی
90 هستند، پس این چهارضلعی مستطیل است. مثلًا در  به ترتیب مشابه ثابت می شود بقیه ی زاویه های چهارضلعیMNPQ همگی
Æ Æ Æ Æ Æ ÆA D A D A D®¨ ®¨+ = → + =  → + =÷180 2 2 180 901 2

2
1 2

   ÆQ2 داریم:  مورد

→ =  → ==ADQ Q QQ Q∆
: Æ Æ

1 290 901 2 

táHn ¾M ®MI£T¶

 

Æ ÆC D®¨ ®¨+ =180

Æ, Æ Æ Æ Æ ÆC D C D C DÁIÀpIvµÃº
kºH ½k{ ´wn → + =  → +÷2 2 1801 1

2
1 1

 == 90

b باشد طول ضلع  a و  ثابت کنید از تقاطع نیمسازهای داخلی یک مستطیل، یک مربع به وجود می آید اگر ابعاد این مستطیل
b بیابید. a و مربع حاصل را برحسب

 
ÆoÎ
´§e

½k{ ´wn  ®ÃõTv¶ Â±iHj ÁIÀpIvµÃº
ÍMo¶
ABCD

MNPQ:  

 AQDپس در مثلث ، Æ Æ Æ Æ Æ ÆD C A D B C2 2 1 1 1 1 45= = = = = = رسم شده است، پس ABCD مطابق شکل چون نیمساز زاویه های مستطیل

ÆQ2 هم قائمه است. به ترتیب مشابه بقیه ی زاویه های داخلی چهارضلعیMNPQ هم  قائمه است. ÆQ1 بوده و در نتیجه 90= زاویه ی

AQD BNC
A B

D C
AD BC

∆ ∆
, :

Æ Æ

Æ Æ
1 1

1 1

45

45

= =

= =
= =



















®ÃõTv¶ Æoø







 → ≅ → =(p Æ p) AQD BNC DQ NC
∆ ∆

( )1  

DMC D C DM MC
∆
: Æ Æ ( )2 2 45 2= = → =

) را نظیر به نظیر کم می کنیم.  )2 ) و )1 حال طرفین رابطه های

 DM DQ MC NC MQ MN− = − → =  



81

پس چهارضلعیMNPQ علاوه بر این که تمام زاویه هایش قائمه است، دو ضلع مجاورِ مساوی هم دارد پس مربع است حال برای این که طول 

45 است،   DC به دست آوریم، دقت می کنیم که در هر مثلث قائم الزاویه که دارای زاویه ی a= AD و b= ضلع مربع را برحسب مقادیر

2 برابر وتر است:
2 ، 45  ضلع روبه رو به زاویه ی

 DMC DM DC a
∆
: = =2

2
2
2

oU»


 
ADQ DQ DA b
∆
: = =2

2
2
2

oU»


 

→ = = − = − → = −QM x DM DQ a b x a b
ÍMo¶ Í±ò
��� ��

2
2

2
2

2
2 ( )

 
این فرمول را به خاطر بسپارید.

ABCD یک مستطیل است. ثابت کنید:- 13 در شکل روبه رو
.BM DN== AM آن گاه CN|| الف( اگر
  .AM CN|| BM آن گاه DN= ب( اگر

F وسط اضلاع مثلثABC می باشند. ثابت کنید - 14 E و ، D ÆA بوده و نقاط == 90 در شکل روبه رو
AFED یک مستطیل است. چهارضلعی

 

4 است. طول میانه ی وارد بر وتر را بیابید.- 15 در یک مثلث قائم الزاویه، طول دو ضلع قائم  و
AH ارتفاع وارد بر وتر باشد، - 16 AM میانه و AC. در این صورت اگر = 2 3 AB و = 2 مطابق شکل

MH را بیابید. طول

 

14 وتر است.- 17 ( باشد، ارتفاع وارد بر وتر، 75 15 )یا ثابت کنید اگر در یک مثلث قائم الزاویه، یکی از زاویه ها

 

ÆoÎ

´§e

Æ , Æ ,A C AH BC

AH BC

= = ^

=

90 15
1
4

 

 
30 است. ثابت کنید ارتفاع و میانه ی وارد بر وتر، زاویه ی قائمه ی مثلث را به سه قسمت مساوی تقسیم می کنند.- 18  در مثلث قائم الزاویه ای، یکی از زاویه ها
25 است. زاویه ی بین میانه ی وارد بر وتر و نیمساز داخلی زاویه ی قائمه را بیابید.- 19  در یک مثلث قائم الزاویه، یکی از زاویه های حاده
4 نیمسازهای داخلی را رسم کرده ایم. مساحت شکل  حاصل را بیابید.- 20 8 و در مستطیلی با ابعاد
9 مفروض است. نیمسازهای داخلی این مستطیل را رسم کرده ایم. محیط شکل حاصل را بیابید.- 21 20 و مساحت  مستطیلی به محیط
8 شده است. اگر طول مستطیل سه برابر - 22 نیمسازهای داخلی یک مستطیل را رسم کرده ایم و طول قطر مربع حاصل از رسم این نیمسازها

عرض آن باشد، مساحت مستطیل را بیابید.

 

تعریف لوزی: نوعی متوازی الاضلاع است که دو ضلع مجاور آن مساوی باشد. می توان گفت هر چهارضلعی 
AB باشد،  BC CD AD= = = که دارای چهار ضلع مساوی باشد یک لوزی است، زیرا وقتی مطابق شکل 
خودبه خود اضلاع روبه رو، دوبه دو مساوی شده و یک متوازی الاضلاع  حاصل می شود که هر دو ضلع مجاورش 

مساوی اند؛ پسABCD در نهایت یک لوزی می باشد. 
 در هر لوزی، تمام خاصیت های متوازی الاضلاع برقرار است. از جمله:
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 در هر لوزی قطرها منصف یکدیگرند.
pt 12

دقت کنید عکس این قضیه برقرار نیست. یعنی هر چهارضلعی که قطرهایش منصف یکدیگرند، لزومی ندارد لوزی باشد.
 در هر لوزی زاویه های روبه رو مساوی و زاویه های مجاور مکمل اند.

عکس این قضیه هم در حالت کلی برقرار نیست.
 در هر لوزی اضلاع روبه رو مساوی اند.

عکس این قضیه هم در حالت کلی درست نخواهد بود.

 ثابت کنید در هر لوزی:
الف( قطرها بر هم عمودند.  ب( قطرها نیمساز زاویه های لوزی می باشند.

 
 
ÆoÎ
´§e

ABCD
AC BD

:  Áp¼²
^  

قطرها  لوزی،  جمله  از  متوازی الاضلاع  هر  در  می دانیم 
منصف یکدیگرند. هم چنین همه ی اضلاع لوزی مساوی اند.

AHB BHC
AB BC
AH HC
BH BH

AH
∆ ∆
, :

= =
=
=
















 →

Áp¼² Í±ò
(Æ Æ Æ) BB BHC

∆ ∆
≅  

oMHoM ÁHq]H ¢L → =  → + ==Æ Æ (*) Æ ÆÆ (*)H H H HAHC
1 2

180
1 2 180





öö → = = → ⊥Æ ÆH H AC BH1 2 90  
nj »
kºjHkT¶H ¦Ä
BD AC BDBH → ⊥  

 
ÆoÎ
´§e

ABCD

A A C C

:
Æ Æ, Æ Æ

 Áp¼²

1 2 1 2= =
 

AHB AHD
AB AD
AH AH
BH HD

AH
∆ ∆
, :

= =
=
=
















 →

Áp¼² Í±ò
(Æ Æ Æ) BB AHD A A

∆ ∆
≅  → =oMHoM ÁHq]H Æ Æ

1 2  

 BHC CHD
BC CD
CH CH
BH HD

BH
∆ ∆
, :

= =
=
=
















 →

Áp¼² Í±ò
(Æ Æ Æ) CC CHD C C

∆ ∆
≅  → =oMHoM ÁHq]H Æ Æ

1 2  

 قطرهای لوزی عمودمنصف یکدیگر و هم چنین نیمساز زاویه های آن می باشند.

120 است. قطر کوچک و بزرگ لوزی را بیابید. ، اندازه ی یک زاویه  4  در یک لوزی به طول ضلع
 می دانیم زاویه های لوزی توسط قطرها نصف می شوند:

 
Æ

Æ
: ÆA

A
AOB B1 12

120
2 60 30= = = → =®¨ 

 

∆  

، نصف وتر است: 30از طرفی در مثلث قائم الزاویه ضلع روبه رو به زاویه ی
 AOB O B OA AB∆

: Æ , Æ= = → = = =90 30 2
4
2 21

   

 OB AB= = × =3
2

3
2 4 2 3 3 برابر وتر است: 

2 ( در مثلث رنگی، ÆA160 )یعنیهم چنین ضلع روبه رو به زاویه ی
OB رسید( در نهایت قطرهای لوزی منصف  = 2 3 OA در این مثلث، طبق قضیه ی فیثاغورس هم می توان به AB و )البته با داشتن
 AC AO

BD BO

= × = × =

= × = × =







2 2 2 4
2 2 2 3 4 3

:

:

¦a¼¨ oõ¤
©nqM oõ¤

یکدیگرند )خاصیت کلی هر متوازی الاضلاع(: 
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تعریف مربع: نوعی مستطیل است که اضلاع مجاور آن مساوی اند. یا این که نوعی لوزی است که تمام زاویه هایش90 است. 

 در هر مربع، تمام خاصیت های متوازی الاضلاع برقرار است، از جمله:
 در هر مربع قطرها منصف یکدیگرند. دقت کنید عکس این قضیه برقرار نیست.

pt 12

90 هستند(  در هر مربع زاویه های روبه رو مساوی و زاویه های مجاور مکمل اند. )همه ی زاویه ها
 در هر مربع اضلاع روبه رو مساوی اند. دقت کنید عکس این قضیه برقرار نیست.

 چون مربع یک نوع مستطیل خاص است پس قطرهایش مساوی اند و چون یک نوع لوزی خاص است، پس قطرهایش 
بر هم عمود بوده و نیمساز زاویه های مربع نیز می باشند. 

 از برخورد نیمسازهای یک لوزی یا مربع )که همان قطرها هستند( شکلی حاصل نمی شود )فقط یک نقطه درمی آید(.

است.  متساوی الاضلاع   DECمثلث و  مربع   ABCD چهارضلعی  شکل،  مطابق   
y را بیابید. x و مقادیر

DE می باشد. از طرفی  EC DC= =  طبق شکل، با توجه به این که مثلثDEC متساوی الاضلاع است
به  است.  متساوی الساقین   BECیعنی مثلث  ، EC BC= بنابراین  DC BC= است پس مربع   ABCD چون

همین ترتیب مثلثAED هم متساوی الساقین خواهد بود:

y z= − = =180 30
2 75 60
 

 , زاویه ی مثلث متساوی الاضلاع

→ + + + = → =
↓

x y z y x

E
210

360 150
�

��� ��
� �

 ®¶I¨ n»j ¦Ä
Á ¾õ£º Ï¼e

ثابت کنید اگر در یک متوازی الاضلاع الف( قطرها بر هم عمود باشند، ب( قطرها نیمساز زاویه ها باشند، - 23

آن متوازی الاضلاع لوزی است.

6 هستند. محیط لوزی را بیابید.- 24 8 و در یک لوزی قطرها

در چهارضلعیABCD )که آن  را شبه لوزی یا کایت می گوییم( اضلاع مجاور با هم مساوی اند. ثابت کنید:- 25
ÆC است. ÆA و AC نیمساز الف( قطر

ب( قطرها بر هم عمودند. 

26 - BEFمثلث کنید  ثابت  هستند.  متساوی الاضلاع   BCE و  ABFمثلث های هم چنین  و  مربع  یک   ABCDچهارضلعی شکل،  مطابق 

متساوی الساقین است.

تعریف ذوزنقه: چهارضلعی است که فقط دو ضلع آن با هم موازی باشند. 

مطابق شکل، ذوزنقه یABCD نمایش داده شده است. هریک از دو ضلع موازی با هم را قاعده و هر یک از دو ضلعی که با هم غیر موازی اند را 
ساق می گوییم. دو نوع ذوزنقه ی خاص و بسیار مهم داریم که به معرفی آن ها می پردازیم:
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 ذوزنقه ی قائم الزاویه: اگر در یک ذوزنقه، یکی از ساق ها بر یکی از قاعده ها عمود باشد، ذوزنقه را قائم الزاویه می گوییم.

 ABبر قاعده ی AD دقت کنید در شکل روبه رو یک ذوزنقه ی قائم الزاویه نشان داده شده است. چون قاعده ها با هم موازی اند، پس وقتی ساق
BC را ساق غیرقائم )مایل( ذوزنقه  AD را ساق قائم و عمود است بر پاره خط موازی آن یعنی قاعده یDC هم عمود خواهد بود. در این حالت

می گوییم.
 ذوزنقه ی متساوی الساقین: اگر در یک ذوزنقه، طول ساق ها با یکدیگر مساوی باشد، ذوزنقه را متساوی الساقین می نامیم.

 

 ثابت کنید در هر ذوزنقه، دو زاویه ی مجاور به هر ساق، مکمل یکدیگرند.

 
ÆoÎ

´§e

ABCD AB CD

A D B C

: ||
Æ Æ Æ Æ

¾£ºp»l »

+ = + =180  

AB را از طرفین امتداد می دهیم: مطابق شکل روبه رو ذوزنقه یABCD رسم شده است. یکی از قاعده ها مثل

 

AB DC AD A D

A A
A D

|| , : Æ Æ

Æ Æ
Æ ÆJn¼¶ → =

+ =












→ + =1

1 2
2

180
180





 

Æ خواهد بود. به همین ترتیب داریم: ÆA D+ =180و این رابطه همان حکم
AB DC BC B C

B B
B C B

|| , : Æ Æ

Æ Æ
Æ Æ ÆJn¼¶ → =

+ =












→ + = →1

1 2
2

180
180



 ++ =ÆC 180  

 ثابت کنید در هر ذوزنقه ی متساوی الساقین، زاویه های مجاور به دو ساق هم اندازه اند.
 

 

AD رسم می کنیم. چهارضلعیABMD که در آن  ، خطی به موازات ساق B مطابق شکل، از یکی از دو سر قاعده ی کوچکAB، مثلًا
اضلاع روبه روی هم با یکدیگر موازی اند، یک متوازی الاضلاع است؛ پس ضلع های روبه روی آن با هم مساوی اند.

 
. Æ ÆA B= Æ نتیجه  می شود ÆD C= ، پس از Æ Æ Æ ÆB C A D+ = + =180 و چون

ÆoÎ
´§e

ABCD AB CD AD BC

D C A B

: || ,
Æ Æ, Æ Æ

¾£ºp»l » =

= =

AD BM BM BC BMC MAD BC=  → = → ==
¸Ã¤Iv²H Á»IvT¶  Áï¾£ºp»l ∆

: Æ1 ÆÆ

|| Æ Æ
ÆC

BM AD D M
D

DC´ÄH ½jo¨ ´wn ·I¶j¼i Jn¼¶ → =
















→

1

== ÆC
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 به کمک همنهشتی مثلث ها ثابت کنید پاره خطی که وسط دو ضلع از مثلثی را به هم وصل می کند، موازی ضلع سوم بوده و طول 
آن نصف ضلع سوم است.

 

ÆoÎ

´§e

AM BM AN CN

MN BC
= =,
||

2  
D برسیم: N به اندازه ی خودش امتداد می دهیم تا به نقطه ی مطابق شکلMN را از طرف

 
oMHoM ÁHq]H

Jn¼¶
Jn¼¶ » ÁpH¼¶ Áï¾Ãñ¤ u§ø →

=  →Æ ÆA C AC
1  →

=







AB CD BM CD

AM CD

|| || ( )

( )

1

2

 

MDCB که در آن دو ضلع روبه رو  ) چهارضلعی )1 MB. در نتیجه با توجه به CD= ) می توان گفت )2 AM پس طبق MB= از طرفی چون

.MN BC||
2

2MN و در نهایت BC
|| MD است بنابراین MN= 2 MD و چون CB

|| مساوی و موازی اند، یک متوازی الاضلاع بوده و

AMN NDC
MN ND

N N
AN NC

∆ ∆
, : Æ Æ :

:

=

=
=

















1 2 táHn ¾M ®MI£T¶
ÆoÎ

(Æ  p Æ) → ≅AMN NDC
∆ ∆

 ثابت کنید اگر وسط اضلاع یک چهارضلعی را به یکدیگر به صورت متوالی وصل کنیم، چهارضلعی حاصل یک متوازی الاضلاع 
است. محیط این متوازی الاضلاع را بیابید.

 

ÆoÎ
´§e

½k{ ®Å» ´À ¾M  Ì°òH ôw»
SwH Ì°ò¯H ÁpH¼T¶ ¦Ä

ABCD
MNPQ

 
می دانیم پاره خطی در مثلث که وسط دو ضلع را به هم وصل می کند، موازی و مساوی نصف ضلع سوم است. در مثلثADB داریم: 

MN هم با یکدیگر موازی اند  Q وسط اضلاع این مثلث هستند(، بنابراینPQ و و  P PQ )زیرا  DB||
2 ،BDCبه همین ترتیب در مثلث

و هم مساوی و می دانیم که چهارضلعی که دو ضلع روبه رویش هم موازی و هم مساوی باشند، متوازی الاضلاع است.

، پس: NP QM AC|| ||
2 طبق موارد گفته شده

 MNPQمحیط = + + + = + + + = +MN NP PQ MQ BD AC BD AC BD AC2 2 2 2  

اگر اضلاع یک چهارضلعی، متوالیاً به یکدیگر وصل شوند، چهارضلعی حاصل   
متوازی الاضلاعی است که ضلع هایش موازی و مساوی نصف قطرهای چهارضلعی اولیه خواهد 

بود و محیط این چهارضلعی داخلی برابر است با جمع قطرهای چهارضلعی اولیه.  
MNPQ تحت چه شرایطی به متوازی الاضلاع های  حال ممکن است بپرسید متوازی الاضلاع
خاص )مستطیل و مربع و لوزی( تبدیل می شود. به سؤال های امتحانی مطرح شده توجه کنید.

AM MD
AN NB

MN DB=
=

ì
í
î

®
||

2
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 ثابت کنید اگر در یک ذوزنقه، دو زاویه ی مجاور به ساق ها هم اندازه باشند، ذوزنقه متساوی الساقین است.- 27
عمود - 28 بزرگ  قاعده ی  بر   B و  A رئوس از  است.  متساوی الساقین   ABCDذوزنقه ی شکل،  مطابق   

کرده ایم. ثابت کنید:

′ABHH یک مربع است. - 29 ABCD یک ذوزنقه ی متساوی الساقین و چهارضلعی  مطابق شکل،
16 باشد، محیط ذوزنقه را بیابید.  اگر مساحت این مربع

 ثابت کنید در هر ذوزنقه ی متساوی الساقین، قطرها مساوی اند.- 30
 ثابت کنید اگر در یک ذوزنقه، قطرها مساوی باشند، ذوزنقه متساوی الساقین است.- 31
 در شکل روبه رو ذوزنقه یABCD متساوی الساقین بوده و قاعده ی کوچک با ساق ها هم اندازه است. - 32

ثابت کنید قاعده ی بزرگ ذوزنقه دو برابر قاعده ی کوچک می باشد.

 در ذوزنقه ی روبه رو ثابت کنید طول قاعده ی بزرگ، دو برابر طول قاعده ی کوچک است.- 33

قائم الزاویه، - 34 اگر در یک ذوزنقه ی  ثابت کنید  قائم الزاویه،  از روابط طولی در مثلث  با استفاده    
قطرها بر هم عمود باشند، ساق قائم واسطه ی هندسی بین دو قاعده است.

 

AB و- 35 AC مفروض است. وسط دو ضلع = 6 AB و BC=  مطابق شکل، مثلثABC با اضلاع10=
.MNCBرا به هم وصل کرده ایم. مطلوب است محیط چهارضلعی AC

 ثابت کنید اگر وسط سه ضلع مثلثی را به طور متوالی به هم وصل کنیم، چهار مثلث همنهشت به وجود می آید.- 36

یک - 37 قطر،  دو  وسط های  هم چنین  و  مقابل  ضلع  دو  وسط های  اتصال  از  اگر  غیرمتوازی الاضلاع،  محدب  چهارضلعی  هر  در  کنید  ثابت   
چهارضلعی حاصل شود، این چهارضلعی یک متوازی الاضلاع است.

 

BC هستند. ثابت کنید:- 38 N به ترتیب وسطAD و M و  مطابق شکل، چهارضلعیABCD متوازی الاضلاع بوده  و
 MB DN|| الف(

 AE EF FC== == ب(
 

CH DH DC AB= ′ = −
2
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 مطابق شکل در چهارضلعیABCD قطرها بر هم عمودند، ثابت کنید از به هم وصل کردن متوالی - 39
وسط اضلاع این چهارضلعی، یک مستطیل پدید می آید.

 

این - 40 اضلاع  وسط  اگر  کنید  ثابت  مساوی اند.  هم  با  قطرها   ABCDچهارضلعی در  شکل  مطابق   
چهارضلعی را متوالیاً به هم وصل کنیم چهارضلعی حاصل یک لوزی است.

  
 تحت چه شرایطی از به هم وصل کردن وسط اضلاع چهارضلعیABCD، یک مربع حاصل می شود؟- 41
 ثابت کنید اگر وسط اضلاع یک مستطیل را به طور متوالی به هم وصل کنیم، چهارضلعی حاصل یک لوزی است.- 42
 ثابت کنید اگر وسط اضلاع یک لوزی را به طور متوالی به هم وصل کنیم، چهارضلعی حاصل یک مستطیل است.- 43

44- اگر وسط اضلاع یک متوازی الاضلاع را به هم وصل کنیم، چه شکلی حاصل می شود؟

از این قسمت از درس، با بررسی اصول مهم مساحت، فرمول مساحت چندضلعی های مهم را بیان می کنیم. سپس برای هر کدام مسائل متنوعی 
طرح نموده و در نهایت مسئله ها را به صورت ترکیبی درمی آوریم.

A نسبت  A ناحیه ی یک چندضلعی باشد. عدد مثبتی به نام مساحت به  فرض می کنیم
S نمایش می دهیم. در این صورت موارد زیر برقرار است: A( ) داده و آن را با

S؛ به عبارت دیگر مساحت هر ناحیه در صفحه، عددی مثبت است. A( ) >0
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 اگر اشتراک دو ناحیه ی چندضلعی فقط روی اضلاع یا رئوس آن ها باشد یا اصلًا اشتراک نداشته باشند مساحت 
اجتماع آن ها برابر است با مجموع مساحت های آن ها.

.S M S A S B( ) ( ) ( )= + B، تفکیک شده است. در این صورت A و M به دو ناحیه ی مثلاً در شکل روبه رو، ناحیه ی
 اگر دو مثلث همنهشت باشند، مساحت آن ها مساوی خواهد بود.

 .S ab= ( عبارت است از b a و b )ابعاد a و عرض  مساحت مستطیلی با طول
. a2 a برابر است با  مساحت مربعی به ضلع

 به کمک فرمول مساحت مستطیل، ثابت کنید مساحت یک مثلث قائم الزاویه برابر است با نصف حاصل ضرب دو ضلع قائم.
 

 

ÆoÎ

´§e

ABC A

S AB AC
ABC

D

D

: Æ=

= ´

90
1
2



 
C، خطی موازیAB رسم می کنیم تا  مطابق شکل از رأسB خطی به موازاتAC و هم چنین از رأس
ABDC یک متوازی الاضلاع است که در آن  D قطع کنند. چهارضلعی این دو خط موازی، یکدیگر را در
یک زاویه ی قائمه وجود دارد، پس در حقیقت یک مستطیل خواهد بود. کاملًا مشخص است که دو مثلث
همنهشت اند.  یکدیگر  با   ( , , )AC BD AB DC BC BC= = = )ض ض ض( حالت  به   BCD و  ABC

پس طبق یکی از اصول مساحت، این دو مثلث دارای مساحت یکسان هستند.
ABDC، از اجتماع این دو مثلث هم مساحت تشکیل شده است. پس مساحت کل برابر است با جمع مساحت اجزا: از طرفی مستطیل

 S S S AB AC SABDC
ABC BCD

S S

S AB AC
ABC

ABC BCD
ABDC

= + ¾ ®¾¾¾¾¾¾ ´ =
=

= ´D D

D D

D ++ ® ´ = ® = ´S AB AC S S AB AC
ABC ABC ABC

D D D2 1
2  
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5 در کنار هم  4 و  در شکل روبه رو سه مربع به اضلاع  و
واقع اند. مساحت قسمت رنگی کدام است؟

 مطابق شکل مساحت قسمت های رنگی روی هم برابر است با جمع مساحت سه مربع، 
:ADI منهای مساحت مثلث قائم الزاویه ی

 Sn¼{IÀ
ÍMo¶ ¾w SeIv¶ Íµ]

»j Joò
´GI¤ Í±ò

= + + - ´( )5 4 3 5 122 2 2
� �� ��

  �

2 20=  

ABCD را بیابیم، مطابق   برای این که مساحت متوازی الاضلاع

DC وارد می کنیم. حال مثلثAHD را بریده و طوری به  AH را بر A، ارتفاع شکل از رأس

BC منطبق شود. AD، روی ضلع سمت راست متوازی الاضلاع منتقل می کنیم که ضلع

90. بنابراین  ¢ABHH یک مستطیل است، زیرا متوازی الاضلاعی است با یک زاویه ی چهارضلعی
¢ABHH یکسان است: ABCD با مساحت مستطیل مساحت متوازی الاضلاع

S AB AH S
ABHH

S S
ABCD ABHH

¢ ¯ ¯

=

= ´ ¾ ®¾¾¾¾¾¾¢
�

� �

 Ï¼ö
®ÃõTv¶

 Æoø
®ÃõTv¶

AABCD
AB AH CD AH� = ´ = ´  

 مساحت متوازی الاضلاع برابر است با حاصل ضرب قاعده ی متوازی الاضلاع در ارتفاع وارد بر آن.
4 است. طول ارتفاع دیگر این متوازی الاضلاع را بیابید. 8 و ارتفاع نظیر ضلع بزرگ تر برابر 2 و  طول دو ضلع متوازی الاضلاعی

نظیر ضلع  و دیگری  بزرگ تر  نظیر ضلع  دارد، یکی  متمایز  با طول های  ارتفاع  دو  متوازی الاضلاع  داده شده که هر  نشان   مطابق شکل 
کوچک تر. طبق فرمول مساحت متوازی الاضلاع داریم: 

 S ah bh h h


= = ¢ ® ´ = ¢ ® ¢ =8 4 2 16  

دو  هر   ABMN و  ABCDچهارضلعی های و  بوده   d || d¢ روبه رو شکل  در   
متوازی الاضلاع هستند. مساحت این دو شکل چه رابطه ای با هم دارند؟

 
متوازی الاضلاع اند، پس  دو  هر  رنگی،  مطابق شکل چهارضلعی های   

ضلع های روبه روی آن ها با یکدیگر برابرند.

     
d است، پس طول ارتفاع وارد  d|| ¢ ABMN قاعده ی مشترکAB دارند. از طرفی چون ABCD و  هر دو متوازی الاضلاع
بر قاعده ی این دو متوازی الاضلاع )که فاصله ی دو قاعده ی موازی آن هاست( نیز ثابت است. بنابراین طبق فرمول مساحت متوازی الاضلاع 
 S S
ABCD ABMN
 

= )حاصل ضرب قاعده در ارتفاع نظیرش(، داریم: 
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 برای محاسبه ی مساحت یک مثلث غیرمشخص، از فرمول مساحت متوازی الاضلاع استفاده می کنیم. مطابق 

ABCD را رسم می نماییم. سپس از یکی از دو رأس این قطر عمودی بر ضلع مقابلش وارد می کنیم: شکل یک قطر دلخواه از متوازی الاضلاع

 S AB CH
ABC

D = ´1
2 ) داریم:  )2 S، پس طبق AB CH

ABCD


= ´ از طرفی مساحت یک متوازی الاضلاع برابر است با ضرب ارتفاع در قاعده، یعنی

مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب قاعده )هر کدام از اضلاع( در ارتفاع نظیرش. دقت کنید در هر مثلث   
قائم الزاویه، اگر هر کدام از اضلاع قائم را قاعده بگیریم، ارتفاع نظیر آن، ضلع دیگر قائم است.

BC مفروض است. در این صورت  a= AC و b= AB و c= قرارداد: مطابق شکل، مثلثABC با اضلاع
ha نشان می دهیم: BC را با a= AH نظیر ضلع اندازه ی ارتفاع

 hc AB را با c= hb و اندازه ی ارتفاع نظیر ضلع AC را با b= به همین ترتیب اندازه ی ارتفاع نظیر ضلع
نمایش خواهیم داد. در این صورت داریم:

  
 طبق فرمول مساحت مثلث، حاصل ضرب هر ضلع در ارتفاع نظیرش، دو برابر مساحت مثلث است:

 ah bh ch Sa b c
ABC

= = = 2 D  

h است. اگر مساحت مثلث32 باشد، طول قاعده را بیابید. 4h و ارتفاع آن   قاعده ی مثلثی 

 
S h h h h hD =

´
® = ´ ® = ® = ® =

½køI¤  ÌIÿUnH
2 32 4

2 32 2 16 42 2
 با توجه به فرمول مساحت مثلث داریم: 

® = = ´ =½køI¤ 4 4 4 16h
 

 
 در مثلث متساوی الساقین:

 ارتفاع وارد بر قاعده، طول قاعده را نصف می کند.
pt 12

 

AB AC AH BC BH HC BC= ^ ® = =, 2

 
 طول ارتفاع وارد بر ساق ها، با یکدیگر برابرند.

 

AB AC BH AC CH AB CH BH= ^ ¢ ^ ® ¢ =, ,

 
ha و هم چنین ساق  a و ارتفاع وارد بر آن را اگر قاعده ی مثلث متساوی الساقینی را

hb بگیریم، می توان نوشت: b و ارتفاع وارد بر ساق را این مثلث را
 
ABH b a h

ABC ah bh S

a

a b
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D
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D
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