
وارد  وقتی  حتی  بگیرن.  یاد  باید  رشته ها  تمام  دانش آموزانِ  که  مبحثیه  تابع 

دانشگاه هم شدید باز هم تابع دست از سرتون برنمی داره.

پس این فصل رو خیلی خیلی خوب و با دقت زیاد بخونین. پس از تابع با توابع 

هم  فصل  این  انتهای  در  شد.  خواهید  آشنا  )سهمی ها(  درجه2  توابع  و  خطی 

یک  مقدار  کردن  حداکثر  یعنی  بهینه سازی  می خونید.  رو  بهینه سازی  مسائل 

عبارتِ جبری.
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) ایجاد می شوند. هر زوج مرتب در صفحه ی مختصات،  , )b a ) و , )a b b با ترتیب خاصی کنار هم قرار گیرند زوج مرتب های a و اگر دو عدد
نمایشگر یک نقطه ی منحصربه فرد است. 

عضودومیامؤلفهیدومهممیگیم.( در شکل  b عضواولیامؤلفهیاولوبه a b عرض نقطه است. )به a طول و عدد ) عدد , )a b در زوج مرتب
، پس در حالت  ( , ) ( , )1 3 3 1¹ B بر هم منطبق نیستند. بنابراین A و )B نمایش داده شده اند. واضح است که , )3 1 )A و , )1 3 مقابل دو نقطه ی

( , ) ( , )a b b a¹ کلی
 

؛ یعنی باید عضوهای اول با هم و عضوهای دوم نیز با هم مساوی باشند. b d= a و c= ) در صورتی با هم مساوی اند که: , )c d ) و , )a b دو زوج مرتب

y را به دست آورید. x و ) با هم مساوی باشند، مقادیر , )3 1 8 3x y++ -- ) و , )4 2 5 7x y-- ++  اگر دو زوج مرتب
 

Þ تساوی عضوهای اول - = + Þ - = + Þ =4 2 3 1 4 3 2 1 3x x x x x  
Þ تساوی عضوهای دوم + = - Þ - = - - Þ - = - Þ =5 7 8 3 5 8 7 3 3 10 10

3y y y y y y  

 A b باشد، یک رابطه از BÎ a و AÎ ) که در آن ها , )a b B دو مجموعه باشند. هر مجموعه شامل زوج مرتب هایی به صورت A و فرض کنید
B است، زیرا  A به R رابطه ای از ={( , ),( , ),( , )}2 12 7 9 2 5 B باشند، آن گاه ={ , , }5 9 12 A و ={ , , , }2 3 5 7 ؛ مثلًا اگر ( )A B® B می باشد به

B انتخاب شده اند. A و عضوهای دوم آن ها از عضوهای اول زوج مرتب ها از

 روش جدولی: در این روش، عضوهای مجموعه ی اول را در یک ردیف و عضوهای مربوط به آن ها از مجموعه ی دوم را در ردیف زیر آن 
pt 12

متر  40 15 متر مکعب، در ثانیه ی سوم 5 مترمکعب، در ثانیه ی دوم می نویسیم. مثلًا فرض کنید بادکنکی در حال پرُشدن باشد. در ثانیه ی اول
70 متر مکعب هوا وارد آن می شود. رابطه ی بین زمان و مقدار هوای ورودی به صورت جدول مقابل است: مکعب و در ثانیه ی چهارم

(¾ÃºIY) ·I¶p
(K÷§¶ oT¶) Áj»n»  ÁH¼À nHk£¶

1 2 3 4
5 15 40 70

1 2Þ =A { , ,, , }
{ , , , }

3 4
5 15 40 70Þ =B  

نشانمیدیم.( R R )رابطهرومعمولاًباحرف A B: ® با توجه به جدول بالا می توان چنین نوشت:

 روش استفاده از زوج مرتب ها: در مثال بالا می توانیم جدول را به صورت مجموعه ای از زوج مرتب ها بنویسیم که عضوهای اول این زوج ها زمان 
و عضوهای دوم آن ها مقدار هوای ورودی را نشان می دهند.

 R ={( , ),( , ),( , ),( , )}1 5 2 15 3 40 4 70  

 روش استفاده از نمودار وِن )نمودار پیکانی(: در این روش از هر عضو مجموعه ی اول، یک فلش )پیکان( خارج شده و 
به عضو مربوط به خود در مجموعه ی دوم وارد می شود. در مثال بادکنک خواهیم داشت:
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 روش استفاده از نمودار در صفحه ی مختصات: در این نوع نمایش، هر زوج مرتب را به عنوان یک نقطه ی دوبعدی تصور می کنیم که مؤلفه ی 
اول آن، طول نقطه و مؤلفه ی دوم آن، عرض نقطه می باشد. برای  مثالِ بادکنک، می توانیم نمودار زیر را رسم کنیم:

 

 . y BÎ x و AÎ B تعریف شده باشد. هم چنین فرض کنید که A به R از  روش نمایش ضابطه ای )نمایش جبری(: فرض کنید رابطه ی
متغیر y متغیرمستقلوبه x y مربوط به خود تبدیل می شود. )ضمناًبه x چگونه به R فرمولی است که نشان می دهد هر در این صورت ضابطه ی

وابستهمیگیم.(
 5 ابتدا در عدد  x y نشان می دهد که هر x= +5 6 باشد. ضابطه ی R تعریف شده  N

y x
:{ , , }1 2 3
5 6

®
= +

ì
í
î

R به صورت مثلًا فرض کنید رابطه ی
3 را قرار می دهیم تا  2 و y اعداد1، x= +5 6 x در رابطه ی y مربوط به آن به دست آید. حال به جای 6 جمع می شود تا ضرب و سپس با عدد

y نیز به دست آید: مقادیر

 
y x

y

y

y

x

x

x

= + Þ

¾ ®¾¾ = + =

¾ ®¾¾ = + =

¾ ®¾¾ = +

=

=

=

5 6

5 1 6 11

5 2 6 16

5 3 6

1

2

3

( )

( )

( ) ==

ì

í
ïï

î
ï
ï 21

 

های به دست آمده، برُد رابطه می گوییم، پس در این سؤال: y ها دامنه و به مجموعه ی x همین جا بگویم که به مجموعه ی
 ¾¹¶Hj »={ , , }1 2 3 joÔM ={ , , }11 16 21  

میشه. �؟منفکرمیکنمبرُدبرابربا �:{ , , }1 2 3 ® شاگرد:استادمگهدرمتنسؤالگفتهنشده
است.حالادرقسمت Bمیگیممجموعهیهمدامنه.دراغلبموارد،برُدزیرمجموعهی B نیست.به B A،برُدلزوماًبرابربا B® دبیر:نهعزیزم.وقتیمینویسیم

تابع،کاملمیفهمیفرقایندوتارو.

نمودار  و  پیکانی  نمودار  مرتب ها،  زوج  جدول،  می باشد،   x AÎÎ == -- -- --{ , , , , , , }3 2 1 0 1 2 3 آن در  که   y x== ++2 1 رابطه ی برای   
)مشابهتمرینکتاب( مختصاتی را رسم کنید. 

y x

y

y

y

x

x

x

= + Þ

¾ ®¾¾ = - + =

¾ ®¾¾ = - + =

¾ ®¾¾ = -

=-

=-

=-

2

3 2

2 2

1

1

3 1 10

2 1 5

( )

( )

( 11 1 2

0 1 1

1 1 2

2 1 5

2

0 2

1 2

2 2

3

) + =

¾ ®¾¾ = + =

¾ ®¾¾ = + =

¾ ®¾¾ = + =

¾ ®

=

=

=

=

x

x

x

x

y

y

y

¾¾¾ = + =

ì

í

ï
ï
ï
ï
ïï

î

ï
ï
ï
ï
ï
ï

Þ = - - -
 

y

R

x y

3 1 10

3 10 2 5 1 2

2

{( , ),( , ),( , ),(00 1 1 2 2 5 3 10, ),( , ),( , ),( , )} زوج مرتب ها 
 

x
y

- - -3 2 1 0 1 2 3
10 5 2 1 2 5 10

نمودار وِن )پیکانی(جدولنمودار هندسی )مختصاتی(
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در هر قسمت، متغیر مستقل و وابسته را مشخص کنید:- 1
 f t t

t( ) == --3 4
5 ب(   h x x( ) == -- --13 8 1 الف(

) دانش آموزان، یکی از عوامل مؤثر در پیشرفت تحصیلی آن هاست. )IQ ج( بهره ی هوشی
د( مساحت مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب ارتفاع در قاعده ی آن.

b را به دست آورید.- 2 a و ) با هم برابر باشند، , )a b-- 2 8 ) و , )4 2a b-- اگر دو زوج مرتب

زوج - 3 از  مجموعه ای  شکل  به  را   R رابطه ی است.  شده  تعریف   x ££ 4 فرض با   R x y x y y x== ÎÎ == ++{( , ) | , , } 3 صورت به   R رابطه ی
مرتب ها نمایش دهید.

)مخصوصعلاقهمندان(- 4 R را به صورت مجموعه ای از زوج مرتب ها بنویسید. x y x y x y== ÎÎ ++ =={( , ) | , , | | | | } 1 رابطه ی
A مقسوم علیه های مثبت آن را نسبت می دهد. زوج مرتب های مربوط به - 5 x x x== ÎÎ ££ ££{ | , } 16 18 R به هر عضو از مجموعه ی رابطه ی

این رابطه را مشخص کنید.

الانکهمفهومرابطهرابهخوبییادگرفتیدبهسراغتابعمیریم.تابعدرواقعنوعخاصیازرابطهاست.

B نسبت داده شود.  A دقیقاً یک عضو از B رابطه ای بین این دو مجموعه است که در  آن به هر عضو از A به مجموعه ی یک تابع از مجموعه ی
5 روش برای نمایش تابع هم استفاده  در درس نامه دیدید که 5 روش برای نمایش رابطه وجود داشت. چون تابع هم نوعی رابطه است، پس این

می شوند.
y هم تغییر  ، مقدار x با تغییر ) است. یعنی  )y BÎ y متغیر وابسته ) و )x AÎ x متغیر مستقل  در کل کتاب همیشه فرض می کنیم

x وابسته است.( y به می کند. )

ها(  x  تشخیص تابع از روی جدول: یک رابطه که به صورت جدول داده شده، وقتی تابع است که اعداد ردیف بالای جدول )مؤلفههایاولیاهمون
pt 12

ها( نیز با هم مساوی  y مختلف باشند یا این که اگر بعضی از آن ها با هم مساوی بودند، اعداد ردیف پایین مربوط به آن ها )مؤلفههایدومیاهمون
y وجود داشته باشد. x فقط یک باشند. به طور خلاصه: باید برای هر
به عنوان مثال تابع بودن یا نبودن روابط زیر را با هم بررسی می کنیم:

 
x

y
x

-

-
Þ

2 0 4 5

9 1
3 2 6

.kºHï R»IÿT¶ Â«µÀ IÀ ·¼a  SwH ÍMIU،  

 ،
x

y

( )3 6 5 1

2 3 9 12

 -
¾ ®¾¾¾¾¾oÿÅ ·H¼U ¾M jkø oÀ

.j¼{ïÂ¶ 1 yMH¼] .SvÃÃº Á»Iv¶ IÀï·A Â²» jnHj j¼]» 1 IU »j ¯IM  þÄjn nj ·¼a SvÃºy   ÍMIU  

 
x

y

2
2 5 1 1

2
2
7 0 2 2

7

1
2

1
2

2
2

2
2

2
2

-

´ =

yMH¼] ,´Ã¹¨ IÄ¼¬ Hn o¬H

HoÄp , j¼{ïÂÂ¶
.SwH Á»Iv¶ IÀï·A   Â²»  ´ÄnHj   IU »j ¯IM  ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ y 2

2 þþÄjn nj ·¼a SwH ÍMIU،  

R یک تابع است که تمام  R به صورت مجموعه ای از زوج مرتب ها داده شود، در صورتی  تشخیص تابع از روی زوج مرتب ها: اگر رابطه ای مثل
ها( مختلف باشند یا اگر دو یا چند زوج مرتب، عضوهای اولشان مساوی بود، عضوهای دومشان هم مساوی باشند. )دقیقاً مانند  x عضوهای اول)
 g = -{( , ),( , ),( , )}3 5 6 2 1

9 12 f تابع است، چون عضوهای اول، همگی مختلف اند ولی رابطه ی ={( , ),( , ),( , )}5 6 7 8 9 10 جدول ها( مثلًا رابطه ی
19 به عنوان عضوهای اول مشاهده می کنیم ولی عضوهای دومشان مساوی نیست. )گفتیماگرعضوهای . پس دوتا 3 1

3
1
9

2
2

- = = تابع نیست، زیرا
اولمساویباشن،عضوهایدومهمبایدمساویباشن.(
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b را به دست آورید. a و f مُعرف یک تابع باشد، مقادیر a b a b== ++ --{( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}1 2 1 3 2 5  اگر مجموعه ی

 
( , ) ( , )
( , ) ( , )
1 1 3 3
2 2 5 5

3
5

2 8

a b a b
a b a b

a b

a b

a

+ = Þ + =
- = Þ - =

Þ
+ =

- =

ì
í
ï

îï

= ÞÞ =a 4
 

 a b b ba+ = ¾ ®¾¾ + = Þ = - = -=3 4 3 3 4 14  

A دقیقاً  ، وقتی تابع است که از هر عضو مجموعه ی B A به مجموعه ی  تشخیص تابع از روی نمودار وِن: نمودار وِن یک رابطه از مجموعه ی
A پیکانی خارج نشود یا بیشتر از یک پیکان خارج شود، تابع نخواهیم داشت. یک فلش )پیکان( خارج شود؛ یعنی اگر از یک عضو

به نمودارهای زیر توجه کنید:

فلشی   z از چون  نیست؛  تابع   
خارج نشده.

از عدد1 دو فلش خارج  نیست؛ چون  تابع   
فلشیواردنشده( 6 شده. )اشِکالیندارهکهبه

A یک فلش   تابع است؛ چون از هر عضو
خارج شده.

) را به دست آورید. )a b++  اگر نمودار وِن مقابل بیانگر تابع باشد،

باشند: مساوی  هم  با  باید   4 به مربوط  فلش های  انتهای  مقدار  باشیم  داشته  تابع  این که  برای  پس  شده،  خارج  فلش  دو   4 عدد از   
 a a+ = - Þ = -1 2 3  
ها باید  -4 A دو بار تکرار شده، لذا مؤلفه های دوم مربوط به 4- در مجموعه ی 4- می شود. چون ) برابر با )a -1 a حاصل = -3 حال به ازای
 2 1 8 2 7 7

2b b b+ = Þ = Þ = با هم مساوی شوند: 

هاروهمحساب y  تشخیص تابع از روی نمودار هندسی )مختصاتی(: نمودار یک رابطه وقتی تابع است که هر خط موازی محور عرض ها )خودمحور
میکنیم.( نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع کند. )یعنییاقطعنکنهیادریکنقطهقطعکنه.(

دقت کنید که منظور از نقطه در این تعریف، نقطه ی توپرُ است. نه توخالی. 
به نمودارهای زیر دقت کنید.

تابع است.تابع نیست.تابع نیست.
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 تشخیص تابع از روی ضابطه )فرمول جبری(: بسیاری از توابع را می توانیم مانند یک کامپیوتر 
x از دامنه، یک سری عملیات جبری انجام داده و خروجی یا ماشین فرض کنیم که روی ورودی
f شود، ماشین y از برُد را به ما تحویل می دهد. مثلًا در شکل زیر، هر عددی که وارد سیستم تابع

 y x= +2 5 f به صورت تابع 5 جمع می کند. یعنی ضابطه ی  با 2 رسانده و  f آن را به توان

f x x( ) = +2 5 f هم استفاده کرده و بنویسیم: x( ) y می توان از می باشد. البته به جای
 x = 4 f به ازای ، یعنی مقدار تابع f ( )4 21= y یا می توان چنین نوشت: = + =4 5 212 f برابر است با:  f باشد، خروجی 4 ورودی مثلًا اگر عدد

برابر21 است.

f را به دست آورید. h f h
h

( ) ( )-- --
--
1

7 2 f و سپس h( )-- 1 f و h( ، حاصل عبارت های( f x x x( ) == -- ++2 6 1  با فرض

) قرار دهیم: )h -1 ها باید x f یعنی به جای h( )-1 h بگذاریم و ها باید x f به جای f یعنی در تابع h( )
 f h h h( ) = - +2 6 1  
 f h h h h h h h h( ) ( ) ( )- = - - - + = - + - + + = - +1 1 6 1 1 2 1 6 6 1 8 82 2 2  

 f h f h
h

h h h h
h

h
h

( ) ( ) ( ) ( )- -
-

= - + - - +
-

= - +
- +

=1
7 2

8 8 6 1
7 2

2 7
2 7 1

2 2
 

x بنویسید. سپس به کمک ضابطه ای که پیدا می شود،  f یک ضابطه برحسب f به صورت جدول مقابل است. برای  قسمتی از تابع
f را به دست آورید. f( ( ))0 f و ( )--10 ، f ( )5  مقادیر

x
f x y

0 1 2 3 4
5 9 13 17 21( )IÄ  

y تبدیل شده است. با کمی دقت )والبتهکمیهوش( می فهمیم که در هر ستون اگر عدد  x چگونه به  باید ببینیم در هر ستون جدول،
 f x x( ) = +4 5 ) می رسیم پس فرمول یا ضابطه ی تابع برابر است با: )y 5 جمع کنیم، به عدد پایینی 4 ضرب کرده و سپس با ) را در )x بالایی
 f f( ) ( ) , ( ) ( )5 4 5 5 25 10 4 10 5 35= + = - = - + = -  
 f f f f( ) ( ) ( ( )) ( )0 4 0 5 5 0 5 25

5
= + = Þ = =



 

تبدیلمیشهچی؟ y چهجوریبه x شاگرد:استاداگهذهنینتونستیمبگیم
سروکارداریم.در y ax b= + هاهمبایکمقدارثابتزیادیاکمبشن،میفهیمبایکتابعخطیبهشکل y xهابایکمقدارثابتو دبیر:اگهدرجدولدادهشده،
yهادارن4تا4تازیادمیشن.پسیکخطداریم.حالادونقطهیدلخواهازجدول هادارنیکییکیزیادمیشنودرردیفپایین x اینمثالدرردیفبالامیبینیکه

بهدستبیان: b و a قرارمیدیمتا y ax b= + روانتخابکردهودررابطهی

y ax b
a b b

a b a a

A
x
y

B
x
y

= +

¾ ®¾¾¾¾

¾ ®¾¾¾¾

´ + = Þ =

´ + = Þ + = Þ

®
®

®
®

0
5

1
9

0 5 5

1 9 5 9 == 4
 

خواهدبود.البتهاینروشفقطبرایتوابعخطیقابلاجراست. y x= +4 5 پسمعادلهی)ضابطهی(تابعبهشکل

x بیان کند، تابع است؟ جواب منفی  y را برحسب  بچه های عزیز الان می خواهیم به یک سؤال مهم پاسخ دهیم. آیا هر رابطه یا فرمولی که
y پیدا شود، تابع خواهیم داشت. اثبات تابع بودن یک معادله ی جبری در کتاب درسی  x از دامنه فقط و فقط یک است. گفتیم که اگر به ازای هر
 ± y داخل قدرمطلق باشد و یا علامت های y توان زوج داشته باشد یا مطرح نشده و ما هم با آن کاری نداریم. شما فقط در همین حد بدانید که اگر

هم زمان وجود داشتند، معمولاً تابع نخواهیم داشت.
)میگممعمولاًچونیهاستثناءهاییوجوددارهکهازشمانمیخوان( حال تابع بودن یا نبودن روابط زیر را با هم بررسی می کنیم:

 x y3 5 12+ = Þ y توان فرد دارد.   تابع است، چون  
 | |y x- = Þ2 8 y داخل قدرمطلق است.   تابع نیست، چون  
 y x= ± + Þ6 ± باهم آمده اند.   تابع نیست، چون  
 y x2 3 7= - Þ y توان زوج دارد.   تابع نیست، چون  
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همزمانوجودداشتهباشن،تابعنداریم؟ ± توانزوجداشتهباشهیاداخلقدرمطلقباشهیا y شاگرد:استادحالامیشهبگینچراوقتی
1رونسبت عدد x دقتکن.اگهمثلاًبه x y2 2 5+ = پیدامیشه.بهرابطهی y مقداربرای 2 هاییوجوددارنکهبهازایاونها x دبیر:چوندراینحالتها،
1 5 4 22 2 2+ = Þ = ¾ ®¾¾ = ±y y ynm]  بدیم،خواهیمداشت:
. | |y y= Þ = ±10 10 مثلاًصفربدیم،خواهیمداشت: x اگهبه | |y x- =3 بهدستاومد،پستابعنداریمویادررابطهی10 y چوندومقداربرای
دقتکنیدکههروقتمتغیرازقدرمطلقخارجمیشهبهعددسمتراست، | |y بهدستاومد،پستابعنداریم.)درحلمعادلهی10= y بازهمدومقداربرای

میدیم(. ± علامتهای
طوریعددبدینکهعددهایسمتراستمثبتبشن.مثلاًدر x جوابندارند،پسهمیشهبه y y2 4 4= - = -, | | فقطدقتکنیدکهدرریاضی،معادلاتیشبیه
 4 5 112 2 2+ = Þ = -y y روبدیمچونکه: 4 عدد x کهبررسیکردیمنمیتوانیمبه x y2 2 5+ = رابطهی

برای  باشد،  شده  تعریف   B مجموعه ی به   A مجموعه ی از  که  باشد   x برحسب تابع  یک   f اگر کامل:  صورت  به  تابع  یک  ضابطه ی  نوشتن 

B هم دامنه است. قبلًا  A دامنه و . همان طور که در درس نامه  هم گفتیم f A B
y f x
:
( )
®

=
ì
í
î

f به طور کامل چنین می نویسیم: مشخص کردن ضابطه ی

Rf نمایش می دهیم. f را با Df و برد f را با B مساوی نیست. ضمناً دامنه ی B است و لزوماً برُد با هم گفتیم که معمولاً برُد تابع زیرمجموعه ی

)مشابهفعالیتکتاب( f را به دست آورید.  A باشد، برُد تابع == --{ , , }1 2 0 f و A
f x x

:

( )

®®

== ++

ìì
íí
ïï

îîïï
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 با فرض آن که
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 )هم دامنه( مساوی نیست. f با Rf می باشد. الان به وضوح معلوم است که برُد ={ , , }3 5 7 Df و = -{ , , }1 2 0 پس در این مثال

) است.  )y ) برابر با عدد پایین همان ستون )x f به صورت جدول باشد، در هر ستون جدول، مقدار تابع به ازای عدد بالایی حالت )1(: اگر تابع
مثلًا در جدول مقابل:

 f
x
y f f f: ( ) , ( ) , ( )

-
-

Þ - = = = -
5 0 4

11 3 2 5 11 0 3 4 2  
ضمناً در این مثال دامنه و  برد عبارت اند از:


= -

¯IM þÄjn jHkøH

¾¹¶Hj Df { , , }5 0 4  
= -

¸ÃÄIQ þÄjn jHkøH

joM  Rf { , , }11 3 2    
 

) است.  )y ) برابر با مؤلفه ی دوم همان زوج مرتب )x f به صورت زوج مرتب باشد، در هر زوج، مقدار تابع به ازای مؤلفه ی اول حالت )2(: اگر تابع
 f f f f f f f= Þ = = = ={( , ),( , ),( , )} ( ) , ( ) , ( ) ( ( )) (3 6 0 9 6 12 3 6 0 9 6 12 3 6

6
»


)) =12 مثلًا: 
ضمناً در این مثال دامنه و برد عبارت اند از:


=

(Ï»H ÁIÀ¼ñø) ¾¹¶Hj

Df { , , }0 3 6  
=

(³»j ÁIÀ¼ñø) joM

Rf { , , }6 9 12    

) برابر است با عدد انتهای فلش )x f به صورت نمودار وِن بیان شود، در هر فلش )پیکان( مقدار تابع به ازای عدد ابتدای فلش حالت )3(: اگر
. مثلًا: ( )y

    Þ = = = -f f f( ) , ( ) , ( )1
5 20 0 4 2 3  

Df دامنه )ابتدای فلش ها( ={ , , }1
5 0 2 Rf برُد )انتهای فلش ها(  = -{ , , }3 4 20   



71

) است.  )y ) برابر عرض همان نقطه )x f به صورت نمودار، داده شده باشد، در هر نقطه از نمودار، مقدار تابع به ازای طول آن نقطه حالت )4(: اگر
f است خواهیم داشت: به عنوان مثال در شکل مقابل که مربوط به تابع

  Þ = - = - = = -f f f f( ) , ( ) , ( ) , ( )2 3 3 0 4 3 0 4  

Df دامنه )طول نقاط( = - -{ , , , }2 0 3 4 Rf برُد )عرض نقاط(  = -{ , , }4 0 3   

شاگرد:حالااگرنموداربهصورتخطیامنحنیباشه،دامنهوبردچهجوریبهدستمیاداستاد؟
هابردتابعخواهدبود.بهمثالهایزیرخوبنیگاکنتامفهومتصویرکردنرومتوجهبشی: y هادامنهوتصویرنقاط،رویمحور x دبیر:اونوقتتصویرنقاط،رویمحور

D دامنه xf : ³ 2 R برُد   yf : ³ D دامنه3 xf :1 5£ £ R برُد   yf :2 4£ £

D
R
f

f

=

=
ì
í
î





 هستند.( D)دامنه و برُد خط های مایل همیشه x
R y
f

f

:
:
-¥ < < +¥

³
ì
í
ï

îï

IÄ Â£Ã£e jHkøH Á¾ø¼µ\¶

2

حالت )5(: تعیین دامنه و برد در حالتی که ضابطه ی )معادله ی جبری( آن داده شده است را قبلًا آموزش داده ایم.

ترتیب - 6 به  عبارت ها  به چپ،  راست  از  هر قسمت  )در  نیست؟  تابع  مُعرف یک  زیر،  مورد  کدام 
مؤلفه های اول و دوم زوج مرتب ها هستند.(
1( رابطه ی بین شعاع دایره و محیط آن

2( رابطه ی بین یک فرد و قد او در زمانی خاص
3( رابطه ی بین یک عدد طبیعی و مضرب های آن

4( رابطه ی بین اعداد اول و مربعات آن ها
)مشابهتمرینکتاب(- 7 در نمودار وِن مقابل، با حذف چند فلش، یک تابع ایجاد می شود؟
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درستی یا نادرستی جملات زیر را تعیین کنید.- 8

BMI متغیر مستقل است. BMI )شاخص توده ی بدنی(، وزن و قد متغیرهای وابسته و ==
³o¬¼±Ã¨ KveoM ·p»
oT¶ KveoM k¤ ÍMo¶ الف( با توجه به فرمول

ب( رابطه ای که به هر فرد، سه غذای مورد علاقه ی او را نسبت می دهد، تابع است.
g متغیر مستقل می گوییم. t( ) t متغیر وابسته و به g به t t( ) | |== ++3 2 ج( در تابع

کدام نقطه حذف شود تا شکل مقابل، به یک تابع تبدیل شود؟ - 9
 C )2    B )1
 F )4    D )3

} باشد، دامنه ی آن را به دست آورید.- 10 , }5 13 f برابر x x( ) == ++2 اگر برُد تابع4
} را به دست آورید.- 11 , , }--1 0 1 f با دامنه ی x x x( ) | |== --2 3 برُد تابع
g باشد، حاصل عبارات زیر را به دست آورید.- 12 == --{( , ),( , ) ,( , ),( , )}1 3 4 2 0 4 2 7 f و x x x( ) | |== --2 5 با فرض آن که

 g f( ( ))0 ج(   f g( ( ))0 ب(   f g( ) ( )1 1++ الف(
) عضوی از این تابع باشد.- 13 , )-- --1 2 m را طوری بیابید که زوج مرتب ، مقدار f x x mx( ) == -- ++2 4 82 در تابع
y مربوط به جدول زیر را نوشته و سپس با توجه به آن مقادیر زیر را محاسبه کنید.- 14 f x== ( ضابطه ی تابع(

x
y

2 3 4 5 6
5 7 9 11 13 f )الف   x( )-- 3 )ب  f a( )1 ++  

15 -f == {( , ),( , ) ,( , ...) ,( , ...)}3 6 2
2 5 9 1

2
f تابع باشد.  الف( در رابطه ی مقابل، در جاهای خالی طوری عدد بگذارید که

g == {( , ),( , ),(..., ) ,(..., ...)}1 5
6 3 7 8 g تابع نشود.   ب( در رابطه ی مقابل، در جاهای خالی طوری عدد بگذارید که

 تابع بودن یا نبودن روابط، نمودارها و جدول های زیر را بررسی کنید.- 16

ب(  الف(   

 
x
y

1 2 3 4 5
2 3 4 5 6 د(  f == --{( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}4 2 2 5 1 2 2 1

25
2 ج(

و(  هـ( رابطه ای که به هر فرد، شماره ی ملی او را نسبت می دهد 

 y x==
++
1
2| | ح( ز(    

 x y4 2 10++ == ی(    | |y x== --10 3 ط(

برای هر یک از توابع زیر، یک ضابطه ی مناسب بنویسید.- 17
f )الف == {( , ),( , ) ,( , ),( , )}2 21 3 31 4 41 5 51  

g )ب == -- --{( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}1 1 2 4 3 9 4 16  

h )ج
x
y:

0 1 2 3
5 6 9 14  
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fg را به دست آورید.- 18
( )
( )
4
5--

g باشند، حاصل x x( ) == -- --1 2 f و x x( ) | |== -- -- 5 اگر

f را به دست آورید.- 19 h f
h

( ) ( )-- ++ -- --2 2
3 f باشد، حاصل x x( ) == ++4 3 اگر

2 را به دست آورید.- 20 4 0
1
4 5

2f g

f g

( ) [ ( )]

( ( ))

-- g باشد، حاصل == -- --{( , ),( , ),( , ) ,( , )}5 3 3 0 0 2 2 8 f و == -- --{( , ),( , ),( , ) ,( , )}1 5 2 1 3 4 4 7 با فرض آن که
)مخصوصعلاقهمندان( 

)مخصوصعلاقهمندان(- 21 f را به دست آورید. f
f f
( ) ( )

[ ( )] ( )
-- ++

-- --

1 3
0 4 23 f که داده شده، حاصل x( ) با توجه به شکل تابع

 
ماشین )تابع( مقابل را در نظر بگیرید. مقادیر خروجی این ماشین را به دست آورید.- 22

 x y x x== -- ¾¾ ®®¾¾¾¾ == -- ¾¾ ®®¾¾¾¾¾¾2 2 102, | | ?Áj»n» Â]»oi  
)مخصوصعلاقهمندان(- 23 f باشد، آن گاه برابر با کدام عبارت زیر است؟ x( ) | |== -- 3 f و x x( ) | |== -- 2 اگر

 - +x 2 )4    1- x )3   x -1)2   x + 2 )1

f را به دست آورید.- 24 ( )3 2 6++ f باشد، حاصل x x x( ) == -- ++2 6 10 اگر

f را محاسبه کنید.- 25 ( )1 2-- f باشد، حاصل x x x
x( ) == -- ++

--
2 5

2
2

اگر

b را به دست آورید.- 26 a و ، مقادیر f ( )3 7== f و ( )1 3== -- f با شرط x ax bx( ) == ++ --2 2 در تابع با ضابطه ی

y متغیر وابسته است.(- 27 x متغیر مستقل و a را به دست آورید. ) x مربوط به یک تابع است. a

y a a a

3 2 2 3 5

1 2 4 32
--

++
جدول

)مخصوصعلاقهمندان(- 28 Df در این صورت برُد این تابع را به دست آورید. == { , , }3 4 5 f و k m m k== -- --{( , ),( , ) ,( , )}4 8 1 2 3 2 فرض کنید

)مخصوصعلاقهمندان(- 29 f را به دست آورید. ( )2 5-- f باشد، حاصل x x x( ) | |== ++1
4

2 اگر

)مشابهتمرینکتاب(- 30 m را به دست آورید. n++ f تابع باشد، مقدار اگر رابطه ی
 f m m n== ++ -- ++ --{( , ),( , ),( , ) ,( , )}3 2 3 4 7 6 4  

)مشابهفعالیتکتاب(- 31 در هر قسمت، برُد تابع را به دست آورید.

 A == { , , }1 2  )ب4
f A B

f x x

== ®®

== -- ++

ìì
íí
ïï

îîïï ( ) 3 3 4
 A == --{ , , , }0 1 1  )الف63

f A B

f x x

:

( )

®®

== --

ìì
íí
ïï

îîïï
3 5

 A == د( f A B
f x
:
( )

®®
==

ìì
íí
îî 0

 A == --{ , , , )6 0 1
2  )ج3

f A B

f x x
x

:

( )

®®

== --
--

ìì
íí
ïï

îîïï
2 1

4

A == ®® cÃdÅ jHkøH  ¾ø¼µ\¶و( f A B
f x x
:
( ) | |

®®
==

ìì
íí
îî

 A == ®® ÂMIve jHkøH  ¾ø¼µ\¶هـ( f A B
f x x

== ®®
== --

ìì
íí
îî ( )

Rf نمایش دهیم، جاهای خالی را پرُ کنید.- 32 Df و f را با اگر دامنه و برد تابع
 f D R D
f x x R

f f f

f

: { , , , , }
( ) { , , , , }

®® ==
== -- ==

ìì
íí
îî

1 2 3
3 2 5 10
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)مشابهکاردرکلاسکتاب(- 33 برای هر یک از توابع زیر دامنه و برد را مشخص کرده و در صورت امکان ضابطه ی هر تابع را بنویسید.

د(   ج(   ب(  الف( 

f را - 34 f( ( ))0 f و ( )1 f را نوشته سپس 6 را نسبت می دهد. ضابطه ی کامل تابع f به هر عدد حقیقی، سه برابر مکعب همان عدد، منهای تابع
)مشابهتمرینکتاب( محاسبه کنید.

1 را نسبت می دهد. ضابطه های- 35 g به هر عدد حقیقی، نصف مربع همان عدد به اضافه ی f به هر عدد حقیقی، معکوس همان عدد و تابع تابع
)مشابهتمرینکتاب( g را محاسبه کنید. f( ) ( )4 1

4++ -- g را نوشته و به کمک آن ها حاصل f و

)مشابهتمرینکتاب(- 36 با رسم نمودار روابط زیر، تابع بودن یا نبودن آن ها را بررسی کنید:

f )الف
f x x
:
( )
 ®®

== --
ìì
íí
îî 2 4

 )ب 
f

y x

:{ , , }1 13 22

32
®®

== ++

ìì
íí
ïï

îîïï



f )ج 
f x
:
( )
� �®®

==
ìì
íí
îî 3

 

f را حل کنید.- 37 x f x( ) ( )-- ==2 f باشد، معادله ی x x x( ) == --2 3 اگر
g باشد آن گاه:- 38 x x x( ) == -- -- ++2 3 1 اگر

g را محاسبه کنید. x( )++ 5 )g و )5 الف(
 g x g x g( ) ( ) ( )++ ¹¹ ++5 5 ب( نشان دهید که: 

ماشین )تابع( مقابل را در نظر بگیرید. مقادیر ورودی این ماشین را به دست آورید.- 39
 ? ( ) ( ) ,Áj»n» Â]»oi¾¾ ®®¾¾¾¾ == -- ¾¾ ®®¾¾¾¾¾¾f x x 1 4 92  

f را بررسی کنید.- 40 x f x( ). ( )-- == --1 1 f را به دست آورده و درستی یا نادرستی رابطه ی x( )-- 1 f باشد، حاصل x x
x( ) == --

++
1
1 اگر

f کدام است؟- 41 x f( ) ( )++ --3 3 f باشد، حاصل x x x( ) == -- ++2 4 1 اگر
 - +x x2 )4   x x2 2- )3   x x2 - )2   x x2 2+ )1

f کدام است؟- 42 x f x( ) ( )++ -- --2 2 f باشد، آن گاه حاصل x x x( ) == -- ++2 3 2 اگر
 4 2( )x + )4   4 2( )x - )3   4 2 3( )x - )2   4 2 1( )x - )1

برای هر تابع، چند ضابطه ی مختلف پیشنهاد شده، ضابطه ی درست را انتخاب کنید.- 43

 )الف
x
y

y x

y

y

x

x

0 1 2 3 4
1 3 9 27 81

1

3 1

3

2== ++

== --

==

 

 )ب
x
y

y x

y x x

y x

2 4 6 10
2 12 30 90

2

2 2

2

2
== --

== --

== ++

 
دامنه و برد توابع زیر را تعیین کنید. - 44

د(  ج(   ب(   الف(  

)مخصوصعلاقهمندان(- 45 f را به دست آورید. ( )1 2-- f  باشد، مقدار x x x x( ) ( ) | |== -- ++ ++2 2 اگر
m را به دست آورید.- 46 f یک تابع باشد، مقدار m m m m== -- -- -- ++{( , ),( , ),( , )}2 2 24 5 4 11 8 2 اگر
)مخصوصعلاقهمندان(- 47 x باشد. y تابعی از n را طوری به دست آورید که در جدول زیر m و مقادیر

x

y m n m m n m n n m
7 6 7 3 6

3 25 81 16 51 2 2
--

-- ++ ++ ++ --
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a باشد، دامنه و برد این  ¹0 . ضمناً اگر ( , )a bÎ f نشان داد، یک تابع خطی نامیده می شود x y ax b( ) = = + هر تابع که بتوان آن را به شکل
 است. توابع برابر

- و عرض از مبدأ  3
2 ، شیب برابر y x= - +3

2 3 b عرض از مبدأ خط است. مثلًا در خط a شیب و عدد ، عدد y ax b= + می دانید که در خط
3 است. برابر

8 واحد بیشتر از عرض آن هاست، ضابطه ی محیط و مساحت را برحسب عرض آن ها نوشته و   در مستطیل هایی که طول آن ها
)مشابهکاردرکلاسکتاب( بررسی کنید کدام ضابطه، یک تابع خطی است؟ 

. x y= + 8 y نمایش دهیم، آن گاه: x و  اگر طول و عرض را به ترتیب با

®ÃõTv¶ ôÃd¶ = + ´ = + + ´ = + ´ = + Þ( ) ( ) ( )x y y y y y2 8 2 2 8 2 4 16 y برابر1 است.   این رابطه، یک تابع خطی است چون توان

 ®ÃõTv¶ SeIv¶ = = + = + Þx y y y y y. ( ).8 82 2 هم دارد.    y توان این رابطه، تابع خطی نیست چون

2 نقطه از خط به  x را پیدا کنیم. به این ترتیب y مربوط به این دو x دو مقدار دلخواه نسبت داده و برای رسم نمودار یک خط کافی است به
x عدد بدهیم، بهتر است  دست می آید که با وصل کردن آن ها به هم و امتداددادن از دو طرف، نمودار خط به دست می آید. البته قبل از این که به

y بایددرسمتچپ،تنهابشه.( y تبدیل کنیم. ) ax b= + خط را به شکل استاندارد خود یعنی
به عنوان مثال می خواهیم نمودار خط های زیر را رسم کنیم:

y x
y A

y B

x

x
= - - Þ

¾ ®¾¾ = - - = - Þ -

¾ ®¾¾ = - - = - Þ

=

=
2 3

2 0 3 3 0 3

2 1 3 5 1

0

1
( ) ( , )

( ) ( ,, )-

ì
í
ï

îï 5

x صفر و یک دادیم. y مخرجی وجود نداشت، به x= - -2 3  چون در

y x
y A

y B

x

x
= + Þ

¾ ®¾¾ = + = + = Þ

¾ ®¾¾ = + = Þ

=

=

2
3 1

2
3 0 1 0 1 1 0 1

2
3

3 1 3

0

3

( ) ( , )

( ) (33 3, )

ì

í
ïï

î
ï
ï

3 دادیم. x صفر و 3 وجود داشت، به y مخرجِ x= +2
3 1  چون در

2 3
5 1 2 3 5 5 2 5 5 3y x y x y x- = + ¾ ®¾¾¾¾ - = + Þ = + +¸Ãõw» ¸ÃÎoö  

چهجوریعدددادین؟یعنیهرعددیکهدوستداشتهباشیممیتونیمبدیم؟ x شاگرد:مننفهمیدمشمابه
وجود 52 x صفربدیویهباردیگمعددیبدیکهمخرجروازبینببره.الانتویمثال)3(چون x هرعددیکهدوستداریبدهولیبهترهیهباربه x دبیر:شمابه

هاباهمبرَِن. 2 دادیمتا 2 عدد x داردبه

) یک رابطه ی خطی است ولی تابع نیست؛ زیرا یک خط عمودی  )kÎ x باشد k= هر معادله که به شکل
  } و برُد آن ها }k )موازی محور عرض ها( را نشان می دهد. دامنه ی این گونه معادلات مجموعه ی تک عضوی

x که نمودارش به صورت زیر است:   = 3 است مانند رابطه ی
Þ = =D Rf f{ } ,3   
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این گونه  نمودار آن خطی موازی محور طول هاست. دامنه ی  تابع خطی است که  ) یک  )kÎ باشد  y k= به شکل هم چنین هر معادله که 
y که نمودارش به صورت زیر است: = -2 } است، مانند خط }k  و برُد آن ها مجموعه ی تک عضوی معادلات

Þ = = -D Rf f , { }2

m به دست می آید. ضمناً معادله ی این  y y
x x=

-
-

2 1

2 1
B از یک خط را داشته باشیم شیب این خط از رابطه ی x y( , )2 2 A و x y( , )1 1 اگر دو نقطه ی

y y m x x y y m x x- = - - = -2 2 1 1( ) ( )IÄ خط برابر است با: 

)B بگذرد، سپس نمودار آن را رسم کنید. , )5 2-- )A و , )3 4  معادله ی خطی را بنویسید که از نقاط
)مشابهتمرینکتاب(   
A

x
y

B
x
y

m y y
x x

3
4

5
2

2 4
5 3

6
2 31

1

2

2

2 1

2 1

®
®

®
- ®

Þ =
-
-

= - -
-

= - = -,  

y y m x x m y x y x y x
A

x

y
- = - = -¾ ®¾¾¾¾ - = - - Þ - = - + Þ = -

®

®
1 1

3 1
4 1

3 4 3 3 4 3 9 3( ) ( ) ++13 ôi Áï¾²jI÷¶  
 

| را به دست  ( ) | ( )
( ( ))

f f
f f
8 0
2 0

´́ f را محاسبه کنید، سپس مقدار f( ( ))0 f و ( )8 . مقادیر f ( )-- ==2 4 f و ( )0 1== f داریم:  در تابع خطی
)مشابهتمرینکتاب( آورید.

f A
x
y

f B
x
y

m y y
x x

( )

( )

0 1
0
1

2 4
2
4

4 1
1

1

2

1

2 1

2 1

= Þ
®
®

- = Þ
- ®
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í

ï
ï
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ï
ï

Þ =
-
-

= -
-- -

= -
2 0

3
2  

 y y m x x
m

y x y x
A

x

y
- = -

= -
¾ ®¾¾¾¾ - = - - Þ = - +

®

®
1 1

0 1
1 1

3
2

1 3
2 0 3

2 1( ) ( )  

 f x y x
f

f

x

x
( )

( ) ( )

( )
= = - + Þ

¾ ®¾¾ = - + = - + = -

¾ ®¾¾ = -

=

=

3
2 1

8 3
2 8 1 12 1 11

0 3

8

0
22 0 1 1 0 1 3

2 1 1 1
2

1
( ) ( ( )) ( ) ( )+ = Þ = = - + = -

ì

í
ïï

î
ï
ï f f f



 

 Þ
´

= - ´

-
= ´

-
= -

| ( ) | ( )
( ( ))

| |

( )

f f
f f
8 0
2 0

11 1
2 1

2

11 1
1 11  

بسیاری از متغیرها به صورت خطی به هم وابسته هستند. مثلًا وقتی یک گلوله را از بالای ساختمان رها می کنیم، سرعت گلوله در هر لحظه، از 
A و x y( , )1 1 t زمان است.( در حل مسائل این بخش، همیشه به دنبال دو نقطه مثل V سرعت و V به دست می آید. ) t= -10 رابطه ی خطی
B می نویسیم. ضمناً همیشه بهتر است برای حل راحت تر، از نام های A و B هستیم. سپس شیب خط و معادله ی خط را به کمک نقاط x y( , )2 2

y به جای اسم های داده شده در متن سؤال استفاده کنیم. x و
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 با افزایش ارتفاع از سطح زمین، دمای هوا کاهش می یابد. اگر دمای هوا در سطح زمین20 درجه ی سانتی گراد و دمای هوا در ارتفاع
) خطی باشد، رابطه ی خطی آن ها کدام است؟ )h ) و ارتفاع )T 10 درجه ی سانتی گراد باشد و فرض کنیم رابطه ی بین دما 1 کیلومتری

T h= - -10 20 )4   T h= +10 20 )3   T h= - +10 20 )2   T h= -10 20 )1
ولیچونموضوعِاصلی، y بگیریمکدومرو x y استفاده می کنیم. )مهمنیستکدومرو x و T از نام های h و  ما برای راحتی کار به جای
 B( , )1 10 )A و , )0 20 x لذا دو نقطه به صورت =0 h یا =0 بگیریم(. سطح زمین را مبدأ ارتفاع در نظر می گیریم، یعنی y Tرو دماست،بهتره

خواهیم داشت:
  m

y y
x x=

-
-

= -
-

= - = -2 1
2 1

10 20
1 0

10
1 10  

 y y m x x y x y x- = - Þ - = - - Þ = - +1 1 20 10 0 10 20( ) ( )  

.T h= - +10 20 T است، لذا می توان چنین نوشت که:  y همان h و x همان پس گزینه ی )2( صحیح است، زیرا

)A؟ ازکجابفهمیماولکدوموبنویسیم؟ , )20 0 انتخابکردین؟نمیشهبنویسیم 20 )Aطولشروصفروعرضشرو , )0 20 شاگرد:ببخشیدچرامثلاًدرنقطهی
ارتفاعهارابهعنوانطولودماهارابهعنوانعرض B و A بیانشده،پسدرنقاط h برحسب T پاسخ:شمااگرجابهجاهمبذاریعیبندارهولیدرگزینهها

درنظرگرفتیم.

 یک آژانس املاک50 آپارتمان در اختیار دارد. وقتی اجاره ی هر واحد400 هزارتومان در ماه باشد، همه ی آپارتمان ها پرُ می شوند 
) برحسب  )p 40 تا خواهد بود. اگر رابطه ی بین اجاره ی ماهانه 500 هزار تومان می شود، تعداد آپارتمان های اجاره شده ولی وقتی اجاره

) خطی باشد، معادله ی خطی آن کدام است؟ )x هزار تومان و تعداد آپارتمان ها
P x= +10 900 )4  p x= - +10 900 )3   p x= -10 900 )2   p x= - -10 900 )1

)A و , )50 400 B را به صورت A و y استفاده کنیم. چون موضوع اصلی، اجاره است. حال دو نقطه ی p از  بهتر است به جای متغیر
)B در نظر می گیریم، بنابراین خواهیم داشت: , )40 500

 m y y
x x=

-
-

= -
-

=
-

= -2 1
2 1

500 400
40 50

100
10 10  

 y y m x x y x y x y x p- = - Þ - = - - Þ - = - + Þ = - + =1 1 400 10 50 400 10 500 10 900( ) ( ) IÄ -- +10 900x  
)B ملاحظه  , )40 500 )A و , )50 400 x بیان شده، لذا در نقاط p برحسب پس گزینه ی )3( صحیح است. بچه های عزیز چون در گزینه ها

) را به عنوان طول و عرض نقاط نوشته ایم. )p ) و سپس قیمت اجاره )x می کنید که ابتدا تعداد آپارتمان ها

کدام یک از ضابطه های زیر، نشان دهنده ی یک تابع خطی است؟- 48
 y x-- == --3

5
1

6 ج(   y x x== ++ --3 12 ب(   ( ) ( )y x y x-- -- ++ ==2 2 1 الف(
نمودار خطوط زیر را رسم کنید و بگویید هر خط از کدام نواحی دستگاه مختصات عبور می کند؟- 49

x y x y++ == -- ++
2

2
4 ب(  2 4 8y x== -- الف(

 y -- ==2 0 د(  x ++ ==3 0 ج(
)مخصوصعلاقهمندان(- 50 m از کدام ناحیه ی محورهای مختصات نمی گذرد؟ y به ازای هر عدد منفیِ mx m== ++ --( )2 خط به معادله ی

4( چهارم 3( سوم  2( دوم  1( اول 
)مشابهتمرینکتاب(- 51 f برقرار باشند. ( )2 6== f و ( )-- == --1 1 f روابط x mx n( ) == ++ n را چنان بیابید که در تابع m و مقادیر
f را به دست آورده و معادله ی آن را بنویسید. سپس نمودار - 52 x( f باشد، شیب خط( ( )-- ==2 8 f و ( )0 4== x و f تابعی خطی برحسب x( ) اگر

)مشابهکاردرکلاسکتاب( آن را رسم کنید.
x ساعت تولید - 53 0 کیلومتر لوله تولید می کند. اگر متراژی که این کارخانه پس از 4/ یک کارخانه ی تولید لوله های آبیاری در هر ساعت

10 ساعت چند کیلومتر لوله تولید می شود؟ ثالثاً نمودار f را بنویسید. ثانیاً پس از x( ) f نمایش دهیم، اولاً ضابطه ی x( ) می کند را برحسب متر با
)مشابهفعالیتکتاب( f را رسم کنید. x( )



78

10 سانتی متر است و به ازای هر کیلوگرم وزنه ای که به آن آویزان شود، نیم  - 54 طول یک فنر در حالتی که به آن هیچ وزنه ای آویزان نشده،
f را  h( )-- 1 f و ( )4 ) را بنویسید. سپس مقادیر )x f )طول فنر( برحسب وزن جسم سانتی متر به طول آن افزوده می شود. ضابطه ی تابع خطی
)مشابهفعالیتکتاب( f را رسم کنید. به دست آورده و نمودار تابع

)مشابهکاردرکلاسکتاب(- 55 جدول زیر، رابطه ی خطی بین عمق و دمای سنگ های درون زمین را نشان می دهد.
oT¶¼±Ã¨ KveoM ¢µø

jHo¬ïÂTºIw KveoM I¶j IÄ
x

f x y
3 5
80 140( )

f را تشکیل دهید.  x( ) الف( ضابطه
300 درجه ی سانتی گراد می رسد؟ ب( در چه عمقی دما به

10 کیلومتر، دما چه قدر خواهد بود؟ ج( در عمق
)مشابهتمرینکتاب(- 56 f را به دست آورید. ( / )--0 2 f و ( / )0 2 f می باشد. در این صورت اختلاف ( )1 10== نمودار یک تابع خطی از مبدأ می گذرد و
R باشد و از - 57 x yf == ÎÎ ££ ££{ | } 1 6 D و برُد آن برابر x xf == ÎÎ ££ ££{ | } 0 5 f را طوری رسم کنید که دامنه ی آن برابر نمودار تابع خطی

)مشابهتمرینکتاب( )A بگذرد. , )3 4 نقطه ی
30 درجه ی سانتی گراد بالا رفته - 58 F است. دمای یک جسم C== ++9

5 32 ) به صورت )F ) و فارنهایت )C رابطه ی بین دما برحسب سانتی گراد
)مشابهتمرینکتاب( است. دمای آن برحسب فارنهایت چه قدر افزایش داشته است؟

)مشابهتمرینکتاب(- 59 60 تومان می فروشد: C می باشد و هر کالا را x x( ) == ++200 10 x کالا دارای تابع هزینه ی یک شرکت برای تولید
الف( تابع سود را تعیین کنید و نمودار آن را رسم کنید.

ب( حداقل چه تعداد کالا باید به فروش برسد تا سوددهی آغاز شود؟
3 قطع کند.- 60 )A گذشته و محور عرض ها را در نقطه ای به عرض , )4 4 معادله ی خطی را بنویسید که از نقطه ی
4-- قطع کند.- 61 )A گذشته و محور طول ها را در نقطه ای به طول , )1 2 معادله ی خطی را بنویسید که از نقطه ی
f را به دست آورید. - 62 ( )2 f به صورت مقابل باشد، x( ) اگر نمودار تابع

 

63 - ( )100000 2-- x x متر مربع از دیوار ساختمان در یک روز دریافت می کند، برابر با یک شرکت نقاشی ساختمان، قیمتی که برای رنگ آمیزی
100 تومان هزینه ی رنگ وجود دارد. 15000 تومان می باشد و برای هر متر مربع تومان می باشد. ضمناً هزینه های جانبی مثل رفت وآمد، روزانه

)مشابهفعالیتکتاب( الف( قیمت دریافتی شرکت برای رنگ آمیزی200 مترمربع در یک روز چه قدر است؟
ب( هزینه ی شرکت برای رنگ آمیزی200 متر مربع در یک روز چه قدر است؟

ج( سود شرکت به ازای رنگ آمیزی200 متر مربع در یک روز چه قدر است؟
p»n ¦Ä nj ½k{ ªºn rHoT¶

j¼w
x

P x
10 20 100 800

( ) x را رسم کنید.  د( جدول رو به رو را کامل کنید و نمودار سود برحسب

ها هستند چه چیزی را نشان می دهند؟ آیا هر چه متراژ بیشتری رنگ شود، شرکت سود بیشتری کسب می کند؟ x  ـ(نقاطی که پایین محور ه
y سود برحسب میلیون - 64 y محاسبه می شود. ) x== -- ++300 10 x کالا توسط یک کارخانه به دست می آید، از معادله ی سودی که از تولید

تومان است(:
x رسم کنید. ³³ 0 y را با فرض x== -- ++300 10 الف( نمودار خط

ها چه موضوعی را نشان می دهد؟ x ب( محل برخورد نمودار خط با محور
500 کالا مقدار سود چه قدر است؟ ج( به ازای تولید

240 میلیون تومان باشد، چه تعداد کالا تولید شده است؟ د( اگر سود
برای - 65 این شرکت  به صورت مقابل است.  نمودار سود و زیان یک شرکت برحسب کالاهای فروخته شده 

600 میلیون تومان، حداقل باید چه تعداد کالا به فروش برساند؟ )مخصوصعلاقهمندان( دستیابی به سودی بیشتر از
 278 )1
 279 )2
 280 )3
 281 )4

)مخصوصعلاقهمندان(- 66 13 است؟ B می گذرد، برابر k k( , )3 4 4 1++ -- A و k k( , )++ --1 2 3 k شیب خطی که از نقاط به ازای چه مقدار از
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توابع درجه دوم

رسم نمودار سهمی

ماکزیمم کردن عبارت های درجه دوم

یا   به شکل   نمودار هر سهمی  دارد.  نام  یا سهمی  تابع درجه  دوم  ، یک  ( )a ¹0 باشد  y ax bx c= + +2 به شکل تابع که  هر 

S در هر دو نمودار، رأس سهمی می گوییم. ضمناً خط چین رسم شده در این دو شکل، محور تقارن سهمی است. یعنی اگر  می باشد. به نقطه ی

x است. برای  b
a= -

2 سهمی را روی این خط، تا کنیم، دو قسمت سهمی دقیقاً روی هم قرار می گیرند. در هر دو شکل، طول رأس سهمی برابر

x را قرار دهیم. )ضمناً معادله ی محور تقارن هم b
a= -

2 ها عدد به دست آمده از فرمول x S هم کافی است در تابع سهمی به جای یافتن عرض

x است.( b
a= -

2
a منفی باشد، سهمی ماکزیمم دارد؛ یعنی نمودار آن به شکل  خواهد بود. در  x2 یعنی عدد y اگر ضریب ax bx c= + +2  در تابع

a مثبت باشد، سهمی مینیمم دارد؛ یعنی نمودار  x2 یعنی عدد S از عرض بقیه ی نقاط سهمی بیشتر است. هم چنین اگر ضریب این حالت عرض

S از عرض بقیه ی نقاط سهمی کم تر است. آن به شکل  خواهد بود. در این حالت عرض

 مختصات رأس سهمی های زیر را به دست آورده و بگویید هر سهمی ماکزیمم دارد یا مینیمم؟
y )الف x x== -- --2 4 3 y )ب  x== -- ++2 52 y )ج  x== -- -- ++( )3 12  

 y x x x b
a

a b

= - - Þ = - = - - = =
¯ ¯
1 4 3 2

4
2 1

4
2 22 ( )

( ) (·nI£U n¼d¶) tãHn Ï¼ö  
2 را قرار می دهیم تا عرض رأس هم پیدا شود: ها عدد x حال در تابع سهمی به جای

 y x x yx= - - ¾ ®¾¾ = - - = - - = -=2 2 24 3 2 4 2 3 4 8 3 7( ) ( ) t áHn Æoø  
x2 مثبت است. )S می باشد. ضمناً سهمی مینیمم دارد، چون ضریب , )2 7- پس مختصات رأس سهمی به صورت

 y x x b
a

a c

= - + Þ = - = -
-

=
¯ ¯
2 5 2

0
2 2 02
( ) (·nI£U n¼d¶) táHn Ï¼ö  

x عدد  b است. حال برای یافتن عرض رأس کافی است در تابع سهمی به جای =0 x را ندارد، پس دقت کنید که تابع سهمی، جمله ی شامل
 y x yx= - + ¾ ®¾¾ = - + = + ==2 5 2 0 5 0 5 52 0 2( ) tãHn Æoø صفر را قرار دهیم: 

x2 منفی است. )S است و ضمناً سهمی ماکزیمم دارد، چون ضریب , )0 5 پس مختصات رأس سهمی به صورت

 y x y x x x x= - - + Þ = - - + + = - +( ) ( )3 1 6 9 1 62 2 2

ÁHï¾±µ]»j ÍMo¶ jIdUH
��� �� -- + = - + -9 1 6 82x x  

منفی است.  x2 ضمناً سهمی ماکزیمم دارد، چون ضریب
 x b

a y S= - = -
-

= ¾ ®¾¾ = - - + = Þ2
6

2 1 3 3 3 1 1 3 1
0

2
( ) ( ) ( , )ÍMIU nj táHn���  

؟ y x x= - + -2 6 8 قراربدیمیا y x= - - +( )3 12 روبایدتویرابطهی x = 3 شاگرد:استاد
قراردادیم. y x= - - +( )3 12 روتوی x = 3 دبیر:فرقیندارهولیما
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 برای این کار ابتدا مختصات رأس سهمی را به دست می آوریم، سپس جدولی رسم می کنیم و طول و عرض رأس را در ستون وسط جدول، زیر 
هم می نویسیم. حال1 واحد کم تر و1 واحد بیشتر از طول رأس را در دو طرف آن قرار می دهیم و عرض این دو نقطه را نیز با جای گذاری در تابع 
به دست می آوریم. )همیشهایندوعرضباهممساوین،پسکافیهیکیازاونهاروبهدستبیاریم.( سپس با توجه به این که سهمی ماکزیمم دارد یا 

مینیمم، این نقاط را به هم وصل کرده و امتداد می دهیم.

 نمودار سهمی های زیر را رسم کنید.
y )الف x x== ++ --2 2 3 y )ب  x== --4 2 y )ج  x== -- ++ ++1

2 2 52( ) y )د  x== 2

 y x x x b
a= + - Þ = - = - = - ¾ ®¾¾¾¾2 2 3 2

2
2 1 1( )

.´ÃÀjïÂ¶ nHo¤ Âµ¿w ÍMIU nj¾¾¾¾ = - + - - = - Þ
-
-

y S( ) ( )1 2 1 3 4
1
4

2 táHn RI~Th¶  

- +

- -
- - -

¾ ®¾¾¾¾¾= >

1 1
2 1 0
3 4 3 1 0

x
y a

jnHj ´µÃ¹Ã¶ Âµ¿w ÓI¹µò
.SwH ·¼a¾¾¾

¯
.´ÃÀjïÂ¶ nHo¤ Ï»k] ôw» Hn táHn

    

 y x x x b
a y S= - = - + Þ = - = -

-
= ¾ ®¾¾¾¾ = - + = Þ4 4 2

0
2 1 0 0 4 42 2 2
( )

Âµ¿w ÍMIU nj 00
4

táHn RI~Th¶  

- +

-
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾=- <

1 1
1 0 1
3 4 3 1 0

x
y a

·¼a jnHj ´µÄq¨I¶ Âµ¿w
.SwH     

 y x x x x= - + + = - + + + = -1
2 2 5 1

2 4 4 5 1
2

2 2( ) ( )
ÁHï¾±µ]»j ÍMo¶ jIdUH
��� ��

22 2 2 5
2

5
- - + Þ

-
x S táHn RI~Th¶  

Þ = - - + Þ = - = - -

-
= - ¾ ®¾¾¾¾ = -y x x x b

a y1
2 2 3 2

2

2 1
2

2 1
2

2 ( )

( )

Âµ¿w ÍMIU nj (( )- + + =2 2 5 52

0
��� ��  

- +

- - -
¾ ®¾¾¾

1 1

3 2 1

9
2 5 9

2
2

x

y x
·¼a jnHj ´µÄq¨I¶ Âµ¿w
.SwH Âÿ¹¶ KÄoò

¾¾¾¾¾

 

 y x x b
a= Þ = - = - = ¾ ®¾¾¾¾¾¾2
2

0
2 1 0( )

.´ÃÀjïÂ¶  nHo¤  Âµ¿w  ÍMIU  nj¾¾¾ = = Þy S0 0
0
0

2 táHn RI~Th¶  

x
y a

- +
¾ ®¾¾¾¾¾

- +

>

1 1
1 1

1 1

0




jnHj ´µÃ¹Ã¶ Âµ¿w
.SwH ·¼a

  

x باشد شرکت بیشترین سود را کسب خواهد کرد.  b
a= -

2 در فصل )2( گفتیم که در تابع سود که معمولاً سهمی است، اگر تعداد کالاها برابر با
پس الان دیگر نمی خواهیم در مورد مسائل سود صحبت کنیم. )به انتهای فصل )2( مراجعه کنید.(
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2 متغیر را طوری پیدا کنیم  2 متغیر است )رابطه ی فرعی( سپس از ما خواسته می شود این در بعضی از سؤالات رابطه ای داده می شود که شامل
که عبارتی شامل ضرب آن ها )رابطه ی اصلی( ماکزیمم شود. در این گونه مسائل که به بهینه سازی معروف اند، ابتدا از رابطه ی فرعی، یکی از متغیرها 
را به دلخواه انتخاب کرده برحسب متغیر دیگر به دست می آوریم، سپس در عبارت اصلی، به جای این متغیر، مقدارش را جای گذاری کرده تا به 
چونممکنهبه x b

a= -
2 متغیر( استفاده می کنیم تا یکی از متغیرها پیدا شود )ننوشتم = -b

a2 یک تابع درجه دوم )سهمی( برسیم، سپس از فرمول )
هراسمدیگهایهممطرحبشه.( با جای گذاری جواب در رابطه ی فرعی، متغیر دیگر هم پیدا می شود. x جای

5xy ماکزیمم شود. )دارای بیشترین مقدار شود.( y را طوری بیابید که عبارت x و x باشد، مقادیر y++ ==2 12  اگر
)مشابهتمرینکتاب( 

5xy عبارت اصلی است، چون می خواهیم ماکزیمم شود. از رابطه ی فرعی یکی  x رابطه ی فرعی ماست. ولی عبارت y+ =2 12  رابطه ی
بدستبیاوریم(: y روبرحسب x ضریب1دارهپسبهتره x ،متغیر x y+ =2 12 از متغیرها را برحسب دیگری پیدا می کنیم )دررابطهیفرعی

 x y x y+ = Þ = - +2 12 2 12  
= عبارت اصلی = - + = - + = - +5 5 2 12 10 60 10 602xy y y y y y y( ). ( )  

y )مثلًا  b
a= -

2 x باید بنویسیم: b
a= -

2 y مشاهده می کنیم، به جای وجودداره.( ولی چون می بینیم که به یک سهمی رسیده ایم )چونتوان2
z است.( ؛ چون متغیر z b

a= -
2 x باید بنویسیم b

a= -
2 - رسیدیم، به جای +5 82z z اگه در یک سؤال به

= عبارت اصلی - + Þ = - = -
-

= =
¯ ¯
10 60 2

60
2 10

60
20 32

a b

y y y b
a ( )

 

 x y xy= - + ¾ ®¾¾ = - + ==2 12 2 3 12 63 ( )  
چهقدره،بایدچیکارکنیم؟ 5xy شاگرد:حالااستاداگهگفتهشهبیشترینمقدار

 5 5 6 3 90xy nHk£¶ ¸ÄoTzÃM = ´ ´ = قراربدیم:  5xy ایروکهپیداکردیمدر y و x دبیر:کارینداره.کافیه

72 مترمربع، بیشترین مقدار مساحت چه قدر است؟  در مستطیل هایی با محیط
y فرض کنیم خواهیم داشت: x و  اگر طول و عرض مستطیل ها را

 IÀ®ÃõTv¶ ôÃd¶ (ÂøoÎ Áï¾õMHn)= Þ + ´ = Þ + = Þ = - +72 2 72 36 36
36

( )x y x y y x  

 IÀï®ÃõTv¶ SeIv¶ ®Ãõ= = - + = - + Þ = - = -
-

=x y x x x x x b
a. ( ) ( )36 36 2

36
2 1 182 TTv¶ Ï¼ö  

 y x= - + = - + =36 18 36 18 ®ÃõTv¶ Æoø  
 xy nHk£¶ ¸ÄoTzÃM (IÀï®ÃõTv¶ SeIv¶ ´µÄq¨I¶)= ´ =18 18 324  

y باشد، به سؤالات زیر پاسخ دهید: x== ++10 40 y و تابع هزینه به صورت x x== -- ++1
2 202  در یک شرکت اگر تابع درآمد به صورت

)مشابهتمرینکتاب( الف( تابع سود را تشکیل دهید. 
ب( به ازای تولید چه تعداد کالا، سود شرکت ماکزیمم خواهد شد؟ )به حداکثر مقدار خود می رسد.(

ج( مقدار سود ماکزیمم را محاسبه کنید.
 مشابه این سؤال را در انتهای فصل )2( هم حل کرده ایم. ولی چون مسائل سود مهم هستند، در این فصل هم، دوباره چند سؤال از آن ها 

در تمرینات داده ایم تا کاملًا مسلط شوید.
 j¼w ÍMIU k¶Anj ÍMIU  ¾¹ÄqÀ ÍMIU= = - + - + = -- ( ) ( )1

2 20 10 40 1
2

2x x x x22 10 40+ -x  

 x b
a= - = -

-
=2

10
2 1

2

10
( )

تعداد کالاهایی که سود را ماکزیمم می کنند.    

 j¼w ´µÄq¨I¶ j¼w= - + - ¾ ®¾¾ = - ´ ´ + ´ -=1
2 10 40 1

2
10 10 10 10 42 10
5

x x x ( ) ( ) 00 10=  
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دست - 67 به  را   y و  x حاصل ضرب )ماکزیمم(  مقدار  بیشترین   ، 2 40x y++ == باشیم داشته  اگر 
)مشابهتمرینکتاب( آورید.

3 برابر آن عدد با - 68 3 تغییر کند، بیشترین مقدار اختلاف 0 و x بین دو عدد اگر عدد حقیقی
)مخصوصعلاقهمندان( مربعش را به دست  آورید.

)مخصوصعلاقهمندان(- 69 بیشترین مقدار تفاضل مربع عددی از خود آن عدد کدام است؟
 1
16 )4   18 )3   14 )2   12 )1

)ماکزیمم مساحت - 70 بیشترین مقدار مساحت مثلث چه قدر است؟  برقرار است.   a h++ ==2 20 رابطه ی ) مثلثی  )h ارتفاع و   ( )a بین قاعده
چه قدر  است؟(

)مشابهتمرینکتاب(- 71 نمودار سهمی های زیر را رسم کنید.
y x== ++ --1

2 2 12( ) ج(  y x== -- -- ++2 1 32( ) ب(   y x x== --2 4 الف(
 y x== ++2 3 هـ(   y x== --5 3 2 د(

48 متر در حاشیه ی یک رودخانه از سه طرف محصور نمود، چند متر - 72 بیشترین مساحت مستطیلی که می توان به کمک یک طناب به طول
مربع است؟ )به ضلع چهارم مستطیل دسترسی نداریم.(

m را به دست آورید. سپس مقدار مینیمم تابع را به دست آورید.- 73 y باشد، مقدار x m== -- --( )2 4 1 رأس سهمی S به طول اگر نقطه ی
)مخصوصعلاقهمندان( 

)مخصوصعلاقهمندان(- 74 b را به دست آورید. a و y است. مقادیر x ax b== ++ ++3 2 )S رأس سهمی , )-- --1 4 نقطه ی
معادله ی سهمی شکل مقابل کدام است؟ - 75

 y x x= - -2 3 )1

 y x x= + -2 12 )2

 y x x= - + +1
2

3
2

2 )3

 y x x= - -1
2

3
2

2 )4

معادله ی سهمی شکل مقابل کدام است؟- 76

 y x x= - +2 4 5 )2    y x x= - +2 3 5 )1

 y x x= - - +2 4 5 )4    y x x= - + +2 4 5 )3
k را به دست آورید.- 77 y باشد، مقدار k x kx== ++ -- --( )1 4 22 x محور تقارن سهمی == 3

2 اگر خط
)مخصوصعلاقهمندان(- 78 m را به دست آورید. 5-- است. y برابر x x m== -- ++2 82 عرض رأس )کم ترین مقدار( سهمی
)مخصوصعلاقهمندان(- 79 m را به دست آورید. ) دارای ماکزیمم باشد، مقدار )--1 y در نقطه ای به طول m x m x== -- ++ -- ++( ) ( )1 6 12 2 اگر تابع
) باشد، ماکزیمم این تابع )بیشترین مقدار تابع( چه قدر است؟- 80 )--1 y برابر x kx== -- -- ++2 3 اگر طول رأس نمودار
محور عرض ها محور تقارن کدام سهمی زیر است؟- 81

y x x= -1
2 32 )4  y x= - +5 32 )3  y x x= + -3 8 2 )2  y x x= - +2 6 2 )1

y از کدام نواحی محورهای مختصات عبور می کند؟- 82 x== -- -- ++3 2 22( ) نمودار تابع
4( اول، سوم، چهارم 3( دوم، سوم، چهارم  2( اول، دوم، سوم  1( هر چهار ناحیه 

x واحد لامپ تولید کند و - 83 300 تومان به فروش می رود. اگر کارخانه هر روز در یک کارخانه نوعی لامپ تولید می  شود و هر لامپ به قیمت
)مشابهتمرینکتاب( C باشد: x x x( ) == ++ ++2 200 بفروشد و معادله ی هزینه ی آن30

الف( معادله ی سود روزانه ی این کارخانه را بنویسید.
ب( این کارخانه چند لامپ در روز تولید کند تا بیشترین سود را به دست آورد؟

ج( بیشترین مقدار سود روزانه چه قدر است؟
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x به دست - 84 S نمایش دهیم، ابتدا تابع مساحت را برحسب x و مساحت را با 40 متر است. اگر اندازه ی یکی از اضلاع را با محیط مستطیلی
x مساحت مستطیل ماکزیمم می شود؟ آورده و نمودار آن را رسم کنید. سپس به کمک نمودار مشخص کنید به ازای چه مقداری از

)مشابهتمرینکتاب( 
85 - R x x x C x x( ) , ( )== -- == ++21 202 تابع درآمد و هزینه ی هفتگی شرکتی به صورت مقابل است: 

الف( معادله ی )تابع( سود را تشکیل دهید.
ب( چند واحد کالا تولید شود تا بیشترین سود عاید شرکت شود؟

ج( ماکزیمم سود شرکت چه قدر است؟

h متغیر وابسته است.- 1 x( ) x متغیر مستقل و الف(
f متغیر وابسته است. t( ) t متغیر مستقل و ب(

ج( پیشرفت تحصیلی وابسته به بهره ی هوشی است، پس پیشرفت تحصیلی متغیر وابسته و بهره ی 
هوشی متغیر مستقل است.

د( مساحت مثلث به ارتفاع و قاعده ی آن وابسته است، پس مساحت مثلث، متغیر وابسته و قاعده و ارتفاع، متغیرهای مستقل هستند.

باید عضوهای اول زوج مرتب ها با هم و عضوهای دوم آن ها نیز با هم برابر باشند.- 2
´ - - =

- =
ì
í
î

Þ
- + = -

- =

ì
í
ï

îï

= Þ = Þ - = Þ

( )2 2 4
2 8

2 4 8
2 8

3 0 0 2 4

a b
a b

a b

a b

b b a b a -- = Þ =2 0 4 4( ) a

 

x در ضابطه ی داده شده قرار می دهیم:- 3 ، حال این اعداد را به جای xÎ{ , , , }1 2 3 4 x لذا: Î x و £ 4 چون

y x

y

y

y

x

x

x
= + Þ

¾ ®¾¾ = + = Þ

¾ ®¾¾ = + = Þ

¾ ®¾¾ = +

=

=

=
3

1 3 4 1 4

2 3 5 2 5

3 3

1

2

3

( , )
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== Þ

¾ ®¾¾ = + = Þ

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï

Þ =

=

6 3 6

4 3 7 4 7

1 4 2 5 3 6

4
( , )

( , )

{( , ),( , ),( ,

x y

R )),( , )}4 7
 

| صدق کنند. لذا - 4 | | |x y+ ) انتخاب کنیم که در رابطه ی1= ) y مربوط به هر زوج مرتب را طوری از مجموعه ی اعداد صحیح x و باید
خواهیم داشت:

 | | | | ( , )0 1 1 0 1
¯ ¯

+ = Þ
x y

  | | | | ( , )0 1 1 0 1
¯ ¯

+ - = Þ -
x y

 

 | | | | ( , )1 0 1 1 0
¯ ¯

+ = Þ
x y

  | | | | ( , )- + = Þ -
¯ ¯
1 0 1 1 0
x y

 

 Þ = - -R {( , ),( , ),( , ),( , )}0 1 1 0 1 0 0 1  
18 را تعیین کنیم:- 5 17 و 16، 16 باید مقسوم علیه های مثبت اعداد  18£ £x با توجه به شرط

 16 ÁIÀï¾Ã±øï³¼v£¶ IÀïKUo¶ ïZ»p= Þ =1 2 4 8 16 16 1 16 2 1, , , , ( , ),( , ),( 66 4 16 8 16 16, ),( , ),( , )  
 17 ÁIÀï¾Ã±øï³¼v£¶ IÀïKUo¶ ïZ»p= Þ =1 17 17 1 17 17, ( , ),( , )  
 18 ÁIÀï¾Ã±øï³¼v£¶ IÀïKUo¶ ïZ»p= Þ =1 2 3 6 9 18 18 1 18 2, , , , , ( , ),( , ),(( , ),( , ),( , ),( , )18 3 18 6 18 9 18 18  
 Þ =R {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),(16 1 16 2 16 4 16 8 16 16 17 1 17 17 18,, ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}1 18 2 18 3 18 6 18 9 18 18  


