


  

     



  

    



  

     

  
  
  
  
  
  
  
  

    
 جان و خرد نام خداوند به  

 كزين برتر انديشه برنگذرد 
  
  
  

كنيم. اين كتاب مطالـب   آموزان مي را تقديم دانش» رشادت« از مجموعه» يكتا دوازدهمهندسه «بسيار خرسنديم كه كتاب 
شـود و بـا    فصـل آشـنا مـي   آموز، ابتدا بـا مباحـث هـر     دهد. دانش ميصورت مفهومي آموزش  بهرا  دوازدهمهندسه پاية 

اي را پاسخ  تشريحي و چهارگزينه هاي پرسشكند. سپس براي هر فصل، تعدادي  پيدا ميها اشراف  هاي فراوان بر حل آن مثال
باشند كـه بـراي بـه     اند، كمي دشوار مي مشخص شده *ها كه با علامت  برخي از پرسش .دهد تا بر موضوع تسلط يابد مي

  مند طراحي شده است. ن علاقهآموزا چالش كشيدن دانش
  جهت خودآزمايي آورده شده است. درساي براي هر  آزمون چهارگزينه يكدر ادامه سؤالات كنكورهاي سراسري و 

  .هاي تشريحي، براي هر فصل يك آزمون تشريحي طراحي شده است آموز با آزمون جهت آشنايي دانشهمچنين 
كه مايل به تحصيل در بهتـرين    را در درس هندسه دوازدهمآموزان كلاس  شرود كتاب حاضر، همة نيازهاي دان انتظار مي
  گو باشد. هستند، پاسخ هاي كشور ها و بهترين رشته دانشگاه

انـد تشـكر كنـيم.     دانيم از مؤلف محترم آقاي علي صادقي كه كتاب را زير نظر دبير مجموعه تأليف كرده در اينجا لازم مي
و بهـاره خـدامي   سـمانه مسـروري   آرا)،  صـفحه ( محبوبـه شـريفي   )،چـين  (حـروف  جـو  صـلح ساينا  ها چنين از خانم هم

  سپاسگزاريم. خوان) (نمونهپور  و همچنين طوبي عيني )طرح جلد( زهرا گودرز و سپيده رشيدي، ها) (گرافيست
، پيشنهادها و انتقادهـا خـود   ها ما را با اعلام نظرات هاي عزيز آن آموزان و خانواده اميدواريم دبيران محترم هندسه و دانش

  دربارة اين كتاب ياري فرمايند.
  انتشارات مبتكران  
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كـه نخسـتين بـار در كارهـاي ويليـام       ؛ي (هندسه تحليلي) اسـت پردازيم، يكي از پركاربردترين مفاهيم رياض كه در ادامه به آن مي 1مفهوم ماتريس
كـارل  قرن نوزدهم مطرح شد و مبناي نظـري ايـن علـم را     ة اولدان انگليسي در نيم رياضي» كيلي«دان ايرلندي و  ) رياضي1865-1805(هاميلتون 

آن  هـا  هـاي اصـلي مـاتريس    ريزي كردند. يكي از نقش قرن بيستم پايه ة اولزدهم و نيموقرن ن ة دومدر نيم) و ديگران 1897-1815وايراشتراوس (
ش توان گفـت نق ـ  اعداد بر عهده داشتند. از اين نظر مي ،محاسبات علمي رياضيات هستند، درست همان نقشي كه سابق بر اين است كه ابزار اصلي

  نقش ديروز اعداد است.  همان ها  امروز ماتريس
تـرين كـاربرد    در نظـر گرفـت. از مهـم   را تعميمي از اعداد و بردارها  آنهاتوان  دارند. بنابراين مي ي اعداد و بردارها را در بريها به معنا البته ماتريس

هاي مختلف فيزيك مانند فيزيك كوانتـوم اشـاره كـرد،     و شاخه شناسي توان به حل دستگاه معادلات خطي، رمزنگاري، شيمي، زيست ها مي ماتريس
تنها ابزار رياضـي مـن در مكانيـك كوانتـوم كـه بـه آن       «كه هايزنبرگ (اولين كسي كه در فيزيك مفهوم ماتريس را به كار برد)، اعلام كرد   طوري هب

  »احتياج دارم، ماتريس است.
  

سـتون، يـك مـاتريس ناميـده      دي سطر واز اعداد حقيقي، شامل تعدا مستطيلير جدول ه
    ناميم. هر عدد حقيقي واقع در هر ماتريس را درايه (عنصر) آن ماتريس مي شود. مي

    
    

   

ــاتريس  :1 ــولاً م ــا  معم ــروف  را ه ــا ح ــد ب ــزرگ مانن Cب , B , A  ــي ــايش م ــد   و ... نم ــر ماتريســي مانن ــيم. اگ ــد،   nســطر و mداراي Aده ــتون باش س
mنويسيم مي nA  خوانيم (  و ميA ماتريسي از مرتبهm درn (.گيريم كـه انـديس سـمت     نديس در نظر ميبراي هر درايه ماتريس دو ا است

ام jســتونام iيعنــي درايــه واقــع در ســطر ijaكنــد، بنــابراين چــپ جــاي ســطر و انــديس ســمت راســت جــاي ســتون آن درايــه را مشــخص مــي
a(بالا) داريم: Aعنوان مثال در ماتريس. به Aماتريس , a , a   33 21 1411 1.  

  

mدر ماتريس: 2 nA درايه ،ija را درايه عمومي ماتريسA نـاميم كـه در آن   ميi m 1 
jو n 1  هاي مـاتريس  همه درايه د.نكن ميتغييرA  ن توسـط درايـه عمـومي    وات ـ را مـي

ijAنويسيم: نمايش داد و به اختصار مي [a ]
2.     

  
  
  

  

ijAهاي ماتريس :1  [a ]  3 ijبا تعريف 3
j i :i j

a
j i : i j

  
 

Bو  [i j]  2 2   را مشخص كنيد.   3
  

  

i j

j

A

i

     
   

       
   
        





1 1 2 1 3 1 2 1 2
1 2 2 2 3 2 3 4 1
1 3 2 3 3 3 4 5 6

   

  

  B
      

    
      

2 2 2
2 2 2

1 1 1 2 1 3 0 1 2
3 2 12 1 2 2 2 3

  

  
 

                                                                 
1. Matrix 

1. هر ماتريس2 مانند 1 a11 را با عدد حقيقيa11 گيريم.  يكي مي 

ij n

j n

i i ij in

m m mj mn

a a a a

a a a a

A
a a a a

a a a a

 
 
 
 
   
 
 
 
  

11 12 1
21 22 2 2

1 2

1 2

 

 

   

 

   

 

/

A 

  
 
 
 
 
 
 

2 0 2 1
1 4 02

7 0 2 11 9

 ها ماتريس و اعمال روي ماتريس
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ijA ماتريس :1 [a ]  3 ijمفروض است. اگر 3

i
sin :i j

j
a

j
cos :i j

i





  
 


  ؟هاي اين ماتريس كدام است باشد، در اين صورت مجموع درايه 

  -1 )4  1 )3  -3 )2  صفر )1  
  كنيم. داريم: را محاسبه مي Aهاي ماتريس درايه 

  a sin , a cos , a cos        11 12 130 2 1 3   :سطر اول  1
  a sin , a sin , a cos

      21 22 23
32 0 0   : سطر دوم 02

  a sin , a sin , a sin
       31 32 33

33 0 1   : سطر سوم 02
  صحيح است.  4، پس گزينة 1برابر است با ها بنابراين مجموع درايه

  

صورت: (سيگما) به را با استفاده از نماد naو، ... a1،a2،a3مجموع اعداد حقيقي ،معمولاً براي سادگي: 3
n

i
i

a



1
جملـه   iaنويسيم كـه در آن  مي 

شود. يعني عمومي ناميده مي
n

i n
i

a a a a a


     1 2 31
هاي نماد . برخي از ويژگيباشد: صورت زير مي به  

    
n n n

i i
i i i

k a k a ( k nk))
  

   
1 1 1

1   

    
n n n n

i i i i i i
i i i i

(a b x ) a b x)
   

         
1 1 1 1

2     

    
n m m n

ij ij
i j j i

a) a
   

   
1 1 1 1

3   
  

  

10يك ماتريس Aاگر :2 ijaبا جمله عمومي 10
ij j(i )

 
  
1 1

1 1 ijمقدار باشد، 1
j i

a
 
 
2 10

1 1
  كدام است؟ 

  1(276
35    2(195

276    3(275
36    4(36

275    

  با توجه به نماد سيگما داريم: 

  ij j j j
j i j

a a a a (a a a ) (a a a )
  

             
2 10 2

1 2 10 11 21 101 12 22 1021 1 1
     

  ( 1 1
2 3  1

3  1
4   1

11 ) (  1 1 1
12 3 5  1

5  1
7   1

21 ) ( ) ( )     1 1 1 1 1 195
23 2 12 3 23 276   

  
  

  ها انواع ماتريس
 
 
  
 

A  ناميم.   مي ماتريس سطريماتريسي را كه فقط داراي يك سطر باشد،  -1 , B [ ] 
      1 11 42 1 0 4 3 3  

   

  ناميم.   مي ماتريس ستونيماتريسي را كه فقط داراي يك ستون باشد،  -2
/

A , B [ ] 



 
      
  

1 1
3 1

2
4 4

0 7
  

  
O  دهيم. نمايش مي Oناميم و آن را با نماد مي ماتريس صفر، دنهاي آن صفر باش ماتريسي كه تمام درايه -3 

    
2 3

0 0 0
0 0 0   

  
  

  ناميم. مي ماتريس مربعيد، نهاي آن با هم برابر باش ماتريسي كه تعداد سطرها و ستون -4
/

C




 
   
  

3 3
3 1 0
2 2 1

3 0 3
  

  

nيك ماتريس مربعي Aاگر ماتريس: 4 n گوييم ماتريس باشد، ميAماتريس مربعي مرتبه ،n نويسيم است و ميnA.  
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 فرعـي  قطـر گـوييم و قطـر ديگـر مـاتريس را      مـي  Aمـاتريس  قطـر اصـلي  را  nnaو ، ...a11،a22هاي باشد، درايه nماتريس مربعي مرتبه Aاگر: 5
  ناميم.  مي Aماتريس

    

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

ÂøoÎ oõ¤ Â±ÅH oõ¤

 
 
 

  
 
 
 

11 12 1
21 22 2

1 2





   



  

  يعني: شود، نمايش داده مي tr(A)شود و با نماد گفته مي Aاثر ماتريسهاي قطر اصلي،  ، به مجموع درايهAدر ماتريس مربعي: 6

  
n

ii
i

tr(A) a


 
1

   

  مربعي هاي اتريسانواع م
 
تواننـد صـفر باشـند يـا      هاي واقع بر قطر اصـلي مـي   د (درايهنواقع بر (خارج از) قطر اصلي آن صفر باش هاي غير ماتريس مربعي كه تمام درايه -1

  ناميم.   مي ماتريس قطرينباشند)، 

  A , B , C O

   
                  

2 0 0 0 0 04 00 3 0 0 0 00 00 0 4 0 0 0
   

  

  گوييم.   مي ماتريس اسكالر يا تجانسبا هم برابر باشند، قطر اصلي آن روي هاي  ماتريس قطري كه درايهبه  -2

  A , B , C [ ]
 

           

3 0 0 2 00 3 0 4 40 20 0 3
   

  

دهيم. اگر اين مـاتريس   نمايش مي Iگوييم و آن را با مي ماتريس واحد (هماني)د، نباش 1هاي قطر اصلي آن عدد  ماتريس اسكالري كه درايهبه  -3
  دهيم.  نمايش مي nIباشد، معمولاً آن را با nاز مرتبه

  I
 
   
  

3
1 0 0
0 1 0
0 0 1

   
  

ijiد، يعنينهاي بالاي قطر اصلي آن صفر باش ماتريس مربعي كه درايهبه  -4 j ; a  د يـا  تواننـد صـفر باشـن    هاي واقع بر قطر اصلي مـي  (درايه 0
  گوييم.  مي ماتريس پايين مثلثينباشند)، 

  A B C
                    

1 0 0 0 0 0 0 04 2 0 3 0 0 4 25 6 3 2 1 0
   

  

ijiهاي پايين قطر اصلي آن صفر باشند، يعني ماتريس مربعي كه درايهبه  -5 j ; a  تواننـد صـفر باشـند يـا      هاي واقع بر قطر اصلي مـي  (درايه 0
  گوييم. مي ماتريس بالا مثلثينباشند)، 

  A B C
                  

0 2 43 2 0 7 30 0 8 0 0 9 0 00 0 9 0 0 0
   

(مـاتريس صـفر    Oو )nهمـاني مرتبـه    (مـاتريس  nIهـاي  توان نتيجه گرفت كه ماتريس با توجه به تعريف ماتريس پايين مثلثي و بالا مثلثي، مي: 7
  )، هم پايين مثلثي و هم بالا مثلثي هستند. nمرتبه

  توان نتايج زير را به دست آورد: هاي مربعي مي با توجه به انواع ماتريس: 1
  

  هر ماتريس اسكالر، ماتريسي قطري است ولي هر ماتريس قطري، لزوماً ماتريسي اسكالر نيست. الف)
  

    ايين مثلثي و هم بالا مثلثي باشد:هم پ nAاگر ب)
  

n

n

A

A

k¹{IM oÿÅ Â«μÀ Â±ÅH oõ¤

k¹{ILº oÿÅ Â«μÀ Â±ÅH oõ¤

.SwH oÿÅ uÄoUI¶
.SwH Áoõ¤ uÄoUI¶
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ijAاگر ماتريس :3 [a ]  3 ijبه صورت 3

i j

a i j

i i j

 
  
 

0
1

2
  كدام است؟ Aتعريف شده باشد، نوع ماتريس 

  

  پايين مثلثي )4   بالا مثلثي )3    سطري )2    قطري )1  
  داريم: Aعمومي ماتريس ةوجه به جملبا ت 

  A

 
   
  

1 2 2
0 1 4
0 0 1

   

  يك ماتريس بالامثلثي است.   Aبنابراين ماتريس
  
  

ijAشود كه ماتريس يافت مي kمقدار براي دنچ :4 [a ]  3 ijكه 3

i j i j

a
k k

i j
i j


 

 
   

2 4   يك ماتريس قطري باشد؟ 3

  

  1( 1    2( 2    3( 3    4( 4  
  هاي غير واقع بر قطر اصلي همگي صفرند، بنابراين داريم: درايه يدر ماتريس قطر 

  kk k
k k

ki j

         


2 2 14 3 0 4 3 0 3   
  شود.   ميدو مقدار يافت  kپس براي

  

  

  تساوي بين دو ماتريس
 

ijدو ماتريس هم مرتبه m nA [a ]  وij m nB [b ]  نظير به نظير با هم برابر باشند، به عبارت ديگر: آنهاهاي  گوييم هرگاه درايه را مساوي مي   
  ij ij ij iji , j ; a b [a ] [b ]      

  
  

xاگر دو ماتريس :2  y
A

z

 
   

9
2 xو 1 y

B
    

3
2 xمساوي باشند، حاصل 5 y z  به دست آوريد.   را  

  

  با توجه به تساوي دو ماتريس داريم: 

  
x y

A B x y x , y , z x y z

z

 
           
  

3
9 6 3 6 15

1 5
   

   
  
 
  

xاز تساوي :5 yx

y a a

   
       3

1 12 4 1
4 6   وجود دارد؟ a، چند مقدار مثبت براي4

  

    هيچ مقدار )4    3 )3    1 )2    2 )1  
  داريم: تساوي دو ماتريستوجه به با  

  x x   1 2 1   
  xx y y y        14 1 1 5 1 4   

  yy a a a a (a ) (a )            3 3 346 2 0 1 1 0   
  a

(a ) (a a ) (a ) (a ) (a a ) a
a a

 
              

  
2 2

2
1 01 1 1 0 1 2 0 12 0   
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  ها جمع و تفاضل ماتريس
 

هاي دو ماتريس را نظير به نظير با هم جمـع يـا از هـم كـم كنـيم كـه حاصـل         كافي است درايه Bو Aبراي جمع و تفاضل دو ماتريس هم مرتبه
  است. به عبارت ديگر: Bو Aه از همان مرتبهك Cماتريسي است مانند، Bو Aمجموع يا تفاضل

  

  ij m n ij m n ij ij ij ijA [a ] , B [b ] A B [a ] [b ] [a b ] C            
  

  مرتبه باشند.  ها هم كه ماتريسشود)  مي پذير است (تعريف ها زماني امكان توجه شود جمع و تفاضل ماتريس: 8

  
          
       
                

0 1 4 72 1 3 2 2 0 7 52 0 1 1 3 4 2 7
1 2 3 92 5 1 4 1 2 7 2 52 1 5 2 1 3 4 9

   
  

  ضرب يك عدد حقيقي در يك ماتريس
 

  كنيم، به عبارت ديگر: هاي ماتريس ضرب مي ، آن عدد را در تمام درايهAبراي ضرب يك عدد حقيقي در ماتريسي مانند
  ij m n ij m n ij m nA [a ] , r rA r[a ] [r a ]        

  

  
            

1 1 311 2 1 31 2 2 2
0 6 4 7 72 0 3 2 2

   

  
  

Aاگر :6 [i j]  2 2 Bو 2 [i i j]   2 2 Aهاي ماتريس مجموع درايهباشند،  2 B2 كدام است؟  
  1( 40    2( 51    3( 60    4( 70    

   
  ijA B [i j] [i i j] [i i j] C [c ]          2 2 22 2 2 2 2 2 2 22 2 3   

  c , c , c , c           11 12 21 221 3 4 1 6 7 2 12 14 2 24 26   
  A B IÀ¾ÄHnj Ì¼μ\¶          

4 72 4 7 14 26 5114 26   
  

  

ijAاگر :3  [a ]  3 ijBو 2 [b ]  3 Aبه صورت زير تعريف شده باشند؛ ماتريس 2 B2   هايش مشخص كنيد. را با درايه 3

    ij ij

i i j i i j

a i j i j , b i j i j

j i i j i j i j

    
        
 

      

2 21 1

2
   

  

Aهايشان مشخص كرد و سپس ماتريس را با درايه Bو Aهاي توان ابتدا هر يك از ماتريس مي  B2 را بـه دسـت آورد، ولـي مـا      3
Aابتدا جملة عمومي ماتريس B2   آوريم. بنابراين: ماتريس را به دست مي اينهاي  كنيم و در ادامه درايه به صورت زير مشخص ميرا 3

  ij ij ij ij ijA B [a ] [b ] [ a b ] C [c ]      2 3 2 3 2 3  

   ij ij

i i i j i i j c c

c i j i j i j c i j i j A B c c

c cj i i j i j i j i j

                                                         

2 2 2
11 12
21 22
31 32

2 2 3 3 5 6 1
2 2 3 3 5 2 3 7 9

8 132 2 3 3 6 5 5 6
  

   
  

  قرينه يك ماتريس
 

 

ijاگر m nA [a ]  ماتريسي دلخواه باشد، قرينه ماتريسA را باA نمايش داده و از ضرب عدد1 ماتريس درA آيد. واضح است  به دست مي
A :كه ( A) O     
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  ها و ضرب عدد در ماتريس خواص مهم جمع ماتريس
 

ijكننـد. بنـابراين اگـر    اعداد حقيقي از همان قـوانين معمـولي حسـاب تبعيـت مـي     در  آنهاها و ضرب  جمع ماتريس m nA [a ]  ،ij m nB [b ]  
ijو m nC [c ]  مرتبه و سه ماتريس همr وs  صورت داريم:دو عدد حقيقي باشند، در اين  

A    جايي جمع) (خاصيت جابه   B B A   الف)  
A  پذيري جمع) (خاصيت شركت   (B C) (A B) C     ب)  
A  (خاصيت عضو خنثي براي ماتريس صفر)   O O A A    پ)  
A  (خاصيت عضو قرينه)   ( A) ( A) A O      ت)  
A  تفاضل) (خاصيت حذف جمع و   C B C A B     ث)  
    r (A B) rA rB   ج)  

  (r s) A rA sA   چ)  
    r (sA) (rs) A ح)  

  rA rB , r A B   0 خ)  
    A B rA rB   د)  

  rA O r A OIÄ   0 ذ)  
  كنيم: شوند، براي نمونه روابط (ب)، (ث) و (ج) را ثابت مي ي اثبات ميهمه روابط بالا به سادگ

  بات (ب):ثا
  ij ij ij ij ij ij ij ij ijA (B C) [a ] ([b ] [c ]) [a ] [b c ] [a (b c )]             

  ij ij ij ij ij ij ij ij ij[(a b ) c ] [a b ] [c ] ([a ] [b ]) [c ] (A B) C             
  

ij  اثبات (ث): ij ij ij ij ij ij ij ij ijA C B C a c b c a c b c a b A B                                              
  

ij  اثبات (ج): ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ijr (A B) r([a ] [b ]) r [a b ] [r(a b )] [ra rb ] [r a ] [r b ] r [a ] r [b ] rA rB                 
  

  

  ؟نيستگاه كدام رابطه زير صحيح  دو عدد حقيقي باشند، آن sو rمرتبه و سه ماتريس هم Cو A،Bاگر :7
  1((A B) C A (B C)     2(r(A sB) rA rsB   

  3(A B B A       4((r s)A rA sA      
  باشد، زيرا: صحيح نمي 3باشند، ولي گزينة  صحيح مي 4و  2، 1هاي  ها و ضرب عدد در ماتريس، گزينه ماتريسجمع خواص با توجه به  

  A B (B A)       
  
 

  اتريس ستونيضرب ماتريس سطري در م
 

 برابر باشـد، در ايـن صـورت    Bبا تعداد سطرهاي ماتريس Aهاي ماتريس طوري كه تعداد ستون ماتريسي ستوني باشد، به Bماتريسي سطري و Aاگر
A(با همين ترتيب)، يعني Bدر Aحاصلضرب B يا)ABشود و براي ضرب كافي است هر درايه ماتريس ) تعريف ميA   را در درايـه نظيـرش در 

1هم جمع كنيم كه در اين صورت ماتريسيا ها را ب ضرب كرده و حاصل اين ضرب Bماتريس   :شود. به عبارت ديگر يا عدد حقيقي حاصل مي 1

   n n n n nn

n n

b

b
a a a [a b a b a b ] a b a b a b

b





 
 
 
         
 
 
  

11

21
11 12 1 11 11 12 21 1 1 11 11 12 21 1 11

1 1

  


  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 
 
 

                         
  
  

2
3

1 2 0 3 5 1 2 2 3 0 7 3 1 5 2 2 6 0 3 10 157
1
2
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  ها (ضرب ماتريس در ماتريس) ضرب ماتريس
 
 

mماتريسي Aاگر p وB ماتريسيp n هاي ماتريس باشد (تعداد ستونA با تعداد سطرهاي ماتريسB د)، در اين صـورت برابر باشA B 
Aو اگر فرض كنيم بودهقابل تعريف  B C ماتريس ،C ماتريسيm n است كه درايه سطرiام، ستونjام آن يعنيijc  از ضرب سـطرiامA 

  آيد، يعني: به دست مي Bامjدر ستون
  ijc A i B j³H oõw ³H ·¼Tw    

  
j

pj
ij i i ip i j i j ip pj ik kj

k

pj

b

b
c a a a a b a b a b a b

b



 
 
          
 
 
 



1
2

1 2 1 1 2 2
1

 


  

ijAكه بتوان دو ماتريس آن شرط پذيري ضرب دو ماتريس): شرط انجام(  9 [a ] وijB [b ] ي هـا  را در هم ضرب كرد آن است كه تعداد ستون
  د، يعني:تريس دوم برابر باشماتريس اول با تعداد سطرهاي ما

  m p p n m nA B C      
   

  

Aهر حالتبراي  :4  B وB A   .را در صورت امكان محاسبه كنيد  

    A , B

   
         
     

1 1 4 1 2 3 1
0 0 0 1 0 1 2
1 2 3 3 1 1 0

  (الف 

    A , B

 
             

1 21 1 0 1 22 1 1 1 2
  (ب 

    A , B
          

2 3 1 0
0 1 1   (پ 2

   
A،3ماتريس الف) B،3و ماتريس 3 Aباشد، بنابراين مي4 B C  شود كه ماتريسي تعريف مي3 Bاست، ولي 4 A شود، پس تعريف نمي:  

  c A B ( ) ( )−»H oõw ³»j ·¼Tw
 
                    
  

12
2

1 1 4 0 1 2 1 0 4 1 2 0 4 6
1

   

  c A B³¼w oõw ³»j ·¼Tw
 
            
  

32
2

1 2 3 0 2 0 3 5
1

   
  

  A B

                 
                    
                      

1 1 4 1 2 3 1 1 1 12 2 0 4 3 1 4 1 2 0 14 6 2 1
0 0 0 1 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 3 3 1 1 0 1 2 9 2 0 3 3 2 3 1 4 0 8 5 2 5

  
  

A،2ماتريس ب) B،3ماتريس و 3 Aباشد، بنابراين مي2 B وB A شوند كه اولـي  و تعريف ميهر د2 3و دومـي  2 اسـت،   3

A  پس: B O

                    

1 21 1 0 0 01 22 1 1 0 01 2
  

   B A

                             

1 2 3 1 21 1 01 2 3 1 22 1 11 2 3 1 2
  

2هر دو Bو Aهاي ماتريس پ) Aباشند، بنابراين يم 2 B وB A شوند و هر دو هر دو تعريف مي2    هستند، پس: 2

  A B
                 

1 0 1 62 3
1 2 1 20 1   

  

  B A
                  

 2 3 2 31 0
0 1 2 51 2  
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Aگاهي اوقات   B ولـي شود  تعريف ميB A   قسـمت الـف)، و در مـواردي    4له شـود (مسـئ   تعريـف نمـيA B وB A    هـر دو تعريـف
Aمرتبـه باشـند   مـاتريس مربعـي و هـم    هـر دو  Bو Aقسـمت ب). اگـر   4له مرتبه نيستند (مسئ شوند ولي هم مي B وB A    هـر دو تعريـف
Aباشند ولي در اين حالت نيز ممكـن اسـت   مرتبه نيز مي شوند و هم مي B B A     قسـمت پ). بنـابراين در حالـت كلـي      4له باشـد (مسـئ

  باشد.  ها برقرار نمي ماتريسجايي براي ضرب  خاصيت جابه
  

Aاگر :8

 
   
  

1 4 1
2 1 4
3 2 1

،B
 
   
  

2 1 3
1 5 1

5 2 5
ijCو  A B [c ]   گاه د، آننباشc23 كدام است؟  

  

    5 )4    27 )3    9 )2   صفر )1  
 A وB  باشند، بنابراين مي 3هر دو از مرتبهA B  باشـد. بـراي محاسـبه    مي 3تعريف شده و از مرتبهc23     كـافي اسـت سـطر دوم
  ضرب كنيم. داريم: Bرا در ستون سوم ماتريس Aماتريس

  c

 
          
  

23
3

2 1 4 1 6 1 20 27
5

    
   

  
  
  

ijAاگر :9 [a ]  3 2،ijB [b ]  4 ijCو 3 [c ]  5   (تعريف شده) است؟پذير باشند،كدام ضرب زير انجام دلخواه سه ماتريس 4
  1(A (B C)     2((C B) A     3(C A    4(B C    

  كنيم: ها را بررسي مي گزينه 
  

B)1گزينة  C 4 3 5   پذير نيست. انجام 1شود، بنابراين گزينة  تعريف نمي 4
)2گزينة 

D

(C B ) A D A E         5 4 4 3 3 2 5 3 3 2 5 2  پذير است. انجام 2بنابراين گزينة  

C)3گزينة  A 5 4 3   پذير نيست. انجام 3شود، بنابراين گزينة  تعريف نمي 2
B)4گزينة  C 4 3 5    پذير نيست. انجام 4شود، بنابراين گزينة  تعريف نمي 4

  
  

  ها خواص عمل ضرب ماتريس
 

Aجايي ندارد. يعني تساوي ها، خاصيت جابه تريسما ضربدر حالت كلي  )1 B B A    باشد نميدر حالت كلي درست .  
Aپذيري: ) شركت2 (B C) (A B) C        
Aپذيري (پخشي): ) توزيع3 (B C) (A B) (A C)         
mضرب است:عمل  عضو خنثي Iماتريس )4 n n m m n m nA I I A A        
A به عنوان مثال در عبارت ل فاكتور از يك طرف ضرب شده باشد؛ها دقت كنيد كه عام براي فاكتورگيري در ماتريس ) فاكتورگيري:5 B B C   توان  نمي
جايي ندارد.  ها خاصيت جابه جمله دوم از سمت چپ ضرب شده است و ضرب ماتريسدر اول از سمت راست و  در جمله Bفاكتور گرفت، چون Bاز
Aهايي مانند عبارتر ضمن در د B A  A  :شود انجام مي رو روبهفاكتور گرفت ولي فاكتورگيري به صورت  Aتوان از مي 4 B A A (B I)    4 4   
Aباشد: قانون حذف برقرار نمي )6 B A C    B C   

Aبه عنوان مثال اگر
 
   
  

1 2 0
1 1 0
1 4 0

،B
 
   
  

1 2 3
1 1 1
2 2 2

Cو 
 
   
  

1 2 3
1 1 1
1 1 1

Aتوان بررسي كرد كه باشند، مي  B A C    است ولي واضح است

Bكه C (!بررسي كنيد) .است  
  توان طرفين تساوي را از يك سمت در ماتريس دلخواه ضرب كرد (توجه شود كه ضرب تعريف شود): اگر دو ماتريس برابر باشند، مي )7

  B C A B A C       
  B C B A C A       
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  قسمت ب مراجعه كنيد): 4له س صفر باشد (به مسئغير صفر، ماتريممكن است ضرب دو ماتريس  )8
  A B O   A O B OIÄ    

A  توان گفت: تعريف شود، مي Bو Aولي اگر ضرب دو ماتريس O B O A B OIÄ      
9(   rA rB , r A B   0   

10(   r s(rA) (sB) (rs) (A B) ( A) ( B) A B          1   
11(   A (rB) (rA) B r(A B)       

  

هاي معادله مجموع ريشه :10
x x

x
   
              
       

2 1
1 1 2 1 0 2 0

1 1 1 1
  كدام است؟ 

    -5 )4    -4 )3    3 )2   صفر )1  
  دهيم: ابتدا ضرب را به ترتيب انجام مي 

   
x

x x x
 
          
  

2 1
1 1 2 1 0 3 3

1 1 1
   

    
x

x x x(x ) x x x
 
           
  

23 3 2 3 2 3 0 5 3 0
1

   

bها برابر با دانيم در معادله درجه دوم مجموع ريشه مي
a

 :است، بنابراين  

  b
a
    5   ها مجموع ريشه 51

   
  
  

xاگر :11 x
A

    3 yو 2
B

x

    

1
3 Aو داشته باشيم 2 B B A O    ؛ مقدارx y كدام است؟  

  1( 1    2( 2    3( 3    4( 4    
Aجا كه از آن  B B A O    توان نتيجه گرفت ميA B B A  :بنابراين ،  

  

x x y xy x x x
A B

x y x

x x x
x y

y x y

y x x xy xy
B A

x x x

                     
          

                    

21 3 2
3 2 3 2 3 6 4 3

4 3 1 43 6 3 3
1 3 2

3 2 3 2 3

   

  

x توجه شود كه بايد  yو 1      كند). هاي ديگر را نيز برقرار كند (كه برقرار مي تساوي درايه 3
   

  
  

رنـد و  خو دهد كه هر خرگوش و آهو بـه طـور متوسـط در روز مـي     مقدار علف، كاهو و كلمي را نشان مي Mماتريس  :5 
خورند را نشان داده است. در روز هـر   تعداد خرگوش و آهوهايي را كه گرگ يا شير به طور متوسط در روز مي Nماتريس

  ؟خورد شير به طور غيرمستقيم چقدر كاهو مي

    
x¼¬oi © o¬

¼ÀA oÃ{
´±¨ ¼ÀI¨ þ±ø x¼¬oi ¼ÀA

M N
   

       

3 2 1 2 1
2 2 3 5 2   

Nخورد، كافي اسـت مـاتريس   يم چقدر كاهو ستقيمنيم در روز هر شير به طور غيرمكه مشخص ك براي اين  M   دهـيم  را تشـكيل ،
  ستون دوم اين ماتريس، جواب موردنظر است. درايه سطر دوم

  N M
                 

2 1 3 2 1 8 6 5
5 2 2 2 3 19 14 11   
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  توان در ماتريس (به توان رساندن ماتريس)
  

  شود: آن به صورت زير تعريف ميبراي ي صحيح و نامنفي ها ناگاه تو باشد، آن عيمربيك ماتريس  Aاگر
  o n nA I , A A , A A A , , A A A     1 2 1   

 Aيـا ضـريبي از   Aيا Oيا Iيا Iن دوم،اآوريم. معمولاً تو را به دست مي A2آن يعني دوم، ابتدا توان Aي بزرگ ماتريسها نابراي محاسبه تو
آوريم تـا   ه دست ميو ... را ب A3،A4بالاتر بسيار راحت است. اگر چنين چيزي رخ نداد،هاي  توانها پيدا كردن  آيد كه در اين حالت به دست مي

  را حدس زد.   ماتريسهاي  توانجايي كه بتوان 
  
  

Aكه در صورتي :12
 
   
  

1 1 1
1 1 1
1 1 1

Aو  kA5 د، در اين صورتنباشk كدام است؟  

  1(33    2(43    3(53    4(63    
  كنيم، پس: را محاسبه مي A2ابتدا 

  A
       
                 
              

2
1 1 1 1 1 1 3 3 3 1 1 1
1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 1 1 1
1 1 1 1 1 1 3 3 3 1 1 1

   

  AA A A A A (A ) (A ) A ( A) ( A)         
32 5 4 5 2 2 53 3 3 3 3 3   

  A A A ( A) A A k       5 3 2 5 3 5 4 43 3 3 3 3   
   

  
  

Aكه در صورتي :6 
 
   
  

1 3 3
0 1 0
0 0 1

  را به دست آوريد.   A6هاي ماتريس گاه مجموع درايه باشد، آن 
  

  كنيم، پس: را محاسبه مي A2ابتدا 
  

  A
     
            
          

2
1 3 3 1 3 3 1 6 6
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

   

  آوريم: ه دست ميرا ب A3حال

  A A A

        
                   
              

3 2
1 6 6 1 3 3 1 9 9 1 3 3 3 3
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

  
  

   A
tke IÀ¾ÄHnj Ì¼μ\¶

  
          
  

6
1 6 3 6 3
0 1 0 1 1 1 18 18 39
0 0 1

   

  
  
  
  

Aمرتبه با آن باشد و همماتريس واحد  Iماتريس مربعي و Aاگر :13 A I 2   ، كدام گزينه درست است؟2
  1(A A I 3 2      2(A A I  4 3 2    
  3(A A I  3 2      4(A A I 4 3 2    

  

Aرفين رابطهط  A I 2   كنيم، داريم: ضرب مي Aرا در 2
  AA A A A A A A (A A) (A I) A A A I             3 2 4 3 2 4 2 4 22 2 2 2 2 4 4   

  A (A I) A I A A I        4 42 4 4 3 2   
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Aكه در صورتي :7 
 
   
  

3 1 2
2 1 0
3 1 1

  بيابيد.  را  A3گاه درايه واقع بر سطر دوم، ستون اول از ماتريس باشد، آن 
  

Aدانيم مي  A A 3 را در  A2، كافي است سطر دوم ماتريسA3، بنابراين براي يافتن درايه واقع بر سطر دوم، ستون اول ماتريس2
  آوريم.  را به دست مي A2ضرب كنيم. ابتدا سطر دوم Aستون اول

     A ³»j oõw
 
      
  

2
3 1 2

2 1 0 2 1 0 4 3 4
3 1 1

   

   A −»H ·¼Tw ,³»j oõw ¾ÄHnj
 
       
  

3
3

4 3 4 2 12 6 12 30
3

    

  
  

  

   
قطـر اصـلي در   متناظر هاي  هاي قطر اصلي آن از ضرب درايه اگر دو ماتريس قطري در هم ضرب شوند، حاصل نيز ماتريسي قطري است كه درايه )1

  جايي است) هاي قطري داراي خاصيت جابه آيد. (ضرب ماتريس دست مي دو ماتريس اوليه به

  
a a a a aa

b b b b bb

c c c c cc

          
                     

                  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

    
  

هاي قطر اصلي آن از به تـوان رسـيدن درايـه متنـاظر قطـر اصـلي در        اگر ماتريس قطري به توان برسد، حاصل نيز ماتريسي قطري است كه درايه )2
  آيد. يعني: ماتريس اول به دست مي

  
nn

n

n

aa

b b

c c

                

0 00 0
0 0 0 0
0 0 0 0

    
  

سطر نظيـرش   درمرتبه خودش ضرب شود، هر درايه قطر اصلي ماتريس قطري  يك ماتريس قطري از سمت چپ، در يك ماتريس مربعي هماگر  )3
 ز مـاتريس ي در ستون نظيرش اشود ولي اگر ماتريس قطري از سمت راست ضرب شود، هر درايه قطر اصلي ماتريس قطر از ماتريس مربعي ضرب مي

  شود. به عبارت ديگر: ضرب مي بعيرم

  
r a b c r a r b r c

r d e f r d r e r f

r g h k r g r h r k

    
         
        

1 1 1 1
2 2 2 2

3 3 3 3

0 0
0 0
0 0

    
  

  
a b c r r a r b r c

d e f r r d r e r f

g h k r r g r h r k

    
          
         

1 1 2 3
2 1 2 3

3 1 2 3

0 0
0 0
0 0

    
  

 مرتبه خودش ضرب شود، درايه واقع بر قطر اصلي ماتريس توان نتيجه گرفت اگر يك ماتريس اسكالر از هر سمتي در يك ماتريس هم طبق مورد قبل مي )4
  جايي دارد.  مرتبه خودش، خاصيت جابه شود، بنابراين ماتريس اسكالر در ضرب با هر ماتريس هم هاي ماتريس ديگر ضرب مي هاسكالر در تمام دراي

  
r a b c a b c r ra rb rc

r d e f d e f r rd re rf

r g h k g h k r rg rh rk

         
                     
                  

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

    
  

اصلي صفر) يا قطر اصلي و عناصر بالاي آن (پـايين مثلثـي    (بالا مثلثي با قطرعناصر زير آن باشد، اگر قطر اصلي و  nماتريس مربعي مرتبه Aرگا )5
nAصورت اين) همگي صفر باشند، در صفر با قطر اصلي O.  

  A A O
 
    
  

3
0 3 7
0 0 11
0 0 0

    

  ن مثلثي) است. مجموع، تفاضل و ضرب دو ماتريس بالامثلثي (پايين مثلثي)، يك ماتريس بالامثلثي (پايي )6
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هاي روي قطـر   ام اين ماتريس قابل محاسبه است. به عنوان مثال درايهnهاي توان مثلثي) باشد، بعضي از درايه يك ماتريس بالامثلثي (پايين Aاگر )7
  شود: مثلثي) به صورت زير عمل مي ب دو ماتريس بالامثلثي (پايينرسند و در ضر مي nاصلي به توان

  
n n

n

n

aa b c a b c a b c aa

d e d , d e d e dd

f f f f ff

                                                   

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 00 0

   
     

  

  ، به عنوان مثال:نداردجايي  ها خاصيت جابه توان استفاده كرد، زيرا ضرب ماتريس ها نمي ضرب ماتريس از اتحادها در )8
  (A B) A A B B    2 2 22    

A)زيرا: B) (A B) (A B) A A B B A B          2 2 2    
  توان از اتحادها استفاده كرد، به عنوان مثال: جايي داشته باشند، مي خاصيت جابه Bو Aولي اگر دو ماتريس

  
(A I) A A I

A I I A (A I) (A I) A I

(A I) A A A I

    
        


    

2 2
2

3 3 2

2

3 3
    

  

Aكه در صورتي :8  A2 وB A I 2 وA B mA nI  3   را بيابيد.   nو mگاه مقادير د، آننباش 3

   
  A A A A A A    2 3 2 3   

  B ( A I) A ( A) ( A) I A A A I A I           3 3 3 2 32 8 3 2 3 2 8 12 6 2   
  m

A B A A I A I
n

         
3 3 32 3 1   

   
  
  

Aاگر :14 A I 2  ،باشدA5 كدام است؟  
  1(A I5    2(A I5 3    3(A I5 5    4(A I3 3    

   
  A A IA A I (A ) (A I) A A A I A A I A I A A I                 

22 2 2 2 4 2 4 42 2 3 2   
  

   A A A A A (A I) A A A I         5 2 5 53 2 3 2 5 3   
  
  

Cاگر :15
    

2 0
0 Aو 2 B

     

1 2
1 A)در ماتريس ند،باش 0 C B C) (C B C A)      2   ها كدام است؟ مجموع درايه 2

  1( 8-    2( 8    3( 16-    4( 16    

      (A C B C) (C B C A) (A B) C C (B A) (A B) C (B A)                 2 2 2 3   
  

  (A B) ( I) (B A) (A B) I (B A) (A B)
                                          

3 2 1 2 1 2 1 2 8 162 8 8 8 81 0 1 0 1 2 8 16   
   16 ها مجموع درايه  

  
  

Aاگر :16
 
   
  

2 1 3
0 2 1
0 0 2

A(Aهاي ماتريس باشد، مجموع درايه  I)   كدام است؟ 42

   صفر )4    -1 )3    1 )2    8 )1  

    A I (A I) O (A I) O
IM ÂX±X¶ ¯IM

oÿÅ Â±ÅH oõ¤
     
                     
          

3 4
2 1 3 2 0 0 0 1 3

2 0 2 1 0 2 0 0 0 1 2 2
0 0 2 0 0 2 0 0 0

   
  

  A(A I) O IÀ¾ÄHnj Ì¼μ\¶    42 0   
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  هايشان مشخص كنيد.   هاي زير را با نوشتن درايه ماتريس. 1
      j) D [i ]  2 2 2 34   j) A [i ]   3 321   
      j) E [ i ]   3 335 2  ]) B [i j   2 2 22   

      ij ij

i j i j

F [f ] ; f i

i i

) j

j j


 
  
  

3 3 26  C [i ]) j  3 33   

  

ماتريس .2
x y

A z a b

y a c

 
 

   
 

  
2

1 0
1

1
  را طوري بيابيد كه: zو a،b،c،x،yد. مقاديريرا در نظر بگير 

  ماتريس اسكالر باشد.   Aب)  ماتريس قطري باشد.   Aالف)  
    ماتريس پايين مثلثي باشد.   Aت)  ماتريس بالامثلثي باشد.   Aپ)  

  
Cچهار شهر مقابلشكل  .3 , B , A وD  دهد. منظور از جـاده بـين دو    ها را نشان مي هاي بين آن جادهو

 Cو Bسازد. مثلاً بين دو شهر را به هم مربوط مي آن ،اي است كه مستقيماً و بدون واسطه شهر جاده
اي مستقيماً وجود ندارد. ماتريسـي بنويسـيد    جاده Dو Bدو جاده بدون واسطه وجود دارد ولي بين

  ن شهرها در آن مشخص باشد.  هاي بي كه تعداد جاده

  
xاگر .4 y

A
x y

    

3
zو 0

B
    

5 1
3 Aو 0 B باشند، در اين صورت حاصلx y z 2   .را به دست آوريد  

  
    ات زير را محاسبه كنيد:عبار .5

الف)                  




2 3 1 1 4 8 0 1 6
0 1 5 5 3 4 5 6 7    

ب)                   

3 9 6 0 2 42 31 2 1 5 1 2    

پ)
   
       
      

1 3 6 9 0 3
4 2 7 0 1 3
0 3 5 4 9 0

  

cosت)   sin sin cos
cos sin

sin cos cos sin

   
 

   
         

    

cosث)   sin cos
sin

sin cos sin

              

30 30 453 2 2 2 02 45 30 30 450 1 2   

  

Aفرض كنيد .6
 
   
  

1 2
3 4
5 6

Bو 

  
   
  

3 2
1 5
4 3

Aرا طوري بيابيد كه Xباشند، ماتريس  B X O  2 3.  
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