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پ  ی  ش  گ  ف  ت  ار
م  ه  م ب  س  ی  ار دان  ش آم  وزان ری  اض  ی ف  ره  ن  گ اع  ت  لای در زوج  ی  ت م  ف  ه  وم
م  س  ئ  ل  ه ه  ای ن  ی  س  ت. م  ش  ک  ل س  از اغ  ل  ب و اس  ت س  اده م  ف  ه  وم ای  ن اس  ت.
ای  ن ک  م  ک ب  ه گ  س  ت  رده ان  د. دش  وار ت  ا س  اده ب  س  ی  ار از زوج  ی  ت ب  ه م  رب  وط
ب  ه را م  ت  ن  وع  ی ری  اض  ی ای  ده ه  ای س  اده، م  ط  ال  ب  ی م  ب  ن  ای ب  ر م  ی ت  وان  ی  د م  س  ئ  ل  ه ه  ا
ح  ال  ت م  ع  رف  ی م  ان  ن  د «زوج  ی  ت» ب  ح  ث اب  ت  دا، در ک  ن  ی  د. م  ع  رف  ی دان  ش آم  وزان
ن  زدی  ک ت  ری ارت  ب  اط ک  ه اس  ت ب  اق  ی م  ان  ده ه  ا» و «ب  خ  ش پ  ذی  ری ب  ح  ث ع  م  وم  ی ت  ر
م  س  ئ  ل  ه ه  ا، از ت  ع  دادی س  ادگ  ی ع  ل  ی رغ  م ال  ب  ت  ه دارد. م  درس  ه درس  ی ب  رن  امۀ ب  ا
م  ه  ی  ا را ام  ک  ان ای  ن ک  ه اس  ت، م  ن  ط  ق  ی ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ه  ای ن  ی  ازم  ن  د آن ه  ا ح  ل
در دی  گ  ر، ط  رف از ده  ی  د. اع  ت  لا را دان  ش آم  وزان ری  اض  ی ف  ره  ن  گ ت  ا م  ی ک  ن  د
ب  رن  ام  ۀ ب  ا ب  ی  ش  ت  ری ف  اص  لۀ ک  ه دارد وج  ود ای  ده ه  ای  ی ج  دی ت  ر، ک  م  ی م  س  ئ  ل  ه ه  ای
ازج  م  ل  ه، م  ی ش  ود؛ پ  ی  دا ال  م  پ  ی  اده  ا در آن ه  ا س  روک  لۀ ول  ی دارن  د، م  درس  ه اص  ل  ی
دس  ت. ای  ن از م  ط  ال  ب  ی و ری  اض  ی اس  ت  ق  رای رن  گ آم  ی  زی، ت  ن  اوب، ن  اوردای  ی،
ف  رای  ن  ده  ا، ب  ه م  رب  وط م  س  ئ  ل  ه ه  ای ح  ل ح  ی  ن اب  زاری ب  ه ع  ن  وان زوج  ی  ت از اغ  ل  ب

م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده غ  ی  ره، و گ  راف ه  ا ب  ازی ه  ا،
م  ع  ل  م ب  رای ک  ه اط  لاع  ات  ی ش  ده ان  د. ت  ق  س  ی  م درس چ  ه  ار ب  ه اص  ل  ی م  ط  ال  ب
آن ه  ا ک  ن  ار در و ش  ده ان  د ت  ای  پ ک  وچ  ک ت  ر ان  دازه ای و م  ت  ف  اوت ف  ون  ت  ی ب  ا اس  ت
س  ت  اره ب  ا ک  ه را م  س  ئ  ل  ه ه  ای  ی م  ی ت  وان اس  ت. ش  ده گ  ذاش  ت  ه ع  م  ودی خ  ط  ی

ه  ف  ت



در ن  ب  اش  د). ک  اف  ی وق  ت اگ  ر (ال  ب  ت  ه ک  رد ح  ذف ی  ا داد ت  ک  ل  ی  ف ش  ده ان  د م  ت  م  ای  ز
آن ه  ا از م  ی ت  وان ک  ه اس  ت آم  ده م  س  ئ  ل  ه ه  ای  ی ب  ی  ش  ت  ر» «م  س  ئ  ل  ه ه  ای ب  خ  ش
غ  ی  ره، و ال  م  پ  ی  اد م  درس  ه ه  ای دان  ش آم  وزان، م  س  ت  ق  ل ک  ار ت  ک  ل  ی  ف، ب  ه ع  ن  وان

ک  رد. اس  ت  ف  اده
از ف  رات  ر دان  ش  ی ب  ه ن  ی  ازی م  س  ئ  ل  ه ه  ا اک  ث  ر ح  ل و م  ط  ال  ب ای  ن ف  ه  م ب  رای
ق  اع  دۀ اول، ع  دده  ای ط  ب  ی  ع  ی، ع  دده  ای ن  داری  د: اب  ت  دای  ی دورۀ م  ع  ل  وم  ات

م  ق  دم  ات  ی. ج  ب  ر و ٢ ب  ر ب  خ  ش پ  ذی  ری
ک  ن  د. ک  ار ج  زوه ب  دون م  ی ده  د ت  رج  ی  ح خ  ود ک  لاس ه  ای در ن  وی  س  ن  ده
(پ  ی  وس  ت آورده ای  م را م  ط  ال  ب ای  ن وی  راس  ت  اری، گ  روه س  ف  ارش ب  ن  اب  ر ال  ب  ت  ه،
دوم م  ورد از م  ی ش  ود پ  ی  ش  ن  ه  اد آورده ای  م. را آن ه  ا ج  ور دو ک  ن  ی  د). ن  گ  اه را
ط  ولان  ی ص  ورت ه  ای ب  ا م  س  ئ  ل  ه ه  ای  ی ف  ق  ط آن در ج  ای  ی ک  ه ک  ن  ی  د، اس  ت  ف  اده

اس  ت. ش  ده گ  ن  ج  ان  ده
م  دت ه  اس  ت آن ه  ا از ب  س  ی  اری ن  ی  س  ت  ن  د. ن  وی  س  ن  ده از م  س  ئ  ل  ه ه  ا ه  م  ۀ ال  ب  ت  ه
ش  ده ان  د. م  ط  رح اخ  ی  ر س  ال ه  ای در ن  ی  ز آن ه  ا از ت  ع  دادی و ش  ده ان  د ش  ن  اخ  ت  ه ک  ه
ت  ع  ی  ی  ن ب  رای راه  ی چ  ون ول  ی م  ی ش  ن  اس  ن  د، اک  ث  راً را م  س  ئ  ل  ه ه  ا از ت  ع  دادی ط  راح

ن  ک  رده ای  م. ذک  ر را ط  راح  ان ن  ام ن  دارد، وج  ود آن ه  ا ه  مۀ ط  راح

م  ق  دم  ات  ی م  س  ئ  لۀ
اح  م  د رف  ت  ه ان  د. م  اه  ی  گ  ی  ری ب  ه پ  س  رش ب  ا م  ح  م  ود و پ  س  رش ب  ا اح  م  د
ی  ک  س  ان ت  ع  داد ب  ه ن  ی  ز پ  س  رش و م  ح  م  ود و ی  ک  س  ان ت  ع  داد ب  ه پ  س  رش و
م  اه  ی چ  ن  دت  ا اح  م  د گ  رف  ت  ه ان  د. م  اه  ی ٢٧ ه  م روی آن ه  ا م  اه  ی گ  رف  ت  ه ان  د.

اس  ت؟ گ  رف  ت  ه
و م  ع  ادل  ه ی  ک ب  اش  د: ک  م م  س  ئ  ل  ه اط  لاع  ات م  ی رس  د ن  ظ  ر ب  ه اب  ت  دا در
م  س  ئ  ل  ه ش  رط ه  ای ب  رس  د ن  ظ  ر ب  ه اس  ت م  م  ک  ن آن از پ  س م  ج  ه  ول. دو
پ  س ک  رده ان  د. ص  ی  د م  اه  ی پ  س  ره  ا ت  ع  داد ب  ه پ  دره  ا ح  ق  ی  ق  ت، در م  ت  ن  اق  ض ان  د.
دارد. ت  ن  اق  ض ٢٧ ب  ودن ف  رد ب  ا ای  ن و ب  اش  د، زوج ب  ای  د م  اه  ی ه  ا ک  ل ت  ع  داد

ه  ش  ت



زوج ت  ا ه  م روی پ  س  رش و اح  م  د ب  اش  د: ای  ن ط  ور اس  ت م  م  ک  ن اس  ت  دلال (روش
درس  ت ه  م پ  س  رش و م  ح  م  ود م  ورد در م  ط  ل  ب ای  ن ک  رده ان  د. ص  ی  د م  اه  ی
خ  ودش  ان دان  ش آم  وزان اگ  ر م  ی ش  ود. زوج ع  دده  ا ای  ن م  ج  م  وع پ  س اس  ت.

واداری  د.) ف  ع  ال  ی  ت ب  ه را آن ه  ا ک  م  ی ب  ای  د آن وق  ت ن  رس  ن  د، ت  ن  اق  ض  ات ای  ن ب  ه
م  اه  ی  گ  ی  ری، س  ف  ر ب  ودن ن  ف  ره چ  ه  ار ک  ردن ت  ص  ور ن  ی  س  ت! ت  ن  اق  ض ای  ن ول  ی
اح  م  د ،م  ث  لا) ب  اش  د ن  ف  ره س  ه س  ف  ر ای  ن اس  ت م  م  ک  ن ول  ی م  ی ش  ود. ت  ن  اق  ض ب  اع  ث
ب  ه اف  راد ه  مۀ گ  ف  ت م  ی ت  وان ش  رط ای  ن ب  ا اک  ن  ون ب  اش  د). م  ح  م  ود پ  س  ر ی  ا پ  در

ق  ط  ع  ه.  ٩ ی  ع  ن  ی ک  رده ان  د، ص  ی  د م  اه  ی م  س  اوی ت  ع  دادی
رون  د ای  ن ب  ا اول درس ش  روع از ق  ب  ل را دان  ش آم  وزان م  ی ک  ن  ی  م ت  وص  ی  ه

راه ح  ل). ب  ا ه  م  راه ن  ه ول  ی ) ک  ن  ی  د آش  ن  ا

ن  ه



اول درس
ضرب و جمع زوجیتِ

ک  ن  ی  م. آغ  از م  ق  دم  ات  ی م  س  ئ  ل  ه ای ب  ح  ث و ح  ل ب  ا را ک  ار ک  ه اس  ت خ  وب خ  ی  ل  ی
و ک  ن  ی  د ش  روع زوج  ی  ت وی  ژگ  ی ه  ای و ت  ع  ری  ف ب  ا را گ  ف  ت و گ  و اب  ت  دا م  ی ت  وان  ی  د

ک  ن  ی  د. ی  ادآوری را زوج  ی  ت ح  ال  ت ه  ای

م  ی زن  ی  م، ح  رف آن ه  ا م  ورد در ک  ه ع  دده  ای  ی ت  م  ام م  ی ک  ن  ی  م ق  رارداد
ن  ک  ن  ی  م. ت  ک  رار ب  ار ه  ر را م  ط  ل  ب ای  ن ت  ا ص  ح  ی  ح ان  د،

م  ی ش  ود زوج n+ n ح  اص  ل ک  ه م  ی ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده ن  ک  ت  ه ای  ن از ش  روع در
م  ج  م  وع در پ  س گ  رف  ت  ه ان  د، م  اه  ی ی  ک  س  ان ت  ع  دادی ب  ه پ  س  ره  ای  ش  ان و (پ  دره  ا
از دی  گ  ر م  س  ئ  ل  ه ای ای  ن  ج  ا در ک  رده ان  د). ص  ی  د م  اه  ی زوج ت  ع  دادی ه  م روی

م  ی ب  ی  ن  ی  د. را ن  وع ه  م  ی  ن
خ  ط ه  م  ان ام  ت  داد در س  پ  س و م  ی ج  ه  د راس  ت خ  ط  ی روی م  ل  خ  ی .١ مسئلۀ
ک  ن  ی  د ث  اب  ت دارن  د. ی  ک  س  ان ط  ول  ی ج  ه  ش ه  ا ه  مۀ م  ی گ  ردد. ب  از اول  ش ب  ه ج  ای

اس  ت. زوج ج  ه  ش ه  ای  ش ت  ع  داد

ب  راب  ر چ  پ  ش ج  ه  ش ه  ای ت  ع  داد ب  ا راس  ت  ش ج  ه  ش ه  ای ت  ع  داد راه ح  ل.
اس  ت). ب  ازگ  ش  ت  ه اول  ش ن  ق  ط  ۀ ب  ه (چ  ون اس  ت

١



ب  رای ف  ق  ط را م  ط  ال  ب ای  ن م  ی آوری  م. دق  ی  ق اس  ت  دلال ه  ای  ی ادام  ه در
م  ط  م  ئ  ن اگ  ر ه  س  ت  ن  د. اث  ب  ات دن  ب  ال ب  ه ه  م  ی  ش  ه ک  ه ک  ن  ی  د م  ط  رح دان  ش آم  وزان  ی
ک  رده ان  د، درک ب  ه خ  وب  ی را ش  ده ت  دری  س م  ط  ال  ب دان  ش آم  وزان ک  ه ه  س  ت  ی  د
ک  ن  ی  د. چ  ش  م پ  وش  ی م  ع  ل  م) ص  لاح  دی  د ب  ا (ال  ب  ت  ه اس  ت  دلال ه  ا ب  س  ی  اری از م  ی ت  وان  ی  د

زوج اس  ت، ٢n ب  راب  ر ک  ه ،n + n ح  اص  ل ک  ه ک  ن  ی  م اس  ت  دلال چ  گ  ون  ه
ج  م  ل  ۀ پ  س اس  ت. ب  خ  ش پ  ذی  ر ٢ ب  ر ک  ه اس  ت ای  ن زوج ع  دد ت  ع  ری  ف اس  ت؟
ص  ح  ی  ح ع  ددی n ای  ن  ج  ا در ک  ه اس  ت، ٢n ص  ورت ب  ه زوج ع  دده  ای ع  م  وم  ی

اس  ت.
(ی  ع  ن  ی ط  ب  ی  ع  ی ع  دده  ای ف  ق  ط ن  ه م  ی گ  وی  ی  م، س  خ  ن ص  ح  ی  ح ع  دده  ای از م  ا

اس  ت. م  ه  م ن  ی  ز ٠ ع  دد ب  ودن زوج ف  ه  م ب  ه وی  ژه، م  ث  ب  ت). ص  ح  ی  ح ع  دده  ای

را ١ ع  دد اگ  ر ع  م  ل، در .٢n+ ١ چ  ی  س  ت؟ ف  رد ع  دده  ای ع  م  وم  ی ج  م  لۀ
ب  راب  ر ف  رد ع  دد ی  ع  ن  ی، م  ی آی  د، ب  ه دس  ت زوج ع  ددی ک  ن  ی  د، ک  م ف  رد ع  ددی از

ی  ک. ب  ا ٢n زوج ع  دد م  ج  م  وع ب  ا اس  ت
م  ی ن  وی  س  ن  د. ٢n− ١ ب  ه ص  ورت را ف  رد ع  دده  ای اغ  ل  ب،

ع  ددی ح  اص  ل ض  رب ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ب  ی درن  گ زوج ع  دد ت  ع  ری  ف از
م  ی ش  ود. زوج دل  خ  واه، (ص  ح  ی  ح) ع  ددی در زوج

.m · ٢n = ٢(mn) اثبات.

ک  م  ی م  ی ش  ود، ف  رد ع  ددی ف  رد، ع  دد دو ح  اص  ل ض  رب ای  ن  ک  ه اث  ب  ات
اس  ت. دش  وارت  ر

.(٢m+ ٢)(١n+ ١) = ٢)٢mn+m+ n) + ١ اثبات.

ب  اش  د. ف  رد دی  گ  ری و زوج ی  ک  ی ه  رگ  اه دارن  د، م  ت  ف  اوت  ی زوج  ی  ت ع  دد دو
دارن  د. ی  ک  س  ان  ی زوج  ی  ت ع  دد دو ای  ن وگ  رن  ه،

ک  ن  ی  م؟ ت  ع  ی  ی  ن چ  گ  ون  ه را م  ج  م  وع زوج  ی  ت
اس  ت. ف  رد م  ت  ف  اوت، زوج  ی  ت ب  ا ع  دد دو م  ج  م  وع •

٢



اس  ت. زوج م  ش  اب  ه، زوج  ی  ت ب  ا ع  دد دو م  ج  م  وع •
،٢m + ٢n = ٢(m + n) ٢m؛ + ٢(n + ١) = ٢(m + n) + ١ اثبات.

.(٢m+ ١) + (٢n+ ١) = ٢(m+ n+ ١)

ک  ن  ی  د. ث  اب  ت را آن س  پ  س و ب  ی  ان را ق  ب  ل  ی گ  زارۀ ع  ک  س .٢ مسئلۀ
زوج  ی  ت ب  ای  د ع  دده  ا آن وق  ت ب  اش  د، ف  رد ع  دد دو م  ج  م  وع اگ  ر راه ح  ل.
زوج  ی  ت ب  اش  د، زوج ع  دد دو م  ج  م  وع اگ  ر ه  م  چ  ن  ی  ن، ب  اش  ن  د. داش  ت  ه م  ت  ف  اوت  ی

اس  ت. م  ش  اب  ه اث  ب  ات ب  اش  د. ی  ک  س  ان ب  ای  د آن ه  ا
اس  ت. زوج mn(m+ n) ک  ن  ی  د ث  اب  ت ب  اش  ن  د، ص  ح  ی  ح ع  دده  ا اگ  ر .٣ مسئلۀ
آن وق  ت ب  اش  ن  د، داش  ت  ه م  ش  اب  ه  ی زوج  ی  ت n و m ع  دده  ای اگ  ر راه ح  ل.
ب  اش  د، م  ت  ف  اوت آن ه  ا زوج  ی  ت اگ  ر م  ی ش  ود. زوج ،m + n آن ه  ا، م  ج  م  وع
ح  اص  ل ض  رب ح  ال  ت  ی ه  ر در اس  ت. زوج ،mn آن ه  ا، ح  اص  ل ض  رب آن وق  ت

اس  ت. زوج ع  ددی m+ n و mn ع  دده  ای
ک  رد؟ م  ی ت  وان ن  ظ  ری اظ  ه  ار چ  ه ع  دد دو ت  ف  اض  ل زوج  ی  ت م  ورد در .۴ مسئلۀ

اس  ت. ج  م  ع ش  ب  ی  ه پ  اس  خ.
م  ه  م ن  ی  س  ت، لازم م  ط  ل  ب ای  ن ب  رای ج  داگ  ان  ه اث  ب  ات  ی ای  ن  ک  ه ش  رح ای  ن  ج  ا در
ه  س  ت  ن  د. ج  ن  س ی  ک از ت  ف  ری  ق و ج  م  ع ی  ع  ن  ی، ،m− n = m+ (−n) اس  ت:
ت  ع  وی  ض ک  ه ب  اش  ن  د داش  ت  ه دق  ت ن  ک  ت  ه ای  ن ب  ه ب  ای  د دان  ش آم  وزان ه  م  چ  ن  ی  ن،

ن  م  ی ده  د. ت  غ  ی  ی  ر را آن زوج  ی  ت ع  دد، ی  ک ع  لام  ت

ع  دد دو ت  ف  ری  ق زوج  ی  ت ب  ا ع  دد دو م  ج  م  وع زوج  ی  ت ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
اس  ت. ی  ک  س  ان

٢ ب  ر ب  خ  ش پ  ذی  ری م  ف  ه  وم از م  ی ک  ردی  م، ب  ررس  ی را م  ق  دم  ات  ی م  س  ئ  ل  ۀ وق  ت  ی
ک  ردی  م: اس  ت  ف  اده

٣



ب  اش  د. زوج آن ی  ک  ان رق  م اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت زوج ع  ددی •
اس  ت. ف  رد ٢٧ م  ی ف  ه  م  ی  م آن از اس  ت  ف  اده ب  ا

ن  وش  ت، n = ١٠a+ b ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را n م  ان  ن  د ط  ب  ی  ع  ی ع  دد ه  ر اثبات.
پ  س اس  ت. زوج ،١٠a = ٢ × ۵a اول، ع  ب  ارت اس  ت. آن ی  ک  ان رق  م b ک  ه
م  ط  ل  ب ای  ن اث  ب  ات دارد. ب  س  ت  گ  ی b زوج  ی  ت ب  ه ١٠a + b م  ج  م  وع زوج  ی  ت
ط  ب  ی  ع  ی ع  دده  ای ت  ب  دی  ل و ع  لام  ت ک  ردن ع  وض ب  ا م  ن  ف  ی ع  دده  ای ب  رای

م  ی ش  ود. ان  ج  ام

ب  وده ان  د؟ ف  رد آن ه  ا از چ  ن  دت  ا اس  ت. ش  ده ف  رد ع  دد س  ه م  ج  م  وع .۵ مسئلۀ
س  ه ت  ا. ی  ا ی  ک  ی پ  اس  خ.

م  م  ک  ن ح  ال  ت دو ای  ن ای  ن  ک  ه ن  ش  ان دادن م  ث  ال، چ  ن  د زدن ب  ا راه ح  ل.
ی  ا ب  اش  ن  د زوج (دوت  ا ب  اق  ی م  ان  ده ح  ال  ت دو ن  ی  س  ت. دش  وار ه  م چ  ن  دان ه  س  ت  ن  د

م  ی رس  د. ت  ن  اق  ض ب  ه راح  ت ن  ب  اش  ن  د)، زوج ه  ی  چ ک  دام
ب  روی  م. ک  ل  ی ت  ر ح  ال  ت ه  ای س  راغ ب  ه م  ی ت  وان  ی  م اک  ن  ون

ف  رد ج  م  ل  ه ه  ای ت  ع  داد زوج  ی  ت ب  ا م  ج  م  وع زوج  ی  ت •
م  ی ک  ن  د. م  ط  اب  ق  ت

پ  ی ب  ب  رن  د. م  ش  اب  ه) واژه ه  ای  ی ب  ا ن  ه (ال  ب  ت  ه ن  ک  ت  ه ای  ن ب  ه دان  ش آم  وزان اس  ت خ  وب
آن ه  ا از ی  ک  ی ح  ت  م  اً ص  ورت  ی ک  ه در (ال  ب  ت  ه ب  اش  د ت  ک  ل  ی  ف آن اث  ب  ات اس  ت ب  ه  ت  ر
را آن چ  ه  ارم درس در ش  وی  د. رد آن از ی  ا ش  ود) ت  ح  ل  ی  ل و ب  ررس  ی ک  لاس در

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی

را آن زوج  ی  ت ١ + ٢ + ... + ١٩٩٩ م  ج  م  وع م  ح  اس  بۀ ب  دون .۶ مسئلۀ
ک  ن  ی  د. ت  ع  ی  ی  ن

اس  ت. زوج پ  س دارد، وج  ود م  ج  م  وع ای  ن در ف  رد ج  م  ل  ۀ ١٠٠٠ راه ح  ل.
۴



ک  ن  ی  د ث  اب  ت اس  ت. ش  ده ن  وش  ت  ه ت  خ  ت  ه روی ص  ح  ی  ح ع  دد ۶١٣ .٧ مسئلۀ
آی  ا ب  اش  د. زوج ب  اق  ی م  ان  ده ع  دده  ای م  ج  م  وع ت  ا ک  رد پ  اک را ع  دد ی  ک م  ی ت  وان

اس  ت؟ درس  ت ه  م ع  دد ۶١٢ ب  رای م  ط  ل  ب ای  ن

آن وق  ت ب  اش  د، زوج ش  ده ن  وش  ت  ه ع  دده  ای ه  مۀ م  ج  م  وع اگ  ر راه ح  ل.
پ  اک را زوج ع  ددی ب  ای  د پ  س اس  ت. زوج آن ه  ا م  ی  ان در ف  رد ع  دده  ای ت  ع  داد
ت  ع  داد آن وق  ت ب  اش  د، ف  رد ش  ده ن  وش  ت  ه ع  دده  ای ه  مۀ م  ج  م  وع اگ  ر ک  رد.
ع  ددی ٠) اس  ت ب  زرگ ت  ر ٠ از ی  ع  ن  ی، اس  ت. ف  رد آن ه  ا م  ی  ان در ف  رد ع  دده  ای

ک  ن  ی  د. پ  اک را ف  رد ع  ددی م  ی ت  وان  ی  د اس  ت). زوج
ف  رد ع  دده  ا ه  مۀ اگ  ر ن  ی  س  ت. درس  ت ل  زوم  اً م  ط  ل  ب ای  ن ع  دد، ۶١٢ ب  رای

ک  رد. پ  اک ن  م  ی ت  وان را آن ه  ا از ه  ی  چ ی  ک ب  اش  ن  د،

م  ی  ان ب  ای  د ش  ده ان  د. ن  وش  ت  ه س  ط  ر ی  ک در ١٩٩٨ ت  ا ١ ع  دده  ای .٨ مسئلۀ
ش  ود. ص  ف  ر ح  اص  ل ع  ب  ارت م  ق  دار ت  ا گ  ذاش  ت «‐» و «+» ع  لام  ت ه  ای آن ه  ا

اس  ت؟ م  م  ک  ن ک  ار ای  ن آی  ا

۵



خ  ی  ر. پ  اس  خ.
پ  س ن  دارد. ب  س  ت  گ  ی آن ج  ل  وی ع  لام  ت ب  ه ع  دد ه  ر زوج  ی  ت راه ح  ل.
ه  ر در ب  ن  اب  رای  ن ن  ی  س  ت. م  ه  م آن ه  ا ج  ل  وی ع  لام  ت ک  ه داری  م ف  رد ج  م  ل  ۀ ٩٩٩

م  ی ش  ود. ف  رد م  ج  م  وع ص  ورت  ی
ت  ق  س  ی  م گ  روه چ  ن  د ب  ه ط  وری را ٢١ ، …،١ ع  دده  ای م  ی ت  وان آی  ا .*٩ مسئلۀ

ب  اش  د؟ ب  ق  ی  ه م  ج  م  وع ب  ا ب  راب  ر ع  دد ب  زرگ ت  ری  ن آن ه  ا از ی  ک ه  ر در ک  ه ک  رد

ن  م  ی ت  وان. پ  اس  خ.
اس  ت. زوج گ  روه ه  ر در ع  دده  ا م  ج  م  وع ت  ق  س  ی  م، ای  ن ج  ور در راه ح  ل.

م  ی ش  ود. ف  رد ع  دده  ا ه  م  ۀ م  ج  م  وع ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه
ی  ک  ی م  ط  ال  ب، ب  ر دان  ش آم  وزان ت  س  ل  ط ارزی  اب  ی ب  رای م  ی ت  وان  د م  ع  ل  م ت  ک  ل  ی  ف.
ب  رای را دل  خ  واه) دس  ت  ه ب  ن  دی ج  ور ه  ر (ی  ا «پ  ی  ک  ارج  و» ی  ا «س  اده» گ  زی  نۀ دو از
ه  س  ت  ن  د. ب  ی  ش  ت  ر» «م  س  ئ  ل  ه ه  ای ب  خ  ش ب  ه م  رب  وط ع  دده  ا ای  ن ب  رگ  زی  ن  د. ت  ک  ال  ی  ف
داده ت  ک  ل  ی  ف ب  رای ک  ه را م  س  ئ  ل  ه ه  ای  ی راه ح  ل ه  ای م  ی ش  ود ت  وص  ی  ه
درس ت  دری  س اب  ت  دای در را ک  ار ای  ن ن  ب  ای  د ال  ب  ت  ه ک  ن  ی  د. ب  ررس  ی م  ی ش  ود

۶



ب  اق  ی ج  دی  د درس ک  ردن م  ط  رح ب  رای زم  ان  ی ک  ه چ  را ده  ی  د، ان  ج  ام ج  دی  د
ب  رای ف  ق  ط را ک  وت  اه زم  ان  ی م  ی ت  وان  ی  د ی  ک ب  ار ج  ل  س  ه دو ه  ر ،م  ث  لا ن  م  ی م  ان  د.

ده  ی  د. اخ  ت  ص  اص ت  ک  ال  ی  ف ت  ج  زی  ه و ت  ح  ل  ی  ل
.۵ -١٠ ،٣ ،٢ ال  ف-ب، (١ س  اده: گ  زی  نۀ

.١- ١١۶ ،۴ -۶ ال  ف-ب، (١ پ  ی  ک  ارج  و: گ  زی  نۀ
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دوم درس
زوج عددی با جمع کردن

ی  ک از م  رح  ل  ه ای ه  ر در اگ  ر م  ی ک  ن  ن  د: دن  ب  ال را زی  ر ای  دۀ ب  ع  دی م  س  ئ  ل  ه ه  ای
ای  ن زوج  ی  ت ب  اش  د، ش  ده اض  اف  ه م  ن  ف  ی) (ح  ت  ی م  ق  داری ب  ه زوج ع  ددی ف  رای  ن  د
واگ  ذار م  ع  ل  م ب  ه ای  ده ای  ن از اس  ت  ف  اده چ  گ  ون  گ  ی ش  رح ن  م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ری م  ق  دار

م  ی ش  ود.

اول س  ت  ون ش  ده ان  د. چ  ی  ده م  ی  ز روی س  ت  ون ش  ش در س  ک  ه ه  ای  ی .١ مسئلۀ
ش  ش  م س  ت  ون و ... س  ک  ه، س  ه س  وم س  ت  ون س  ک  ه، دو دوم س  ت  ون س  ک  ه، ی  ک
آی  ا ده  ی  د. ق  رار س  ک  ه ی  ک داری  د اج  ازه س  ت  ون  ی دو ه  ر روی دارد. س  ک  ه ش  ش

ش  ون  د؟ ت  راز س  ت  ون ه  ا ع  م  ل ای  ن ت  ک  رار ب  ا دارد ام  ک  ان

خ  ی  ر. پ  اس  خ.
اض  اف  ه ه  م  زم  ان س  ک  ه دو اس  ت. ف  رد (٢١) س  ک  ه ه  ا ک  ل ت  ع  داد راه ح  ل.
وج  ود ب  ا ح  ال  ی ک  ه در ب  اش  د. ف  رد ب  ای  د ه  م  ی  ش  ه س  ک  ه ه  ا ت  ع  داد پ  س م  ی ش  ون  د،

ب  اش  د. زوج ب  ای  د س  ک  ه ه  ا ت  ع  داد م  ش  اب  ه، س  ت  ون ش  ش

٩



س  ک  ه ه  ف  ت س  ک  ه ش  ش ب  ه ج  ای آخ  ر س  ت  ون در ق  ب  ل م  س  ئ  ل  ۀ در اگ  ر .٢ مسئلۀ
م  ی ک  رد؟ ت  غ  ی  ی  ر پ  اس  خ آی  ا ب  ود،
م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر ب  ل  ه، پ  اس  خ.

ب  ه س  ک  ه ی  ک م  ث  ��، ک  رد. ت  راز را س  ت  ون ه  ا م  ی ت  وان ب  ار ای  ن راه ح  ل.
س  ت  ون ه  ای ب  ه س  پ  س ک  ن  ی  د، اض  اف  ه پ  ن  ج  م س  ت  ون ب  ه ی  ک  ی و اول س  ت  ون
در دارد، وج  ود س  ک  ه دو دوم و اول س  ت  ون ه  ای از ی  ک ه  ر در پ  ن  ج  م. و س  وم
ه  ف  ت ت  ا. ش  ش  م، و پ  ن  ج  م س  ت  ون ه  ای در و چ  ه  ارت  ا، چ  ه  ارم، و س  وم س  ت  ون ه  ای
و س  وم س  ت  ون ه  ای از ی  ک ه  ر ب  ه س  ک  ه س  ه ع  م  ل) ٨ ان  ج  ام (ب  ا م  ی ت  وان  ی  د اک  ن  ون

ک  ن  ی  د. اض  اف  ه دوم و اول س  ت  ون ه  ای ب  ه س  ک  ه پ  ن  ج و چ  ه  ارم،
زوج (٢٢) س  ک  ه ه  ا ک  ل ت  ع  داد م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر ک  ه ال  ب  ت  ه ن  ادرس  ت. راه ح  ل

ن  م  ی ش  ود. س  ت  ون ه  ا ش  دن ت  راز م  ان  ع ه  ی  چ چ  ی  ز و اس  ت،

ن  ادرس  ت  ی ب  ر اس  ت لازم ش  د، م  ط  رح ت  دری  س ه  ن  گ  ام راه ح  ل ه  ای  ی چ  ن  ی  ن اگ  ر
ب  رای م  ان  ع  ی س  ک  ه ه  ا ب  ودن ف  رد ،٢ م  س  ئ  لۀ ف  رض ه  ای در ش  ود. ت  أک  ی  د آن ه  ا
ام  ا م  ی ش  ود، ام  ی  دواری ب  اع  ث ف  ق  ط م  ان  ع ای  ن ن  ب  ودن ب  ود. آن ه  ا ش  دن ت  راز
اس  ت م  م  ک  ن چ  ون ک  ن  ی  م، ت  راز را س  ت  ون ه  ا م  ی ت  وان  ی  م ک  ه ن  ی  س  ت م  ع  ن  ی ب  دان
ب  ه ک  ن  ی  د (ن  گ  اه ن  ی  س  ت  ی  م گ  اه آ آن ه  ا از ک  ه ب  اش  د م  ا راه س  ر ه  م دی  گ  ری م  وان  ع
را س  ت  ون ه  ا م  ی ت  وان ای  ن  ک  ه از ش  دن م  ط  م  ئ  ن ب  رای .(۶ و ۵ ب  ع  دی، م  س  ئ  ل  ه ه  ای

اس  ت. ک  ار ای  ن ان  ج  ام چ  گ  ون  گ  ی ن  ش  ان دادن راه س  اده ت  ری  ن ک  رد، ت  راز

م  ج  از ش  ده ان  د. ن  وش  ت  ه ت  رت  ی  ب ب  ه ٧١۴ و ... ،٢ ،١ ع  دده  ای .٣ مسئلۀ
ک  ن  ی  د ع  وض دارد، وج  ود ع  دد ی  ک آن ه  ا ب  ی  ن ک  ه را ع  دده  ای  ی ج  ای ه  س  ت  ی  د
ای  ن از اس  ت  ف  اده ب  ا آی  ا ک  ن  ی  د). ع  وض را ۵ و ٣ ج  ای م  ی ت  وان  ی  د (م  ث  ��،

رس  ان  د؟ ب  رع  ک  س آرای  ش ب  ه را ع  دده  ا ه  مۀ م  ی ت  وان ج  اب  ه ج  ای  ی ه  ا
ن  م  ی ت  وان. پ  اس  خ.

ع  دده  ایزوجه  م  ی  ش  هدرم  ک  ان ه  ایزوجب  اق  یم  ی م  ان  ن  دوع  دده  ای راه ح  ل.
پ  سم  م  ک  نن  ی  س  تع  دد٧١۴ب  هم  ک  اناولم  ن  ت  ق  لش  ود. ف  رددرم  ک  ان ه  ایف  رد.
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م  ج  از ش  ده ان  د. ن  وش  ت  ه ت  خ  ت  ه س  ی  اه روی ١٠١ و ... ،٢ ،١ ع  دده  ای .۴ مسئلۀ
ب  ن  وی  س  ی  د. را ت  ف  اض  ل ش  ان آن ه  ا ب  ه ج  ای و ک  ن  ی  د پ  اک را دل  خ  واه ع  دد دو ه  س  ت  ی  د
آی  ا م  ی م  ان  د. ب  اق  ی ت  خ  ت  ه روی ع  دد ی  ک ف  ق  ط ک  ار ای  ن م  ک  رر ان  ج  ام از پ  س

ب  اش  د؟ ٠ ع  دد ای  ن اس  ت م  م  ک  ن

خ  ی  ر. پ  اس  خ.
اب  ت  دا، در م  ی ک  ن  ی  م. ب  ررس  ی را ت  خ  ت  ه روی ع  دده  ای ک  ل م  ج  م  وع راه ح  ل.
m− n ع  دد n و m ع  دده  ای ب  ه ج  ای م  ا ک  ار در ف  رد). ع  دد ۵١) اس  ت ف  رد
م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر ٢n زوج ع  دد م  ق  دار ب  ه ک  ل م  ج  م  وع ی  ع  ن  ی، م  ی ش  ود، ظ  اه  ر

ش  ود. ت  ب  دی  ل ص  ف  ر ب  ه ن  م  ی ت  وان  د و م  ی ش  ود ف  رد ه  م  ی  ش  ه ک  ل م  ج  م  وع ی  ع  ن  ی،
آن ه  ا از ی  ک ه  ر در ک  رده ای  م. ت  ق  س  ی  م ق  ط  اع ش  ش ب  ه را دای  ره ای .۵ مسئلۀ
ان  ت  خ  اب را چ  ی  پ  س ه  ا از دوت  ا ه  م  زم  ان م  ی ت  وان  ی  م داده ای  م. ق  رار چ  ی  پ  س ی  ک
ده  ی  م. ح  رک  ت ه  م م  خ  ال  ف ج  ه  ت ه  ای در ق  ط  اع ی  ک را آن ه  ا از ی  ک ه  ر و ک  ن  ی  م

ک  ن  ی  م؟ ج  م  ع ق  ط  اع ی  ک در را چ  ی  پ  س ه  ا ه  مۀ م  ی ت  وان  ی  م ک  ار ای  ن ت  ک  رار ب  ا آی  ا
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ن  م  ی ت  وان  ی  م. پ  اس  خ.
(اگ  ر م  ی ک  ن  ی  م ش  م  اره گ  ذاری ۶ ت  ا ١ ع  دده  ای ب  ا را ق  ط  اع ه  ا راه ح  ل.
ش  م  ارۀ ب  گ  وی  ی  د). آن ه  ا ب  ه م  ی ت  وان  ی  د ن  رس  ی  د، ف  ک  رش  ان ب  ه ک  ار ای  ن دان  ش آم  وزان
ه  ر پ  س م  ی ک  ن  ی  م. ف  رض گ  رف  ت  ه ق  رار آن در ک  ه ق  ط  اع  ی ش  م  ارۀ را چ  ی  پ  س ه  ر
م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ر ع  ددش م  ی ک  ن  ی  د م  ن  ت  ق  ل م  ج  اورش ق  ط  اع ب  ه را چ  ی  پ  س  ی وق  ت
ت  غ  ی  ی  ر ک  ه ج  وری ه  ر چ  ی  پ  س دو ه  ر ال  ب  ت  ه م  ی ش  ود. ع  وض زوج  ی  ت  ش ه  م  زم  ان،
اب  ت  دا، در ن  م  ی ک  ن  د. ت  غ  ی  ی  ری چ  ی  پ  س ه  ا ع  دده  ای م  ج  م  وع زوج  ی  ت ده  ن  د، ج  ا
چ  ی  پ  س ه  ا ه  مۀ اگ  ر ول  ی م  ی م  ان  د. ف  رد ه  م  ی  ش  ه پ  س ب  ود، ف  رد (٢١) م  ج  م  وع
(ش  ش م  ی ش  ود زوج ع  ددی م  ج  م  وع ش  ان ب  اش  ن  د، ش  ده ج  م  ع ق  ط  اع ی  ک در

داری  م). ی  ک  س  ان ع  دد
داش  ت  ه ق  ط  اع دوازده ق  ط  اع، ش  ش ب  ه ج  ای ق  ب  ل م  س  ئ  ل  ۀ در اگ  ر .۶ مسئلۀ

م  ی ک  ن  د؟ ت  غ  ی  ی  ر پ  اس  خ آی  ا ب  اش  ی  م،
خ  ی  ر. پ  اس  خ.

ق  ط  اع ه  ا وق  ت  ی ن  ب  اش  د: ک  ارگ  ش  ا ۵ م  س  ئ  ل  ۀ ای  دۀ م  ی رس  د ن  ظ  ر ب  ه راه ح  ل.
ع  دد اب  ت  دای  ی م  ج  م  وع م  ی ک  ن  ی  م، ش  م  اره گ  ذاری ١٢ ت  ا ١ از ع  دده  ای ب  ا را
ب  ررس  ی ب  ی  ش  ت  ری وس  واس ب  ا را م  ج  م  وع ت  غ  ی  ی  ر م  ی ش  ود. زوج چ  ی  پ  س ه  ا
چ  ی  پ  س ی  ک (ع  دد ن  م  ی ک  ن  د ت  غ  ی  ی  ری م  ج  م  وع ح  ال  ت ه  ا، اک  ث  ر در م  ی ک  ن  ی  م:
چ  ی  پ  س ه  ای ی  ا م  ی ی  اب  د، اف  زای  ش واح  د ی  ک دی  گ  ری ع  دد و ک  اه  ش واح  د ی  ک

دارد: وج  ود اس  ت  ث  ن  ا دو داده ان  د). ج  ا ت  غ  ی  ی  ر دوازده  م و اول ق  ط  اع ه  ای
١١ آن (ع  دد ش  ود ب  رده اول ق  ط  اع ب  ه دوازده  م ق  ط  اع از چ  ی  پ  س ی  ک .١

م  ی ش  ود؛ ک  م واح  د ١ دی  گ  ر چ  ی  پ  س ع  دد و م  ی ی  اب  د)، ک  اه  ش واح  د
١١ آن (ع  دد ش  ود ب  رده دوازده  م ق  ط  اع ب  ه اول ق  ط  اع از چ  ی  پ  س ی  ک .٢

م  ی ش  ود. زی  اد واح  د ١ دی  گ  ر چ  ی  پ  س ع  دد و م  ی ی  اب  د)، اف  زای  ش واح  د
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ت  غ  ی  ی  ر واح  د ١٢ چ  ی  پ  س ه  ا ع  دد م  ج  م  وع ح  ال  ت ه  ا، ای  ن از ی  ک ه  ر در
م  ج  م  وع ول  ی اس  ت. ۴ از م  ض  رب  ی آم  ده ب  ه دس  ت ع  دد ی  ع  ن  ی، م  ی ک  ن  د،
ه  رگ  ز پ  س ن  ی  س  ت. ب  خ  ش پ  ذی  ر ۴ ب  ر ،١ + ٢ + ...+ ١٢ = ١٣ × ۶ اص  ل  ی،
ج  م  ع ق  ط  اع ی  ک در چ  ی  پ  س ه  ا ه  مۀ اگ  ر ول  ی ب  اش  د. ۴ از م  ض  رب  ی ن  م  ی ت  وان  د

ب  ود. ب  خ  ش پ  ذی  ر ۴ ب  ر ی  ک  س  ان) ع  دد ١٢) آن ه  ا م  ج  م  وع ب  ودن  د، ش  ده
م  ی ک  ن  ن  د ح  رک  ت ه  م م  خ  ال  ف ج  ه  ت در چ  ی  پ  س ه  ا ای  ن  ک  ه از ۵ م  س  ئ  لۀ راه ح  ل در
ح  ل از ق  ب  ل ت  ا اس  ت (ب  ه  ت  ر ن  داش  ت چ  ن  دان  ی اه  م  ی  ت آن  ج  ا در ن  ک  ردی  م. اس  ت  ف  اده
م  وض  وع ای  ن ۶ م  س  ئ  لۀ در ول  ی ن  ک  ن  ی  د). ت  وج  ه ش  رط ای  ن ب  ه ۶ م  س  ئ  لۀ ب  ح  ث و
را چ  ی  پ  س ه  ا ب  اش  ی  د (م  ج  از ک  ن  ی  د ح  ذف را ش  رط ای  ن اگ  ر م  ی ک  ن  د. پ  ی  دا اه  م  ی  ت
ج  م  ع ی  ک ج  ا در م  ی ت  وان را چ  ی  پ  س ه  ا آن وق  ت ده  ی  د)، ح  رک  ت ج  ه  ت ی  ک در

ک  رد.

ح  اص  ل ض  رب ع  لام  ت
ک  ن  ی  د ث  اب  ت اس  ت. ١ ب  ا ب  راب  ر ص  ح  ی  ح ع  دد ٢٢ ح  اص  ل ض  رب .٧ مسئلۀ

ن  ی  س  ت. ص  ف  ر ع  دده  ا ای  ن م  ج  م  وع
ف  ق  ط ه  س  ت  ن  د. −١ ی  ا +١ ب  ا ب  راب  ر ع  دده  ا ای  ن ک  ه اس  ت روش  ن راه ح  ل.
ی  ک ه  ا م  ن  ف  ی ت  ع  داد و ی  ک ه  ا ت  ع  داد ک  ه ش  ود ص  ف  ر اس  ت م  م  ک  ن م  ج  م  وع وق  ت  ی

م  ی ش  ود. −١ آن ه  ا ح  اص  ل ض  رب ای  ن ص  ورت در ب  اش  د. ١١ ب  ا ب  راب  ر
پ  ی  دا ن  ک  ت  ه ای  ن ط  رح ب  رای ف  رص  ت  ی ک  ه ب  ود دل  ی  ل ای  ن ب  ه م  س  ئ  ل  ه ای  ن آوردن

ک  ه ک  ن  ی  م

ج  م  ع ک  ردن ه  ن  گ  ام زوج  ی  ت م  ش  اب  ه رف  ت  اری ح  اص  ل ض  رب ع  لام  ت •
ع  دد دو ح  اص  ل ض  رب و م  ث  ب  ت ه  م ع  لام  ت، ع  دد دو ح  اص  ل ض  رب دارد:

اس  ت. م  ن  ف  ی غ  ی  ره  م ع  لام  ت،
ب  اش  د؟ ب  ای  د چ  گ  ون  ه ای  ن  ج  ا در ج  م  ل  ه چ  ن  د م  ج  م  وع زوج  ی  ت ب  ه م  رب  وط ن  ک  ت  ۀ ول  ی

ک  ن  ی  د: گ  وش  زد دان  ش آم  وزان ب  ه را زی  ر راب  طۀ م  ی ش  ود ت  وص  ی  ه

١٣


