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كارشناسي ارشد يكشريف رتبه مدرسان   )1رياضي عمومي (

 
  اولفصل 

  » تابع« 
  

  انواع تابع و مفاهيم مرتبط با آن :1درسنامه

مفهوم تابع   
  

S)را در نظر بگيـريم  rاي به شعاع. مثلاً اگر فرمول مساحت دايرهآيدوجود ميبهوقتي كميتي وابسته به كميتي ديگر باشد، مفهوم تابع  r )  ، مسـاحت دايـره،   2
  ابطـه، دقـت كنيـد در ايـن ر    .است rتابعي از Sگوييمبستگي دارد. در اين جا كميت مساحت به كميت شعاع وابسته است و مي rيعني ،به شعاع دايره Sيعني

r متغير مستقل وS  شـود.  ايجـاد مـي  متغير وابسـته   فقط يك مقدار بـراي  متغير مستقلمتغير وابسته است. خاصيت هر تابعي اين است كه براي هر مقدار از
  دست خواهد آمد.بهحت واضح است به ازاي يك شعاع مشخص براي دايره، قطعاً يك و فقط يك مسا

  گويند.گيرد، برد تابع ميتابع و به مجموعه مقاديري كه متغير وابسته مي يگيرد، دامنهبه مجموعه مقاديري كه متغير مستقل مي تعريف دامنه و برد تابع:
yيتوان گفت ضابطهبه شرطي مي شرط تابع بودن:  f (x) ر مقدارتابع است كه به ازاي هx ،  فقط يك مقـدار بـرايy     يايجـاد شـود. مـثلاً ضـابطهy x 2   

 y، يك مقدار يكسـان بـراي  xآيد (دقت كنيد اگر به ازاي دو مقدار مختلف ازمي پديد yبدهيم، فقط و فقط يك مقدار براي xيك تابع است، چون هر مقداري كه به
yيطور كه در ضـابطه ايجاد شود، باز هم خواهيم گفت ضابطه داده شده، تابع است. همان x xبـه ازاي  2 1 وx  1    يعنـي  ،يـك مقـدار يكسـانy 1   ايجـاد

xيشود). اما ضابطهمي y 2 xمثلاً مقدار xچون اگر به .نيست xتابعي برحسب ،2  yدو مقدار متفاوت yبراي گاهآنرا بدهيم،  2  2 شودايجاد مي.  
  محك خط قائم براي تشخيص تابع بودن:

yمنحني f (x) فقط وقتي تابعي ازx   است كه اگر خـط
، اين خط قائم، نمودار كنيمتصات رسم قائمي در دستگاه مخ

  .  نكند بيش از يك بار قطعتابع را 
  مقابل توجه كنيد:براي مثال به دو نمودار 

  
  
  

yكنيد، هر خط قائمي كه بر نمودارملاحظه مي(الف) شكل در طور كه همان x تـوان  و بنابراين مـي   كندنمودار تابع را قطع مي ،كنيم، فقط در يك نقطهرسم  2
yيگفت ضابطه x xبينيد، خط قائمي كه بر نمودارمي (ب)طور كه در شكل است. اما همان xتابعي برحسب 2 y ايم، نمودار تابع را در دو نقطـه  رسم كرده 2

xيتوانيم بگوييم ضابطهكرده است. پس مي(يعني بيش از يك نقطه) قطع  y   نيست. xتابعي برحسب 2

 به ازاي كدام مقدار  :1مثالmيرابطهf {( , ),( , ),(m, ),( ,m m)} 23 2 1 2 1   باشد؟يك تابع مي 3
  2) 4  -2) 3  1) 2  1و  -2) 1
  : و3,  2هـاي ( چون زوج»  3«نه گزيپاسخ ( ),m m23(  هـاي دوم آنهـا نيـز بـا هـم برابـر باشـد        بايـد مؤلفـه   ، پـس ايـن تـابع قـرار دارنـد     يدر ضـابطه  

m                   پس داريم:  ؛اول آنها) ي(به دليل تساوي مؤلفه m m m (m )(m ) m , m             2 22 2 1 2 1 2   
mاگر 1 هايزوج گاهآن ،باشد( , )1 )و1 , )1 mيك تابع باشند، پس يتوانند در ضابطهشود كه نميايجاد مي 2  2 .قابل قبول است  

  
 هايي به شكلابطهوابسته (در ضمتغير  هايي كه در آنهارابطه :1تذكرy f (x) منظورy (داخل قدرمطلق، براكت، داراي تـوان زوج و يـا كمـان يـك     است ،

  شرط ديگري داده شده باشد. كه در صورت سؤال،مگر آن ،دهيمنشان مي yمتغير وابسته را باتابع نيستند.  معمولاًنسبت مثلثاتي باشد، 

x

y

2y x

x

y

2x y

 )ب( (الف)
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كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 دامنه توابع وارون  
  

  كنيم.) آشنا شديم. اكنون چند مثال را با هم مرور مي4در توابع وارون مثلثاتي و هيپربوليكي در درسنامه ( xبا حدود تغييرات

 يي تابع با ضابطهدامنه :92مثالf (x) Arcsin(x ) Arctg x x   21   كدام است؟ 2
1( [ , ] 2 1  2( { , }2   3( [ , ]2   4( { , , } 1 2  
  : 2«گزينه پاسخ«    

x [ , ]
{ , }

x x x(x ) ( , ] [ , )

       
        

2
1 1 1 2

2
2 2 2




   
IÀJH¼] ¥HoT{H  

  

 يتابع با ضابطه يدامنه :93مثالf (x) tgh ( x) 1   كدام است؟ 1
1 (  2 ({ }  3 ({x : x }   4 ({x : x }   
  : بين يدعبارت مقابل آرك تانژانت هيپربوليك، با  »1«گزينه پاسخ1 و1 :غيرممكن   باشد، بنابراين داريمx x      1 1 1   

  

 تعريف يحوزه :94مثالf (x) Arcsin(log x)   كدام است؟ 2

1 (x 1 2  2 (x 1  3 (x  2  4 (x 
1 22  

  : 1«گزينه پاسخ  «  Arcsin(log x) log x x    2 2 1    

log  :  داريم باشد، بنابراين 1و 1بايد بين Arcsinاز طرفي عبارت مقابل x x     2
11 1 22  

  .صحيح است )1ي (شود گزينهنتيجه مي ،دست آمدههاي بهفتن جواباز اشتراك گر
  

 تابع با ضابطه دامنه  :95مثالf (x) Arccosx       كدام است؟ 3

1 ([ , ]
11 2  2 ([ , ]

1 1
2 2  3 ([ , ] 1

2  4 ([ , ]1 12  

 :تابع يبا توجه به تعريف دامنه»  4«گزينه   پاسخArccos x ابتدا داريم كهx  1   . از طرفي عبارت زير راديكال بايد نامنفي باشد. پس داريم: 1

Arccos x Arccos x Arccos
    

13 3 2   

Arccosرسيم؛ با توجه به اينكه تابعل مياؤي مهم اين سحالا به نكته x خواهيم آن را از دو طرف نامساوي حذف كنيم، جهت نامساوي نزولي است وقتي مي

xArccos  يعني داريم: ،كندتغيير مي x Arccos x x       1 11 1 1 12 2 2  

برد تابع   
  

 يـك تـابع  براي تعيين بـرد  دهند. نمايش مي fRرا با نماد fمعمولاً برد تابعتواند داشته باشد، مي yكه ي مقاديريي همهاز مجموعهمفهوم برد يك تابع عبارت است 
  :هاي مختلفي وجود دارد كه به شرح زير استروش

بـه ايـن روش،    پـذير نيسـت.  توان در تمام توابع به عنوان بهترين روش محسوب كرد و در بسياري موارد نيز امكاناين روش را نمي: yبرحسب xآوردن دستـ به1
  از اين اصطلاح استفاده نكنيم. بهتر است ما ، لذاپذير نيستندي توابع معكوسگويند. اما چون همهروش استفاده از تابع معكوس هم مي

 يبرد تابع با ضابطه  :96مثالy
x


2

2
1

  كدام است؟ 

1 (y  3  2 (y  2  3 (y 
3
2  4 (y 

5
2  

 : بع،ي تااز ضابطه»  2«گزينه  پاسخx را برحسبy آوريم:دست ميبه    
xy yy yx y x y

y yx
   

          


22 2
2
2 2 22 2

1
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 مقادير يبرد يا حوزه  :97مثال(Range) تابعxy
x






2
2

1
1

  كدام است؟ 

1 (  2 (  3) (1  4  ]-1و ({ }    
  : ابتدابرد،  يبراي محاسبه  »3«گزينه پاسخx را برحسبy آوريم:دست ميبه  

xx y yy yx y x x yx y x ( y) y x
y yx

   
                

 

22
2 2 2 2 2 2

2
1 1 11 1 1 1 1 11

  

yبارتع يدحال با
y



1
yبرايباشند. مي 1و 1هاي صورت و مخرج كسر به ترتيبرا تعيين علامت كنيم، ريشه 1 1 مقدار كسر منفي است. برايy  1   باز هـم

yي بين دو ريشه يعنيفي است، اما در فاصلهمقدار كسر من  1 yدقت كنيد كه .مقدار كسر مثبت است 1 1 ي مخرج استچون ريشه ،قابل قبول نيست.  
]يبازهبرد تابع  ،فوق توضيحاتبا توجه به  , )1   باشد.مي 1

  

 يبرد تابع با ضابطه :98مثالf (x) x x  22     كدام است؟ 1
1( ( , )11  2( [ , ]11  3( [ , ]2 2   4( ( , )2 2  
 : 2«گزينه  پاسخ«     

  توانيم تعيين كنيم:مي yبرحسب xوشتننرا با  تابعبرد اين روش اول: 

  x Ay x x y x ( x ) x x y A A y            
222 2 2 2 4 2 2 2 22 1 4 1 4 4 4 4 ·H¼U ¾M¸Ã o‡  

كه معادله داراي جواب باشد، بايد. براي آنداريم Aدرجه دوم برحسب يحالا يك معادله  .باشد  
y y y y             2 2 24 4 4 4 1 1 1  

xبا توجه به وجود روش دوم: xدهيماز يك راه حل ابتكاري استفاده كنيم؛ قرار مي توانيمزير راديكال مي 21 sin t:در اين صورت داريم ،    

f (t) sint sin t sin t cos t sin t | cos t | sin t    2 22 1 2 2 2  
]هم به صورت fباشد. پس بردمي 1و  -1بين دانيم تغييرات تابع سينوس، و مي , ]1   است. 1

  

 برد تابع :99مثالy x  2     ؟كدام است 2
1([ , )2  2([ , ] 2 2  3([ , ] 2  4([ , )   

 :كنيم:ي تابع را محاسبه ميابتدا دامنه » 3«گزينه   پاسخ  

  y x  2 2   
( ) x x   1 2 2  

( ) x x x x           2 2 2 2 2 4 2 4 2  
fD ( ) ( ) x [ , ]      1 2 2 4 2 2 4 2  

  پردازيم:رد تابع ميي باكنون با توجه به دامنه، به محاسبه

  x x x           2 4 2 2 4 2 2   

fx x R [ , ]              2 2 2 2 2 2 2 2 2  
  

yكـه بـرد تـابع   توجـه بـه ايـن    بـا  ،روددر اين روش كـه معمـولاً در توابـع بـا تـوان زوج بـه كـار مـي        ـ استفاده از مربع كامل: 2 ax bx c  2  اگـرa   

]برابر , )
a


 4 و اگرa   برابر( , ]
a


   هاي به اين شكل را جواب داد.توان تستمي ،باشد 4

 برد تابع  :100مثالg(x) x x  2 4   كدام است؟ 5
1 ( 2 (( , )   3 ([ , )1  4كدام) هيچ  

 : در اين مثال» 3«گزينه  پاسخ
a
  
 

4
]توجه به فرمول برد تابع و با 1 , )

 
4

]يا  4 , )1 باشد.مي  
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 برد تابع  :101مثالy sin x x 1   كدام است؟ 2

1 ([ , ] 
3  2 ([ , ] 

6  3 ([ , ] 
4  4 ([ , ] 

2  

 :ابتدا برد تابع » 2«گزينه   پاسخx x     نويسيم:نيم، براي اين منظور عبارت زير راديكال را به صورت مربع كامل و يك عدد ثابت ميكرا حساب مي 2

x x (x )   2 21 1
4 2  

x)مقدار ) 21
x)بزرگتر يا مساوي صفر است و اين يعني 2 )  21 1

4 1، قطعاً كوچكتر يا مساوي2
xاست. پس 4 x 2 1

xو لذا 4 x 2 1
باشـد و از  مـي  2

xآنجايي كه عبارت راديكالي است، پس بزرگتر از صفر هم بايد باشد، لذا x   2 1
ي تابعي اكيداً صعودي است، پس با اعمال آن رو sin1. از طرفي چون2

sin  ماند:ها ثابت باقي ميجهت ،نامساوي ( ) sin ( x x ) sin ( ) y    
     1 1 2 1 1

2 6
  

  
  ها و روابط موجود: ـ استفاده از فرمول3

x (x )
x

   
1 2 )2  x ; (x )

x
  

1 2 )1  

ff (x) x a x b R b a , b a          )4  ff (x) | x a | | x b | R [| b a |, )       )3  

 f
axf (x) R a , a

x
   

2
2

1
)6  

f

x
f (x)

x
R [ , )

xf (x)
x


   

  

2
2

1
1

1

)5  
f (x) a sin x bcos x a b f (x) a b       2 2 2 2)7  

f
ax b af (x) R
cx d c

         
)9  n n

nf (x) sin x cos x f (x)    2 2
1

1 1
2

)8  

 يبرد تابع با ضابطه :102مثالxf (x)
x






2

2
2
1

  كدام است؟ 

1 ([ , )2  2 (( , ]2  3 (( , )  4 (( , ) ( , ]1 1 2   

 :1«گزينه  پاسخ«  x x xf (x) x
x x x x x

   
      

    

2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 1 1 1 1 11
1 1 1 1 1

  

xچون  2 1 fR  داريم: هاي گفته شدهباشد، لذا طبق نامساوي ارائه شده در فرمولمي 1 :[ , )2  
  

 برد تابع :103مثالy sin x cos x 4   آوريد. دستبهرا  4
  : پاسخ  

fy  هاي گفته شده داريم:با توجه به فرمولروش اول:  y R [ , ]

      2 1

1 1 11 1 12 22
  

fsin  اگر فرمول يادتان نباشد:روش دوم:  x cos x (sin x cos x) sin x cos x sin x R [ , ]        4 4 2 2 2 2 2 21 12 1 2 12 2  

  

 يبرد تابع با ضابطه  :104مثال(x )f (x)
x





2
2

1
1

      كدام فاصله است؟ 

1 ([ , ]1  2 ([ , ]2  3 ([ , )2  4 (( , )  1  

 : 2«گزينه  پاسخ«             x x xf (x)
x x
 

  
 

2

2 2
1 2 21

1 1
  

xگفته شده داريم:  فرمولاز طرفي با توجه به 
x

  
2

21 1
1

f، بنابراين (x)  2.  
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 يبرد تابع با ضابطه :105مثالf (x) sin x cos x 4   )89(كشاورزي ـ سراسري   كدام است؟ 4

1 ([ , ]1  2 ([ , ] 1  3 ([ , ]
1 1
2 2  4 ([ , ]11  

 :نويسيم: تر ميابتدا ضابطه تابع را ساده » 4«گزينه  پاسخ   

f (x) sin x cos x (sin x cos x)(sin x cos x) sin x cos x cos x        4 4 2 2 2 2 2 2 2 
fپس تابع (x) cos x  ]يآن بازه باشد و بنابراين بردمي 2 , ]1   است. 1

Ë   ايم.آن را حل كرده» ها)) بدون دخالت دست! (روش رد گزينه2) و (1حل سؤالات رياضي عمومي («اين سؤال روش تستي و سريع دارد كه در كتاب  
  

 برد تابع  :106مثالxy
e




2
1

        در كدام بازه است؟ 
1([ , )2  2(( , ]2  3(( , )2  4(( , )2  
 : وقتي  »4«گزينه  پاسخxبه دارمق ،ميل كندxe ًهر چقدر .شودمي 2برابر  تقريباًبرابر صفر خواهد شد و در نتيجه مقدار كسر  تقريباx شود بزرگ، 
yلذا ،صفر خواهد شد برابر تقريباًگاه مقدار كسر آن نزديك شود، به xنيز افزايش يافته و وقتي xeرامقد  2 باشد.مي  

  

 دامنه و برد تابع: 107مثالxf (x)
x





2 1
  )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (fD [ , )
1 fRو 22 [ , )   2 (fD ( , ) 2 وfR [ , )   

3 (fD [ , ]
1 fRو 22 { }     4 (fD [ , ) 2 وfR { }    

 :ي كسرجدول تعيين علامت را برا»  1«گزينه  پاسخxy
x





2 1
  دهيم.ميتشكيل  2

x

x
x

xy
x




 

   
   


   


1 22
2
2 1

2 1
2

 

)يفقط در بازه , )1 yداريم 22  در .x  xشود پسمخرج صفر مي 2  xدر دامنه نيست اما در 2 
1
yداريم 2  به اين ترتيب دامنه تابع . 

xf (x)
x





2 1
fDبرابر است با 2 [ , )

1   پردازيم.مي تابع ي برداكنون به محاسبه .) است1و جواب گزينه ( 22

xبه ازاي 
1
yداريم 2   كهو وقتيx    خواهيم داشت: 2

x x

xlim y lim
x   


   

2 2

2 1 3
2 

  

yبنابراين    است. برد اين تابعfR [ , )  .است  
  

 برد تابع :108مثالf (x) cosh( cosh x) 2    كدام است؟  2

1 ([ , )2  2 ([ , )1  3 (e[ , )
e

 
2

2
1

2 2
  4( [e , )

e
 2

2
1  

 :دانيم كه تابعمي»  4«گزينه  پاسخcosh x در اعداد مثبت صعودي است و مقدار آن از1 تا كند. با دو بار اسـتفاده از ايـن نكتـه خـواهيم     تغيير مي
cosh  داشت: x cosh x cosh cosh( cosh x) cosh cosh( cosh x)              1 2 2 2 2 2 2 2 2  

coshبنابراين f (x)  2 ي. با توجه به ضابطه2
x xe ecosh x


 coshداريم 2 e

e
 2

2
12 eپس .2 f (x)

e
   2

2
1.  

  

 اگر :109ثالمf (x) x  1 hو 1 (x)
f (x)




1
  )88ـ سراسري  MBA(  كدام بازه است؟  h1تابع ي، دامنه1

1(( , ) 1  2([ , ) 1  3(( , ] 1  4([ , ] 1  
 :ي تابعبا توجه به ضابطه» 3«گزينه  پاسخf 1 يتوان نتيجه گرفت كه دامنهميf 1 برابر[ , )  است، پس برد تابعf نيز[ , )  داريم باشد. يعنيمي :  

  f (x) f (x)
f (x)

        


11 1 11   

hيعني برد تابع (x)يبازه( , ] )نيز h1ي تابعاست، پس دامنه1 , ]   خواهد بود.  1
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 يبرد تابع با ضابطه :110مثالf (x) Arccos( )
sinx


   كدام است؟  1

1 ([ , ]  2 (( , )  3 ({ , }  4 ({ , , } 2  

 :يابتدا دامنه  »3«گزينه  پاسخf (x)  كنيم. تابعمي پيداراArccos u به شرطي تعريف شده است كهu  1 باشد. بنابراين داريم: 1
sin x

  
11 1 .

  وند:هاي مثبت و منفي تفكيك شكه بتوانيم طرفين نامساوي را معكوس كنيم، لازم است بخشبراي آن
sin x

sin x

sin x
sin x





      

       


1 1 1

11 1
  

sinدانيم كهمي اما x  1 sinكهها غيرممكن هستند مگر آناين نامساوي پس 1 x 1 ياsin x  1 پس اين تابع فقط در نقاطي تعريف شـده اسـت    ،باشد

sinكه x  1 ) هاييعني در زاويهباشدx k
   22توانيم برد). حالا ميf (x) :را مشخص كنيم  

f

sin x y Arccos( )
R { , }

sin x y Arccos( )

       
      
 

11 1
11 1


  

y) جزء صحيح  شاملتوابع تعيين برد   f (x) )     
yپس براي تعيين برد توابع به شكل ،اعداد صحيح خواهد بود ،كه حاصل جزء صحيحبا توجه به اين f (x)     ابتدا برد تـابعf (x)     را تعيـين كـرده و سـپس در

fكه براي ايبازه (x) مقادير ممكن براي ،دست آمدهبهf (x)   كنيم.را پيدا مي  

 برد تابع  :111مثالy x    
( ست؟كدام ا 21   (نماد جزء صحيح است  

1 ({ , }1   2 ({ }   3 ([ , ]1 1  4 (( , ) ( , )  1 1  
 : 1«گزينه  پاسخ«  

   
xf (x) x f (x) x x f (x) f (x) f (x) f (x) y { , }

f (x) ( )

                      
  

22 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1
   

 c†H»‡o{
  

  

 برد تابع :112مثالy tgx cot gx    كدام است؟)   (نماد جزء صحيح است  
1 ({ }   2 ({ , , }  1 1  3 ({ , }  1  4 ({ , }  1  

 : ه كنيد كه:ابتدا توج»  2«گزينه  پاسخ   tgx cot gx tgx
tgx

  
1  

 1و  1، قرار ندارد و در نتيجه برد تابع شامل اعداد صحيح 2و  -2عبارت درون جزء صحيح در تابع فوق بين  دانيممي ،گفته شده هايبنابراين با توجه به فرمول
  نخواهد بود. 

  

 برد تابع :113مثالy sin x sinx    
2 2 (شامل چند عضو است؟  1   (نماد جزء صحيح است  

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  
 :4«گزينه  پاسخ «  y sin x sin x sin x sin x (sin x ) (sin x )                          

2 2 2 22 1 2 1 2 1 2 1 2  

sinدانيممي x  1 sinلذا ،باشدمي 1 x  1 2  يعني ،است 4بين صفر و  ،برسدنيز  2است و هنگامي كه به توان(sin x )  21 4لذا داريم ؛  :    
(sin x ) y       21 1 2 2   
(sin x ) y       21 1 2 1 2 1  

y(sin x ) y R { , , , , }          22 1 3 2 2 2 1 1 2   

(sin x ) y      23 1 4 3 2 1  

(sin x ) y     21 4 4 2 2  
  

;يدانستن رابطه :71نكته  x
y x x

; x
 




             yكهاين ي آن يعنيدر حل برخي سؤالات كاربرد دارد كه البته نتيجه 1 { , } 1   ،اسـت 

  گيرد.ما قرار مي يبيشتر مورد استفاده
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  دومفصل 

  » حد و پيوستگي« 

  ي مستقيم حد، حدود چپ و راستتعاريف حد، محاسبه :1درسنامه
  

ها در يك نقطه تعريف شده آشنا شديم. ولي در اين فصل رفتار اين توابع در همسايگي يك نقطه (كه لزوماً تـابع در آن  در فصل گذشته، با توابع مختلف و مقدار آن
fكند، حد تابعميل مي aبه سمت xدر حالت كلي وقتيكنيم. ميبررسي نقطه تعريف شده نيست) را  (x) برابر باL :شود، نمادگذاري زير را داريم  

x a
lim f (x) L


  

fحددر پيدا كردن  ،دقت كنيد (x) وقتي كهx به سمتa كند، هرگز حالتي را كهميل ميx a گيريم. در حقيقت حتي لازم نيسـت در نظر نمي ،استf (x) 
xدر a  ،محذوف مهم اين است كه در همسايگي فقطتعريف شده باشدa يعني در همسايگي)a به جز خودa (.تعريف شده باشد  

 تعريف حدود چپ و راست  
  

وقتـي  نزديـك شـود.    aتواند از سمت چپ و يا از سمت راست بهمي x، متغيرaاي مانندتابع در نقطهي حد يك در محاسبه ،طور كه در مفهوم حد گفتيمهمان
نويسيممي

x a
lim f (x) L


 حد، منظورمان آن است كهf (x) وقتيx چپ به سمت ازa كند، برابر باميل ميL نويسـيم مـي  وقتي است و

x a
lim f (x) L


 

fحد يعني (x) وقتيx راست به سمت ازa كند، برابر باميل ميL است. نمادگذاريx a يعني فقطx گيـريم كـه از  هايي را در نظر مـيa   كوچكترنـد و
x نمادگذاري a يعني فقطxگيريم كه ازهايي را در نظر ميa  توان نتيجه زير را گرفت:مي گفته شدهبزرگترند. با توجه به توضيحات  

كهآنشرط لازم و كافي براي 
x a
lim f (x) L


 است كه باشد، آن
x a x a
lim f (x) lim f (x) L

  
 حد ايـن اسـت كـه حـد      براي وجود زم و كافيلا (يعني شرط

fصورتگاهي اوقات حد راست و حد چپ را به باشند.)و با هم برابر هر دو وجود داشته  ،چپ و حد راست (a ) وf (a ) نويسيم.مي  

 ويژگي جايگذاري مستقيم در ضابطه ي تابع  
  

fاگر تابع (x) ها باشد وهيپربوليك، راديكالي، لگاريتمي و نظاير اين ،، مثلثاتيگويا اي، كسراز نوع چندجملهf (a)  وقت داريم:باشد، آنتعريف شده  

x a
lim f (x) f (a)


  

fيعني براي پيدا كردن حد تابع (x) يدر نقطهx a ياز دامنهf، يتوانيم در ضابطهميf به جايxمقدار ،a  اولاً  را قرار دهيم. به دو موضوع دقت كنيد كـهa  در
fدامنه (x) از جمله توابعي هستند كه لزومـاً  اي مثلاً توابعي مانند جزء صحيح يا توابع چندضابطه ؛توان مقدار تابع را با حد آن يكسان دانستباشد و ثانياً در همه توابع نمي

  .ي تابع ممكن است مقدار حد فقط از يك طرف موجود باشدنيز با توجه به دامنهدر توابع راديكالي و لگاريتمي  مشخص، يكسان نيست. يمقدار تابع با حد تابع در يك نقطه

 قواعد و قضاياي حد  
  

ي ايـن  دقـت كنيـد كـه همـه     .پردازيمميكنيم و سپس به يكي از قضاياي مهم حد ابتدا به تعدادي از قواعد و اعمال جبري بر روي حدود اشاره مي ،در اين قسمت
رقرار هستند كهقضايا به شرطي ب

x a
lim f (x) L


 و 1
x a
lim g(x) L


   :باشندهر دو موجود  2

  حد مجموع (تفاضل)، برابر با مجموع (تفاضل) حدهاست: ـ1
x a x a x a
lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x) L L
  

    1 2  

  تواند از حد خارج شود:مي Cضريب ثابت ـ2
x a x a
lim (Cf (x)) C lim f (x) CL
 

  1  
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  ضرب حدهاست:برابر با حاصل ،ضربحد حاصل ـ3
x a x a x a
lim f (x)g(x) lim f (x) lim g(x) L L
  

   1 2  

x  :حد نسبت، برابر با نسبت حدهاست (به شرطي كه حد مخرج صفر نباشد) ـ4 a
x a x a

x a

lim f (x) Lf (x)lim ( ) , ( lim g(x)
g(x) lim g(x) L


 



  1
2

 Šo{IM)  

n ـ5 n
x a x a
lim [f (x)] [ lim f (x)]
 

 كهn .يك عددي طبيعي است  

fر حداگ ـ6 (x) درx a موجود باشد، حد| f (x)  نيز در اين نقطه وجود دارد و خواهيم داشت: |
x a x a
lim | f (x) | | lim f (x) |
 

   اما عكس اين مطلـب صـحيح ،

fنيست. مثلاً در تابع علامت (x) sgn x حد| f (x) xدر |   برابر با يك است، اما حدf (x) .وجود ندارد  
nـ7 n

x a x a
lim f (x) lim f (x)
 

 كهn يك عدد طبيعي است و اگر زوج باشد، بايد مقدار
x a
lim f (x)


  شد.با نامنفي 

f، نامساويaنزديك xاگر به ازاي هرـ 8 (x) g(x)  ،داريم: گاهآنبرقرار باشد  
x a x a
lim f (x) lim g(x)
 

  

 اگر :1مثال
x

f (x)lim
x

2 1396


حاصل گاهآن، 
x

f (x)lim
x

  دست آوريد.بهرا  

  : كنيم:ضرب) استفاده مي(حد حاصل 3(حد نسبت) و سپس از قاعده  4ابتدا از قاعده پاسخ  

  x
x x x

x x

lim f (x)f (x) f (x)lim lim ( ) lim x
( lim x)( lim x) xx


  

 

        2 1396 1396 1396 1396
  

 

  

  

 اگر  :2مثال
x a
lim[f (x) g(x)]


  و 2
x a
lim[f (x) g(x)]


  گاه مقدار، آن1
x a
lim f (x)g(x)


  كدام است؟ 

1 (2
1
4

  2 (3
2  3 (1

4  4 (3
4  

 :ابتدا با كمك حدهاي معلوم داده شده، حد هر كدام از توابع » 4«گزينه   پاسخf (x) وg(x) آوريم:را به دست مي  

x a

x a
x a

lim [f (x) g(x)]
lim [f (x) g(x) f (x) g(x)]

lim [f (x) g(x)]





 
        

2
2 11

RnIL– »j ·jo¨ ”μ]  

x a x a x a
lim f (x) lim f (x) lim f (x)
  

     
32 3 2 3 2  

  كنيم:بار طرفين را از يكديگر كم مي دوباره به دستگاه فوق دقت كنيد؛ اين

x a x a x a
lim [f (x) g(x) f (x) g(x)] lim g(x) lim g(x)
  

        
12 1 2 1 2   

  ضرب دو تابع را حساب كنيم:توانيم حد حاصلحالا مي
x a x a x a
lim [f (x)g(x)] lim f (x) lim g(x)
  

    
3 1 3
2 2 4  

هاينبايد از همان ابتدا از تساوي در پاسخ به اين مسألهتوضيح: 
x a x a x a
lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)
  

      بـه  » حـد مجمـوع  «ي اسـتفاده كنـيم. قاعـده

fشرطي برقرار است كه مطمئن باشيم حد هر كدام از توابع (x) وg(x) ها از همان ابتـدا، داراي ايـراد علمـي اسـت. بـه      ت. پس استفاده از اين تساويموجود اس
fهمين علت ما به جاي جدا كردن حدهاي (x) وg(x).طرفين معادلات را با هم جمع كرديم يا از هم كم كرديم ،  

  و صفر مطلق ، (  ، و  تعريف صفر حدي (  
  

 همـان  اگـر بگوييـد   .توجـه كنيـد   ،ي نزديك شدن به صفر از سمت راست آن است. به مفهوم حركت كه در ذات اين علامت نهفته استدهندهنشان علامت
/ 1  ر بگوييد. اگتر استزيرا از اين مقدار به صفر نزديك! گوييم نهمي است ما يعني/ 1  آن كه خلاصه .دهيمباز همان جواب قبلي را مي تـوان  را نمي

بـا آگـاهي از    را كنيم. البتـه ايـن كـار   عدد مثبت بسيار كوچك تصور ميرا يك  ماگاهي اوقات اما در عمل و براي سادگي بيشتر،  ؛با يك عدد ثابت مقايسه كرد
كنيم، منظورمان كميتي است كه از سمت چپ صفر در حال نزديـك شـدن بـه آن    استفاده مي دهيم. به طور مشابه، وقتي از علامتانجام مي مفهوم واقعي

كميتي در حال تغيير است، فقط براي سادگي بيشتر آن را يك عدد منفي نزديـك بـه صـفر     ويك عدد نيست  كه ناين مورد هم با وجود آگاهي از اياست. در 
/ مثلاً 1   در موردكنيم. تصور مي  و شـود، واضـح   وقتي يك عدد مثبت بر يك عدد مثبت بسيار كوچك تقسيم مـي  ؛طور تصور كنيداين توانيدمي

مثلاً .شودحاصل كسر بسيار بزرگ (مثبت) مي كه است
1

1
1 

برابر با  11 1  ب تصور كنيـد وقتـي   شود كه يك عدد مثبت بزرگ است. به همين ترتيمي

نمايش  شود كه اين حاصل منفي را باحاصل كسر يك عدد منفي مي كه شود، واضح استيك عدد مثبت بر يك عدد منفي، (بسيار نزديك به صفر) تقسيم مي
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دهيم. مثلاًمي
 1
1

1 
برابر با   11 1  ت كه آن را بااس گونه تصور نشود اين اعداد برابرتوجه كنيد كه اين دهيم.نمايش مي يا   !هسـتند

اعداد مشخصي نيستند. حالا كه بـا ايـن چهـار     يا وگرنه !آشنا شويداين مفاهيم تر با اين اعداد را انتخاب كرديم تا كمي ملموس ،چون ما براي درك بهتر
  پردازيم. مي» صفر مطلق«و » صفر حدي«مفهوم آشنا شديد، به مفهوم 

(صـفر واقعـي) اسـت.     صفر مطلقها صفر، حدي نيست و ر آنشويم كه درو ميسروكار داريم. اما گاهي اوقات با سؤالاتي روبه صفر حديما در فصل حد بيشتر با 
   !؟آيـد تعريف نشده است. اما صفر مطلق معمولاً چـه زمـاني پديـد مـي    » صفر مطلق«شود و تقسيم آن عدد بر مي برابر با» صفر حدي«مثلاً تقسيم يك عدد بر 

تعريف نشده  توجه كنيد: مقابلبه مثال 
x

xlim
x 

   
         

1

1 1 1
1 1 1 SLX¶ ¾TL²H » ¦a¼¨ nIÃvMÁjk– ¢±‰¶ oŸ‚

  

  :شود. اما به مثال زير توجه كنيدوجي برابر با صفر مطلق (واقعي) ميخررسيم، قطعاً تر از صفر ميدر واقع، وقتي در محاسبات نهايي به جزء صحيح عددي كمي بزرگ

x

x

x

xlim
xxlim

xx lim
x





 




          
  

1
1

1

1 1 1
1 1 1 1 1

1 11
1 1 1

¦a¼¨ nIÃvM » SLX¶ jk–

oŸ‚ ¾M ¦Äjqº nIÃvM » ÂŸ¹¶ jk–

  

باشـد،   كـه اگـر   اسـت يـا   صـفر موجـود در مخـرج يـا     ،شود. در واقـع در حالـت حـدي   مي يا جا صفر ما، حدي است و حاصل برابر بادر اين

گاهآن

 

1


گاهآنباشد،  و اگر 

 

1


  در زير آورده شده است: ،رو شويمها روبهبا آن سؤالاتشود. براي نمونه چند حالت مهم كه ممكن است در مي 

  
jk–
Áke oŸ‚

،           صفر مطلق   
¢±ˆ¶ oŸ‚
Áke oŸ‚

،         تعريف نشده   
Áke oŸ‚
¢±ˆ¶ oŸ‚

تعريف نشده      ،     
jk–
¢±ˆ¶ oŸ‚

  

هم باشد باز  هرجا صفر مطلق در مخرج داريم، حاصل تعريف نشده است و مهم نيست در صورت كسر چه عددي باشد (حتي اگر ؛بينيدطور كه ميدر واقع همان

در شرايط .هم حاصل تعريف نشده است) 
jk–
Áke oŸ‚

  ين علامت صفر حدي مخرج كسر دارد:بستگي به علامت صورت كسر و همچن نهايت،بي علامت ،

         


 


ÂŸ¹¶ jk–             ،


 


ÂŸ¹¶ jk–   


 


SLX¶ jk–               ،


 


SLX¶ jk–  

  .به صفر است و در حال نزديك شدنبه معناي يك عدد مثبت بسيار كوچك » اپسيلنُ« اينجادهيم. در نشان مي را با (اپسيلنُ) و را با گاهي اوقات: 1توجه
  اضافه كنيم. اين نقاط خواص زير را دارند: را به مجموعهو فرضي يهك بهتر مفاهيم حد بايد دو نقطبراي در: 2توجه

1(  و يعنيديگر نيستندقرينه يك ،( ) ( )   شود.لزوماً صفر نمي  
  داريم: aبه ازاي هر) 2

aa ( ) , a ( ) ,

aa ( ) , a ( ) ,

, ( )( ) ( )( ) , ( )( ) ( )( )

          


         
                 





   

aاگر  )3   گاه، آنباشد :a ( ) , a ( )         
aاگر )4   گاه، آندباش :a ( ) ( ) , a ( )         
aاگر  )5 1 گاهآن، باشد a    و a    و اگرa 1 ،گاهآن a    وa    

 ؟نيستكدام گزينه درست   :3مثال )   (.نماد جزء صحيح است  
1 (

x

xlim
x
1


  2 (

x

x
lim

x

   
1

1  3 (
x
lim | x |



1

1  4 (
x ( )

lim x
 

2
1

1  

  : شخص استم و ) خيلي بديهي1حد داده شده در گزينه (»  2« گزينه پاسخ.xشوند و اصـلاً لازم نيسـت حـد گرفتـه     هاي صورت و مخرج با هم ساده مي
نيـز بـا    )4(و  )3(هاي كند، همواره برابر يك است. از طرفي حاصل حدود داده شده در گزينهبه چه سمتي ميل مي xكهشود. در واقع حاصل اين حد بدون توجه به اين
  .كنيم) با توجه به وجود جزء صحيح بايد حدود چپ و راست را حساب 2شود. اما براي تابع داده شده در گزينه (ويژگي جايگذاري مستقيم عدد برابر با يك مي

x x x x x x

x x
lim lim lim , lim lim lim

x x x x x x     

 

     

                     
1 1 1 1 1 1

1 11 11 11 1
    

  چون حاصل حد چپ و راست با هم برابر نيست، لذا تابع حد ندارد.
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 حد چپ و حد راست تابع :4مثال| x x |
f (x)

x
    ند؟اكدام به ترتيب از راست به چپ صفر يهدر نقط )   (نماد جزء صحيح است  

  1و  ) 4  1و    3 (و  -  2 (1و  1) 1

  : بهتر است قبل از گرفتن حد، با دانسـتن  محاسبه كنيم، اي هرگاه در تابعي جزء صحيح وجود داشته باشد و بخواهيم حد تابع را در نقطه»  3«گزينه  پاسخ
    تكليف جزء صحيح را مشخص كنيم و سپس اقدام به گرفتن حد كنيم: كند، به سمت چه عددي و از چه طرفي (چپ يا راست) ميل مي x كهاين

x x x x x

| x || x x | | x ( ) | | x |lim f (x) lim lim lim lim
x x x x    



    



    

               
1 1 1  

x x x x x x

| x || x x | | x | | x | xlim f (x) lim lim lim lim lim
x x x x x     



     

            1
     

   
  

 مقدار :5مثال
x ( )

| x |lim sgn(x )
x 


  1

( كدام است؟ 1   (نماد جزء صحيح است  

1 (  2 (1  3 (  4 (1   

  : 4«گزينه پاسخ«  

                             
x ( )

| x | | |lim sgn(x ) sgn( )
x



 


         

   1

1 11 1 1 1 11 1  

sgn(xمقدارتوضيح:  )1  وقتيx ( ) 1 با برابرsgn(( ) ) sgn( )   1 1  دانـيم كـه بـه ازاي   شود كه با توجه به تعريف تابع علامـت مـي  ميx   

صورتبهكنيم تابع علامت يادآوري مي باشد.مي 1مقدار تابع برابر عدد ثابت 
; x

sgn x ; x
; x


 
 

1

1


 


  شود.تعريف مي 

  

 مقدار  :6مثال
x

x x
lim

x x

   
  

4 4

1
كدام است؟ (    (.نماد جزء صحيح است  

1 (  2 (1  3 (2  4 (4  

 :شـويم،  نزديك ميي مورد نظر ي حدهايي كه شامل جزء صحيح هستند، ابتدا با توجه به آنكه از سمت چپ يا راست به نقطهدر محاسبه»  2«گزينه   پاسخ

xدهيم. در اين مثالي حد را به صورت عادي ادامه ميگاه محاسبهكنيم و آنمقدار جزء صحيح را مشخص مي 1 پسx     نزديك به يـك، امـا كـوچكتر از آن

xتوانيد در ذهن خوداست. مثلاً مي / 9 را فرض كنيد. به اين ترتيب داريمx     وx   
4  يابد:ي حد به شكل زير ادامه ميدر نتيجه محاسبه  

x x

xlim lim x
x  


 



4 3
1 1

1


  

  
 در نقطه :7مثالx   براي تابعy f (x) حد چپ برابرA و حد راست برابرB است، حاصل

x
lim f (x x )


2 4


     )88ـ سراسري  MBA(  ، كدام است؟

1( A 2( B  3( A B  4(  حد ندارد  

 :طبق فرض مسأله»  2«گزينه   پاسخ
x
lim f (x) B





و 

x
lim f (x) A





است (بـراي مثـال    x4بزرگتر از x2مقدار، x. حال توجه كنيد كه وقتي

xدر  
1

1 داريمx 2 1
1  وx 4 1

1   پس ،x x2 x). بنابراين4 x 2 4    است، پـس وقتـيx     خـواهيم داشـتx x  2 4     بـا فـرض

t x x 2   داريم: 4
x t
lim f (x x ) lim f (t) B

 
  2 4
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حالت مبهم :3درسنامه


  

در حالت كلي اگر حدي به شكل
x a

f (x)lim
g(x)

xداشته باشيم كه وقتي  a ،گاهآنf (x)  وg(x) .    در اين صـورت بـا حالـت


  رو هسـتيم.  روبـه  

fتوانيم مقدار دقيق كسر را تعيين كنيم. اگر تابعما نمي (x) حرف خودش را به كرسي بنشاند، حاصل كسر است و اگر جنگ را مخرج كسر (تابعg(x) ،ببرد (
ن است اين دو با هم توافق كنند كه در اين حالت پاسخ عددي متناهي خواهد شد (كه حالت سوم يعني صلح و توافق بيشتر از ساير اما ممك .حاصل كسر صفر است

  شود:هاي زير براي رفع ابهام استفاده ميدر اين حالت از روش. افتد)موارد اتفاق مي

همانند حالت     قاعده هوپيتالاستفاده از ) 1  


در سؤالاتي كه به حالت مبهم 


در  در واقع گـاهي اوقـات   توانيم از قاعده هوپيتال كمك بگيريم.رسيم نيز ميمي 

هايحالت


تـوانيم از قـانون   هـا مـي  در اين حالت .ايم!)بع را از ياد برده(يا مثلاً رشد توا نيستيم ،درجه صورت و يا مخرج بزرگتر است كهاينما قادر به تشخيص  

    هاي زير توجه كنيد:به مثال هوپيتال استفاده كنيم.

      
x x

Lnx xlim lim
x 

 

1

1 )1  
x x x x

x x x x

e e e elim lim lim lim
xx x   

    3 2 6 63
)2  

    بار استفاده از قاعده هوپيتال: nبعد از 
n

x xx x

x n!lim lim (n )
e e 

    )3  

 صلحا :63مثال
x

x LnxA lim
x x


   كدام است؟ 2

1 (  2 (  3 (1  4 (4
3  

  :حالت  »1«گزينه پاسخ


HOP        است، لذا داريم: 

x x

x Lnx xA lim A lim ( )

x x
 

 
    

5 3
2 2

11 1
5
2

   

 

 مقدار حد :64مثال
x

x

Ln( e )A lim
x




  )79(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (e 2(  3 (1-  4 (1  

 :صورتبهنظر  حد مورد كهاينبا توجه به  »4«گزينه  پاسخ


  كه خواهيم داشت:هوپيتال استفاده كنيم ي هضيبراي رفع ابهام كافي است از ق ،باشدمي 
x

x x xx

x xx x x x

e
Ln( e ) HOP e HOP eelim lim lim lim

x e e   

     
 

1 1 11 1
  

  

 اگر تابع  :65مثالg وارون تابعxy x باشد، آنگاه مقدار حد
y

g(y)Ln(Lny)lim
Lny

  )96(علوم كامپيوتر ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (  2 (1  3 (  4 .وجود ندارد (  

 :توجه داشته باشيد كه نيازي به محاسبه تابع معكوس نيست، زيرا:    »2«گزينه  پاسخ                 g(y) g(f (x))   
g(f است. پس عبارت فوق برابر است با:  fمعكوس تابع  gاز طرفي طبق فرض تابع  (x)) f (f (x)) x 1   

  كنيم:ينويسي مكند. پس حد داده شده را مطابق زير دوبارهميل مي به سمت هاي مثبت تعريف شده و فقط در xفقط به ازاي  yاز طرفي

x
HOP

xy x x x x x

x
g(y)Ln(Lny) xLn(Lnx ) xLn(xLnx) Lnx Ln(Lnx) x LnxL lim lim lim lim lim lim

Lny xLnx Lnx LnxLnx
x

     


       

1
1

11 11  

 



  

73  
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 خواهيم مقدارالبته قاعده هوپيتال همواره قابل استفاده نيست. مثلاً فرض كنيد مي :3تذكر
x

xlim
x 2 1

را حساب كنيم. اگر بخواهيم از قاعده هوپيتال 

  استفاده كنيم، داريم:

  
x x x

x xlim lim lim ( )
x xx

x

  


 




2

2
2

1 1
21

2 1

  

دوباره به حالت


  گيريم:رسيديم، پس دوباره از قاعده هوپيتال كمك مي 
x x

x
xxlim lim ( )

x 

 


2

2

2
2 1

1 1
  

ديگر را بايد براي اين حد  رسيم. در واقع در يك دور باطل هستيم كه قاعده هوپيتال كارساز نيست! بنابراين روشيبينيد، دوباره به حد ابتدايي ميطور كه ميهمان
  آيد).دست ميبه 1ارزي راديكال، حاصل حد برابر با دانيم با استفاده از همدنبال كنيم. (كه مي

به عنوان يك مثال ديگر به حد
x

x sin xlim
x cos x

 
 

6 2 1
3 توجه كنيد. با حالت 1


    يتال داريم:كارگيري قاعده هوپرو هستيم. با بهروبه 

x x

x sin x cos xlim lim ( )
x cos x sin x 

  


  
6 2 1 6 2
3 1 3  

)cosواضح است مقادير ) وsin( ) باشد. پس حد سمت راست به فرممي -1و  1دانيم اين عبارات بين اعداد مشخصي نيست، فقط مي


يا 


يست و ايـن  ن  

sinكنـيم. تـابع  ي اين حد از همان ابتدا، در صورت و مخرج از قانون رشد استفاده مـي يعني استفاده از قاعده هوپيتال مجاز نيست. براي محاسبه x 2 دار كـران  1
xكسر داريم: رود، بنابراين در صورتنهايت ميبه سمت بي x6است. در حالي كه sin x x 6 2 1 6به همين دليل در مخرج كسر ،x cos x x 3 1 3  و

خواهيم داشت:
x

xlim
x


6 23.  

 حاصل حد  :66مثال
x

Ln(arccosx)lim
Ln(x ) 

2
21 1

  را بيابيد. 

 :هم در صورت و هم در مخرج  پاسخLn( )   شود، پس صورت مبهمد ميايجا


كنـد. از  را داريم. استفاده از هوپيتال محاسبه حد را مشكل مـي  

tجا كه تابع معكوس مثلثاتي در حد وجود دارد، بهتر است از تغيير متغيرآن arccos x .چون استفاده كنيمcos t xتي، لذا وقx 1گاه، آنt    پـس ،
  حد به صورت زير است. 

t

Ln(t )lim
Ln(cos t ) 

2
21

  

tcosارزيتوانيم از همحالا مي t 
2

1 2 :استفاده كنيم  
t t

t
t

tlim lim
t t

t

 
 

5
2
3 5

4

2 1
12
2

1
4

 t t

Ln(t ) Lntlim lim
t tLn( ) Ln( )

 
  

 

2 2

2 421 12 4
 

−ITÃQ¼À  

  

  رسد: ذكر نكات زير ضروري به نظر ميبراي بررسي اين حالت ابتدا      نهايتارزي در بي) هم2  
xوقتي  است. اگر بزرگترين درجهاي برابر (هم ارز) با حد جمله با جملهحد يك چندa  خواهيم داشت گاهآن ،باشد:  

            n n n
n xx

lim (a x a x a ) lim a x


  1

1    

  خواهيم داشت:  ،اي باشداگر صورت و مخرج يك كسر چندجملهالف)

n n n
n

m m mx xn

; n m
ax a x a ax alim lim ; n m

bbx b x b bx
; n m



 

   
    

   
 

1
1

1
1







IÄ o¬H

o¬H

o¬H

  

n                قدر مطلق لازم نيست.)             ،فرد باشد n(اگر هاارزي راديكالب) هم n n n
x x

blim ax bx lim x a
an



 

 
    

 
1   

u) وقتيج ارزيگاه هم، آنu ~ u  توانيم علامت جزء صحيح را برداريم)برقرار است. (يعني مي  
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  هاي زير توجه كنيد:به مثال

x
x x

x

xlimxx x xlim lim
xx x x lim

x



 



          


4 4 2

3 3 2

2 2216 4 25
1 225 23

 )2      ،
x x x

(x )x x x xlim lim lim
x( x )( x ) ( x )( x )  

 


 

3 3 2
1228 12 224 2

1 2
  )1  

 دح  :67مثالc
x
lim ((x x ) x)


  5 47   ، متناهي و ناصفر است. مقدار اين حد برابر كدام گزينه است؟c، به ازاي مقدار معيني از2

1 (
5
7  2 (5

7  3 (7
5  4( 

7
5  

 :ــخ ــه   پاس ــدار »  3«گزين ــد مق ــدا باي ــي  cابت ــدهيم. وقت xرا تشــخيص ب   ــم ــه داري ــرين درج ــانون بزرگت ــق ق x، طب x x 5 4 57 2 ، ــس  پ
c c(x x ) x 5 4 57 2 ، بنابراين تفاضلي به شكلc

x
lim (x x)


5 داريم. اگرc 5 cداريم گاه، آنباشد 1 cx x x5 5 و اگرc 5 ارزي گاه همآن ،باشد 1
cx x x 5  در هر دو حالت را داريم و مقدار حد، يا آن اسـت كـه   ،نهايت نشودشود. تنها حالتي كه ممكن است مقدار حد بيميc 5 از  .باشـد  1

cشويم كهجا متوجه مياين  1
  كنيم.تر حد استفاده ميها براي تحليل دقيقارزي راديكالاست. حالا از هم 5

x x x x
lim x x lim (x ) lim [(x x ) x] lim [(x ) x]
   

         
1

5 5 4 5 4 57 7 77 2 7 25 5 5   
 

 حاصل :68لمثا
x
lim (sin x sin x)


 1  كدام است؟  
  -1 )4  1 )3  2 )2  صفر )1

 :اين حد فرم  »1«گزينه   پاسخ


جمع فرمول تبديل حاصل ازايم. ابتدا آورده كنيم، در اين قسمتاستفاده مي ها درارزي راديكالنيست؛ اما چون از هم 

x  كنيم:ضرب استفاده ميبه حاصل x x xsin sin cos sin A sin x sin x cos sin       
        

1 12 1 22 2 2 2  
  ها هم به اين نتيجه برسيم):ارزي راديكالتوانيم با همان فرمول هم(مي كنيمنظر ميصرف xدر مقابل 1نهايت از عدد در بي

  دار)(تابع كران
x x x

x x x xlim A lim cos sin lim ( cos x )(sin ) cos ( )
  

 
       2 2 2 22 2  حاصل حد  

  
 مقدار :69مثال

x
lim x

x

 
  

2


(   برابر كدام است؟   (.نماد جزء صحيح است  

1) 2  ) صفر1
2  3 (1  4 (2  

 :4«ينه گز پاسخ«  
x x

lim x lim x
x x  

     

2 2 2  

xوقتي ،توجه شود ، ارزيهمتوانيم از كند و مينهايت ميل ميمقدار داخل براكت به سمت بي گاهآن
u u
lim u lim u
 

  .استفاده كنيم  
  

 حاصل :70مثال
x
lim cot gx


  


( كدام است؟     (.نماد جزء صحيح است  
1(   2(   3( حد موجود نيست. )4  صفر  
 :بهتر است فرض كنيم  »4«گزينه  پاسخcot gx u، در اين حالت وقتيx  ، گاهآنu   و هرگاهx   گاهآنu    :و لذا داريم  

uحد چپ و راست با هم برابر نيست، پس حد ندارد   ux

u ux

lim cot gx lim u lim u

lim cot gx lim u lim u

~
~





 

 

        


        
  

 

fدو تابعفرض كنيم      ) قوانين رشد3    (x) وg(x) اي ماننددر نقطهa، حدي برابر داشته باشند و
x a

f (x)lim
g(x)




 گـوييم رشـد تـابع   مـي  گاهآن ،شودg(x)   

xدر نقطه a از تابعf (x) هايي كهبيشتر است. البته معمولاً بحث رشد در حالتx شود.كند، مطرح مينهايت ميل ميبه سمت بي  
  همواره داريم: دربه طور كلي در مورد رشد توابع 

 x x x
clog x x a b x! x     كه)b a 1 و   (است 
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 مقدار  :71مثال
n

nnx

xlim lim
x 

 
   1

1
1

  )94برداري ـ سراسري (نقشه  كدام است؟ 

1 (1  2 (  3 (1  4 (  

 :نهايت، فقط با جملاتي سروكار داريم كه داراي بيشترين رشد باشند و از آنجا كهحد در بي يبراي محاسبه» 3«گزينه  پاسخx 1بنابراين جملات ،nx 

  :داريم شوند، در نتيجهحذف مي 1و 1مانند ودر صورت و مخرج باقي مي
n n

n nn nx

x xlim ( lim ) lim
x x  


 

1

1 1
1

  

  

 مقدار :72مثال
x

xx

xelim
x e 

  )80(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (1-  2 (  3 (1  4 (  

  :چون» 2«گزينه پاسخx  رود، لذا رشد تابعميxe از رشد تابعx بيشتر است. همچنين رشد
x

e   بيشتر است، لذا داريم: xهم از رشد 2
x x

x x xx x x

xe xe xlim lim lim
x e e

e
  

  


2 2

2

  

  

 حاصل  :73مثالsin xx

x sin xlim
( x sin x)e

 

 2
2 2 2

2 2
  كدام است؟ 

1 (  2 (  3 (1  4.حد وجود ندارد (  

  :4«گزينه  پاسخ«  

sinوجود ندارد   روش اول: x sin x sin x sinx x x

x sin x xlim lim lim
( x sin x)e xe e e   

 
  

 2 2 2
2 2 2 2 1 1

2 2 2
k{n  

sinتوجه كنيد كهيح: توض x2 تابعي كراندار است و بنابراين رشد كمتري نسبت بهx2 .دارد  
)sinحدهايي كه در آنها فرمروش دوم:  ) ياcos( ) كه دچار خطا نشويد، راهكار زير را  اينكننده باشند. براي هتوانند بسيار متنوع و گمرامي ،آيدبه وجود مي

  استفاده كنيد. 
)sinبه جاي ) وcos( ) اند، اعداد ثابتي مانند هرجا كه اين دو عبارت ظاهر شدهA  وB       يقرار دهيـد. ايـن اعـداد ثابـت همگـي در بـازه[ , ]1   قـرار دارنـد،    1

  ها بستگي داشته باشـد، حـد وجـود نـدارد.     دست آمده به يكي يا چند تا از اين ثابتاما از مقدار دقيق آنها اطلاعي نداريم. اكنون حد را محاسبه كنيد. اگر جواب به
Aدهيم كهميرا قرار  Aمقدار sinدر اين مثال به جاي  1 1.  

A A Ax

x Alim
( x A)e e e

 
 



2 2 2 1
2 2

  

  بستگي دارد پس حد وجود ندارد. Aجواب حد به
  

 حاصل :74مثال
x

x sin xlim
( x sin x)(sin x )

 

  2
2 2 1

2 2 3
  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3 (2
  ) حد موجود نيست.4  3

 :به جاي»  4«گزينه  پاسخsin x2 وsin x اعدادA وB يها در بازهدهيم كه هر دوي آنرا قرار مي[ , ]1   قرار دارند: 1

  
x x

x sin x x Alim lim
( x sin x)(sin x ) ( x A)(B ) 

   


   2 2
2 2 1 2 1

2 2 3 2 3
  

x

xlim
(B ) x (B )


 2 2
2 1

2 3 3
¾]nj¸ÄoT¬nqM

x

x Alim
(B ) x A(B )

 


  2 2
2 1

2 3 3
  

  وابسته است.  B، زيرا جواب به بنابراين حد وجود ندارد
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكتبه مدرسان شريف ر

 حاصل: 75مثال
n

nn

x x x
lim

x

           
2 

x)چقدر است؟  ) 1 )    (نماد جزء صحيح است  

1( x
x 1   2( x

x 1   3( x
x 
2

1   4( x
(x )2 1   

 :طبق خواص جزء صحيح:»  2«گزينه  پاسخ  n n nx x x , x x x , , x x x                 
2 2 21 1 1    

n  شود:هاي فوق نتيجه ميدن طرفين نامساويبا جمع كر n nx x x n x x x x x x                      
2 2 2  

n(xعبارت x x )  2  يك تصاعد هندسي با جمله اولx  و قدر نسبتx پس مجموع آن برابر ،است
nx( x )

x



1
دست آمده در هباشد، بنابراين رابطه بمي 1

  قابل نوشت:م صورتبهتوان بالا را مي
n n

nx( x ) x( x )n x x x
x x

                
21 1

1 1   

  شود:نتيجه مي nxحال با تقسيم رابطه فوق بر
nn n

n n n n

x x xx( x ) n x( x )
( x)x x x ( x)x

             
 

2
1 1

1 1
  

nبا توجه به اين كه وقتي داريم ،
n

nn

xlim
x


 

1 nnو1

nlim
x




 ،ف چپ و راست نامساوي فوق هر دو به سمتپس دو طرx
x 1 كنند و ميل مي

xنظر برابر بنابراين طبق قضيه ساندويچ (فشردگي) حد مورد
x 1 باشد.مي  

 

 كنيد فرض  :76مثالn حاصل ،عددي طبيعي باشد
n

n(n )x

(x )(x )(x ) (x )lim

(nx )


   



2 3
1

2

1 1 1 1

1

 است؟ كدام  

1(  2(   3(nn 1   4(
n(n )

n



1

2   

 :مبهم صورتبهنظر  حد مورد  »4«گزينه  پاسخ


  داريم.ا رشد بيشتر را نگه ميطبق قانون رشد در هر پرانتز جمله ب .باشدمي 

n(n )
n(n )n n

n (n ) n (n ) n (n ) n(n ) n(n ) n(n )x x x

x .x .x x x xlim lim lim n

(nx) n . x n . x n


    

       
    

1 12 3 1 2 3 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 حد  

|قواعد زير نيز با فرض :11نكته c | | b | | a | :در حل مسائل كاربرد دارد ،  
x x x x

x x
) lim (a b c ) lim a

 
 2         و  x x x x

x x
) lim (a b c ) lim c

 
 1   

 ها به سمتكند. اگر توان آني بزرگتر مقدار حد را تعيين ميي با پايهميل كند، جمله ها به سمتاز توابع نمايي داشته باشيم و توان آندر واقع، هرگاه مجموعي 

x2لات بايـد دقـت كنيـد. مـثلاً    ي جم ـكننـده اسـت. البتـه در تشـخيص پايـه     ي كـوچكتر تعيـين  ي بـا پايـه  ميل كند، جملـه  نويسـيم  را ابتـدا بـه ايـن صـورت مـي     13
x x x    2 1 1 23 3 3 3   داريم. 9ي شود كه تابعي نمايي با پايه، حالا معلوم مي9

 حاصل  :77مثالx x x x
x
lim 


 3 2 12 3   كدام است؟ 4

1 (9  2 (3  3 (4  4 (2  

  :1«گزينه پاسخ «  x x xx x x x x x x
x x x
lim lim lim

  
      3 2 12 3 4 8 9 4 4 9 9  

  

 حاصل  :87مثال
n n

n nn
lim

 







1 12 3
2 3

  :رابر است باب 

1 (5  2 (9  3 (3  4 (13  

  :ي بزرگتر داريم:ارزيِ پايهبا استفاده از هم»  3« گزينه پاسخ  
n n n

n n nn n
lim lim

 

 

 




1 12 3 3 3 3
2 3 3

    
  



  

83  

سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

حالت مبهم :5درسنامه    
  

اگر
x a
lim f (x)


  و
x a
lim g(x)


 معلوم نيست مقدار گاهآن
x a
lim (f (x) g(x))


   (اگر وجود داشته باشد) چقدر است. در واقـع ميـانf وg    يـك مبـارزه

بـر سـر يـك عـدد      توابـع است. اما ممكن است حالت سومي هم پيش بيايد و آن اين است كه ايـن   ببرد، پاسخ gو اگر پاسخ حد ،ببرد fاگر .وجود دارد
  .آيد)جود ميوتوافق برسند (كه اتفاقاً اين حالت سوم بيش از دو حالت اول در سؤالات به متناهي به

صـورت بـه عبارت ساده شده  كسر باشند، مخرج مشترك گرفته و حاصل را ساده كرده و معمولاً صورتبهچنانچه دو عبارت  ،گونه حدودبراي رفع ابهام اين


و در  

شكلموارد به  بعضي


در بعضي مسـائل بـا   استفاده خواهيم كرد و  هاراديكالارزي از روش هم معمولاً تبديل خواهد شد و اگر دو عبارت يا يكي از آنها اصم باشد،

  كنيم.حذف مي را كنندهعبارت در مزدوج خودش عامل مبهمضرب 

 اگر :89مثال
x

A lim ( x x ax b)


     2 1  گاهآن ،باشدa b3   برابر است با: 2
1 (1-  2 (2-  3 (4  4 (5-  

 :2«گزينه  پاسخ«                   

 
x x x

b
A lim ( x ax b) lim ( x ax b) lim ( b) a x a b ( ) ( )

a  

                           

11 1 1 11 3 2 3 1 2 222 2 2 21
  

  
 مقدار :99مثال

x
lim( )

x x secx
2 2

1 1


  )94ي (تاريخ و فلسفه علم ـ سراسر  كدام است؟ 

1 (2  2 (  3 (1
2  4 (1  

 :گيريم تا حد به صورت يك كسر نوشته شود. چونابتدا مخرج مشترك مي» 3«گزينه  پاسخsec x
cos x


  پس: 1

x x x

cos x cos xlim ( ) lim ( ) lim
x x sec x x x x  


   2 2 2 2 2

1 1 1 1
  

  

xcosارزيز همبا استفاده ا x ~ 
2

1 xوقتي 2   :داريم  
x

x

lim
x

 

2

2
12
2

  مقدار حد

  

 100مثال: 
x
lim( )

sin x x
2 2

1 1


  )78سراسري  (عمران ـ  برابر است با: 

1 (   2 (1
3  3 (1

2  4 (1  

 :هوپيتال استفاده كنيم. ي هارزي و يا قاعدبراي حل اين حد ابتدا بايد مخرج مشترك بگيريم و سپس از هم » 2«گزينه  پاسخ  
sinاگر به جايتوجه:  x2يعني آن ارز، از عبارت همx2 باشد.)ارزي صحيح نميچون جمع جبري با عبارت بعدي صفر خواهد شد لذا هم ،استفاده كنيم  

x x

x sin xlim ( ) lim
sin x x x sin x 


 

2 2
2 2 2 2

1 1
 

´Ã¹¨Â¶ ¦Ã§ŸU Z»jq¶ jIdUH IM Hn Rn¼‚  

x x x

x x(x sin x)(x sin x) xlim lim lim
x sin x x x  

 
  

3 4
2 2 4 4

1 2 2 16
36  

pHÁpnH´À ½jIŸTwH IM  

n  با توجه به مهم بودن حد فوق بهتر است حد مقابل را به خاطر بسپاريد:نكته:  nx

; n

lim ( ) ; n (n N)
sin x x

; n



   

 

1
1 1 1 23

2
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 حالت مبهم :6درسنامه

g(x)خواهيم حاصلفرض كنيد مي
x a
lim f (x)


را حساب كنيم. اگر 
x a
lim f (x) 


 و
x a
lim g(x) 


 گاه حالت مبهمآن آيد. در اين حالت از عبارت پيش مي

g(x)fمبهم (x)،Ln گيريم و داريم:مي    
x a
lim g(x)Lnf (x)g(x) g(x)

x a x a x a
A lim f (x) LnA lim Lnf (x) LnA lim g(x)Lnf (x) A e 

  
        

حالا كافي است حاصل
x a

L lim g(x)Lnf (x)


 را حساب كنيم كه حالت مبهم دانيم.است كه روش رفع ابهام آن را مي  

 مقدار : 112مثالx

x
C lim x





  كدام است؟ 

1 (  2 (  3 (1  4.حد موجود نيست (  

  :3«گزينه  پاسخ   «    x
lim x Ln x

x
C e L lim xLnx C e


      1 


  

 آورده شده است. عنوان مثال در قسمت رفع ابهام ه ب، Lمقدار دست آوردنروش بهتوضيح: 

  

 مقدار :113مثالsinx

x
lim (sin x)


  )81(رياضي ـ سراسري   ابر است با:بر 

1 (  2 (1  3 (e  4 (  
 :چون حد از نوع» 2«گزينه  پاسخ ارزيمبهم است، لذا با استفاده از مطالب بالا و هم

x
sin x ~ x


  داريم: 

x
lim xLnxsin x x

x x
lim (sin x) lim x e e

  
   1 

 
  

  

 مقدار :114مثالcosx

x

lim (x )










2
  )89(رياضي ـ سراسري   برابر است با:  2

1(  2(  3 (1  4(  
 :صورت مبهمحد مورد نظر به» 3«گزينه  پاسخ باشد، بنابراين از فرمولميv vLnuu e كنيم.استفاده مي  

cos xLn(x )cos x

x x

C lim (x ) lim e
 


 

 
 


   2

2 2
2  

tبا استفاده از تغيير متغير x 
    شود:صورت زير تبديل مي، حد فوق به2

cos(t )Lnt sin tLnt tLnt

t t t
lim e lim e lim e e

  


 

  
    2 1

  

ÁpnH´À حد  

در بالا از رابطه توضيح:
t
lim t (Lnt)


 





 ايماستفاده كرده( , )   .  

  

 حاصل : 115مثالLnx
x
lim (tgx)



1


  )90(مواد ـ سراسري   كدام است؟ 

  e  4 () 3  ) يك2  ) صفر1
 :حالت مبهم  »3«گزينه  پاسخ كنيم:صورت زير تبديل ميباشد. ابتدا عبارت مقابل حد را بهمي    

(Ln(tg x))LnLnx Lnxu (tgx) Lnu Ln(tg x) u e
Lnx

     
1 11´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠpH  

x
x x x

tg x
tg xlim tg x xlim Ln(tg x) lim x lim x

Lnx tg x xtg x~xLnx x Lnx
xx

HOP
lim (tg x) e e e e lim (tg x) e e

    




   



     

2

2 2

1

1 1 11 1 1
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حد و پيوستگيفصل دوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 حالت مبهم :7درسنامه

  
g(x)خواهيم حاصلفرض كنيد مي

x a
lim f (x)


را حساب كنيم. اگر 
x a
lim f (x)


 و
x a
lim g(x) 


 گاه حالت مبهمآن   آيـد. هماننـد حالـت   پـيش مـي   

xصورتدر اين حالت حاصل حد به a
lim g(x)Lnf (x)

e  است كه بايد حد داده شده در توانe .حساب شود  

 116مثال:x x
x
lim (e )



1

  )92(معدن ـ سراسري   برابر است با: 1

1 (  2 (e  3 (
e
1  4 (  

 :دهيم:ابتدا نوع ابهام حد را تشخيص مي» 2«گزينه  پاسخ  x x
x

I lim (e )


   
1

1   

  حال با استفاده از خواص توابع لگاريتمي داريم:
x

x
lim ln(e )

xI e e


 

1 1
  

  فاده از قاعده هوپيتال برطرف كنيم:حال كافيست حالت مبهم فوق را با است

x
xx x

xx x

e
(ln(e ))ln(e ) elimlim lim

(x)xI e e e e 

 
   

11 1
11  

  

 مطلوبست محاسبه: 117مثالcosx

x

lim (tgx)


 2

  )85(مكانيك ـ سراسري   .

1 (1-  2 (  3 (1  4 (e  

 :حالت مبهم  »3«گزينه  پاسخ  تغيير متغيراست و براي رفع ابهام ازt x
 2 و ياx t

 2 داريم كنيم. در اين صورتاستفاده مي:  

cos x sin t sin t t
tt t t tx ( )

lim (tgx) lim (cot gt) lim ( ) lim ( ) lim
tgt t t

~
       

   

2

1 1 1 1
   

  

tتوجه:

t
lim t


1


.  

  

 مقدار :118مثالx x x
x
lim ( )



1

23   )96(رياضي و آمار ـ سراسري   كدام است؟ 3

1 (3  2( 6  3 (9  4 (1   

 :نهايت است:ارزي توابع نمايي در بياين سؤالي بسيار ساده از كاربرد هم» 3«گزينه  پاسخ            x x x xx x
x x

L lim ( ) lim ( )
 

   
1 1

23 3 3 9     

xحالا توجه داشته باشيد كه وقتي رشد ،x9 تر ازبسيار سريعx3                                      :است. در نتيجه داريم       x x
x

L lim ( )


 
1

9 9   
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سي ارشدكارشنا يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي (

 1حالت مبهم :8درسنامه

g(x)خواهيم حاصلفرض كنيد مي
x a
lim f (x)


را حساب كنيم. اگر 
x a
lim f (x)


1 و
x a
lim g(x)


  گاه حالت مبهمآن1 آيد. پيش مي  

رسـيده اسـت و بعضـي دانشـجويان تصـور      » نهايتبي«به تـوان  » يك حدي«گونه حدود، ابتدا توجه كنيد كه در اين حالت در واقع ابهام اين قبل از ياد گرفتن روش رفع
ك را بـه عنـوان دام   ها، طراحان سؤال، عدد ي ـگونه تستشود و براي همين بعضاً در ايننهايت بار در خودش ضرب كنيم، حاصل برابر يك ميكنند، عدد يك را وقتي بيمي

  :هاي زير توجه كنيدباشد. به مثال يك مطلقنباشد و  حديگيرند. تصور اين دانشجويان وقتي درست است كه عدد يك، براي دانشجويان در نظر مي

1 (1 (يك مطلق) نهايتبيx
x
lim x






       

1
1 1


x(يك حدي) نهايتبيمبهم = ) 2  

x
lim ( x)

 

1
1  

g(x)ارزيهستند از هم 1صورت مبهمگونه حدها كه بهپس حالت دوم موضوع اصلي بحث ما است. براي رفع ابهام اين g(x)[f (x) ]f (x) ~ e 1 كنيم، يعني داريماستفاده مي:  

g(x) g(x) g(x)[f (x) ]
x a x a x a
lim f (x) lim f (x) lim e 

  
   11  

 ارتمقدار حد عب: 119مثالx
x

xlim ( )
x





22
2

1
1

  )91(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 

1 (e2  2 (e  3 (e2  4 (e3  

 :چون حد حالت مبهم»  3«گزينه  پاسخ1 توان چنين نوشت: دارد مي  x x

xlim x ( ) lim x ( )
x x x

x

xlim ( ) e e
x

 




 



 



22 2
2 2 2

1 22 1
1 1

2
1
1

  

x  خواهيم داشت:  بنابراين

xlim
xe e 

2
2

2
2  

  

 حاصل :120مثال


sin x
x
lim y ( x)


 
3

21   )94(معدن ـ سراسري   كدام است؟ 2

1 (e1  2 (e  3 (e2  4 (e3 

 :حالت مبهم»  4«گزينه  پاسخ( )1 رو داريم:را پيش  x x x

( x) ( x)lim ( x ) lim lim ( )sin x sin x xsin x
x
lim ( x) e e e e e  

 


     

3 3 2 3 23 1 2 1 3 1 32 2 221 2   


  

توجه كنيد كه
u
sin u ~ u


  باشد.مي 

  

 صلحا: 121مثالx
x
lim(cos x)


1


  )94ـ سراسري   MBA(  ، كدام است؟

) 2  ) صفر1
e

1  3 (1  4 (e  

 :حد داده شده فرمِ» 2«گزينه  پاسخ1 ارزي كسينوس داريمدارد. با استفاده از هم( x ) xcos( x )   
2

1 12 2 و در ادامه به جـايg(x)
x
lim f (x)


 

g(x)[fتوانيممي (x) ]
x
lim e 



1


  را حساب كنيم: 
e

1x
xx

x x

xlim ( ) lim e e
 

 
   

11
2 21 2 

  
  

 حاصل  :122مثالxex
x
lim( xe sin )

x






1
22

1

4
11


  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3 (e  4 (
e
1   

 :با حالت ابهام  »2«گزينه   پاسخ1 به راحتي داريم: رو هستيم.روبه  

x x
x x
lim ( xe sin ) e lim x sin

x xe e e e   



 
  

    

1 1
2 2

4 4
1 11 1

1nHkºHo¨”MIU حاصل حد  
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  قضيه مقدار مياني (بولتزانو) :10درسنامه

a]بر fفرض كنيم تابع ,b] پيوسته باشد وk مقداري بينf (a) وf (b) اي ماننـد صورت نقطـه باشد، در اينc  در
fاين بازه قرار دارد كه (c) k شود. تعبير هندسي اين قضيه بسيار ساده است. اگرf (a) k وf (b) k  باشد به

fاين معنا است كه نمودار (x) خط از زيرy k اي مانندبه بالاي آن آمده است. بنابراين بايد در نقطهc  با اين خط
fبرخورد كرده باشد يعني (c) kكه. توضيح مختصري در مورد اينc (a, b) است ياc [a , b]  لازم است. اگر

fبدانيم كه (a) k f (b)  گاه آنc [a , b] .است، يعني ممكن استc a ياc b     باشد. امـا اگـر نامسـاوي
cشود كه اول اكيد باشد، نتيجه مي (a, b) تر است:ي مهم دارد كه از خودش معروفقضيه يك نتيجه است. اين  

a]يبر بازه fنتيجه: هرگاه تابع ,b] پيوسته باشد وf (a)f (b)   تابع گاهآنf (x) يحداقل يك ريشه در بازه(a ,b)  .دارد  
fدر توضيح اين نتيجه بايد گفت كه وقتي (a)f (b)   شود، يعنيميf (a) وf (b) العلامه هستند و اين يعني يااعدادي غيرصفر و مختلفf (a) f (b)   و

fيا (a) f (b) ، در هر صورت عدد حقيقيk   بينf (a) وf (b) قرار دارد، پس يكc در اين بازه وجود دارد كهf (c)    .باشد  
fدر اينجا هم اگر (a)f (b)   شودباشد، نتيجه ميc [a,b] است. اما اگر نامساوي اكيدf (a)f (b)   گيريمرا داشته باشيم نتيجه ميc (a , b) .است  

fهـاي ي مقدار مياني در مورد تعداد دقيق ريشـه قضيه :23نكته  (x)  ي در بـازه
[a ,b] گويد اگردهد. فقط مينظري نميf (a) وf (b) العلامه باشند، حداقل يك مختلف

fريشه در اين بازه وجود دارد. ممكن است نمودار (x) بار محور طوري باشد كه چندx ها
  را قطع كند. در اين صورت داراي چند ريشه در اين بازه خواهد بود.

fبا اين حال اگر (x) هاي آن بحث كنيم:توانيم در مورد تعداد ريشهتري ميصورت دقيقتابعي اكيداً صعودي يا تابعي اكيداً نزولي باشد؛ به  
fهرگاه :24نكته  (x) يتابعي پيوسته و اكيداً صعودي (يا پيوسته و اكيداً نزولي) در بازه[a ,b] :باشد، دو حالت زير را خواهيم داشت  

fاگر الف) (a)وf (b) علامت باشندهم(f (a)f (b) ) گاه، آنf (x)  اي ندارد.ريشه هيچدر اين بازه  
  
  
  

fاگر ب) (a) وf (b) العلامه باشندمختلف(f (a)f (b) ) گاه، آنf (x)  ريشه دارد. يك دقيقاًدر اين بازه  
  

 معادله: 162مثالx x  3 3 1  در فاصله[ , ]2 :    85(معماري كشتي ـ سراسري(  
  ) داراي يك ريشه است.4  ) بيش از دو ريشه دارد.3  ) داراي دو ريشه است.2  اي ندارد.) هيچ ريشه1

 :داريم: توجه كنيد كه  »2«گزينه  پاسخ  f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )    2 1 2      
]بنابراين طبق قضيه مقدار مياني معادله سه جواب دارد، كه دو جواب آن در فاصله , ]2 تر يك جواب در فاصلهاست. به طور دقيق[ , ]1    و يـك جـواب در فاصـله 

[ , ]1   باشد.مي 2
 

 بزرگترين ريشه معادله: 163مثالx x  4 2 2  19(ايمني صنعتي ـ سراسري   در كدام بازه قرار دارد؟(  

1 (( , )1 3
2 4  2 (( , )91 8  3 (( , )3 7

4 8  4 (( , )7 18  

  :چون»  3«گزينه پاسخf ( ) 3
4  وf ( ) 7

8 اي در بازه، پس معادله داده شده ريشه( , )3 7
4   دارد. 8

  
 معادله :164مثالxe cosx  1   58ـ سراسري تاريخ و فلسفه علم (  است؟ داراي چند ريشه(  

  نهايت) بي4  ) سه3  ) يك2  ) هيچ1

  :4«گزينه پاسخ «  
xeي داده شده را به صورتمعادلهروش اول:  cos x 1 هـاي هـاي ايـن معادلـه برابـر بـا تعـداد نقـاط برخـورد منحنـي         نويسيم. تعداد جـواب ميxf (x) e 

g(x)و cos x 1 كنند. مراحل رسمنهايت بار يكديگر را قطع ميبينيد كه بياست. اگر نمودار اين دو تابع را رسم كنيد به وضوح ميg(x) :به صورت زير است  

x

y

k

ca b

y k

y f (x)





y

x

y f (x)

a 1c 2c 3c b





x

y

a b





f

x

y
f

c
a

b
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xyرسم نمودار e       سـت سـاده اسـت. ايـن تـابع اكيـداً صـعودي اe 1،e   وe   .
cosو xeبنابراين واضح است كه x1 كنند:نهايت بار يكديگر را قطع ميبي  

  
  

  
xx  داريم: xبراي هر عدد منفي مانندروش دوم:  e e e f (x)        1   

xمانند در مضارب فرد و منفي , , ,     3 5  :داريم  g(x) cos x f (x) g(x) f (x)        1 1 1 2   
xمانند و در مضارب زوج و منفي , , ,      2 4 6  :داريم  g(x) cos x f (x) g(x) f (x)        1 1 1    

kوجود دارد كه kcشمار نقطه مانندپس بي kg(c ) f (c )  .  
 

 معادله  :165مثالx (x ) (x ) (x )       5 5 5 51 2 5  چند ريشه دارد؟  
  ه مثبتريش 5) 4  ) دقيقاً يك ريشه3  ريشه 3) حداقل 2  ) حداقل يك ريشه1
 :سمت چپ معادله فوق را»  3«گزينه  پاسخf (x) واضح است كه ،ناميمميf (x) درباشدپيوسته مي .x  شوند، پس مجموع ي پرانتزها مثبت ميهمه 6
fها هم مثبت است. يعنيآن ( ) 6 در .x  1 ها هم منفي است، يعنيي پرانتزها منفي هستند، پس مجموع آنهمهf ( ) 1 .  همچنين واضح است كه هر

x5،(xافزايش يابد، مقدار xچه مقدار ) 51. ،،..(x ) fيابد در نتيجهنيز افزايش مي 55 (x) يصعودي است. بنابراين معادلهf (x)   .دقيقاً يك ريشه دارد  
  

 اگر  :166مثالf وg توابعي پيوسته بر[a ,b] باشند، با كدام  شرط زير نمودارfوg ًاي بينيكديگر را در نقطه الزاماa وb كنند؟قطع مي    
 )MBA 82 سراسري ـ(  

1(f (b) g(b) وf (a) g(a)  2(f (b) g(b) وf (a) g(a)  3(f (b) g(a) وf (a) g(b)  4(f (b) g(a) وf (a) g(a)  
 :تابع»  1«گزينه  پاسخh(x) f (x) g(x) ) 1را در نظر بگيريد، طبق شرايط گزينه،(h(a)   وh(b)    قضـيه مقـدار ميـاني    نتيجـه  ، پـس طبـق، 

h(c)وجود دارد به طوريكهbو aبين cحداقل يك نقطه مانند   يعنيf (c) g(c).  

  اي از درجه فرد حداقل يك ريشه حقيقي دارد.هر چندجمله :25نكته 

fاگر (قضيه نقطه ثابت). :26نكته  : [a, b] [a,b] حـداقل يـك نقطـه ماننـد      گاهآن ،تابعي پيوسته باشدc   بـينa  وb      وجـود دارد بـه طـوري كـه
f (c) c باشد.مي  

 براي توابع  :167مثالp(x) x ax bx c   99 97(a,b,c )  وf (x) cos( x )



22

  كدام گزينه برقرار است؟  2
1(p(x) حداقل يك ريشه حقيقي دارد و كمان طوري كهدر ربع دوم موجود است بهf ( )  .  
2(p(x) ريشه حقيقي ندارد و كمان در ربع اول وجود دارد كهf ( )  .  
3(p(x) حداقل يك ريشه حقيقي دارد و كمان در ربع اول وجود دارد كهf ( )  .  
4(p(x) ريشه حقيقي ندارد و كمان وجود دارد كه در ربع دومf ( )  .  
 :ايچندجمله » 3«گزينه   پاسخp(x) ي حقيقي دارد. در موردي فرد است بنابراين حداقل يك ريشهدرجه ازf (x) ها بـه دنبـال كمـاني    با توجه به گزينه

fهستيم كه ( )     باشد. در ربـع اول داريـمx 
  2  و همچنـينf ( ) cos( ) 

 2 2  وf ( ) cos( ) cos    
  



22
2 2 4 2 2   پـس .x 

  2 

fو (x) 
  2 يعنيf : , ,          2 2  .توان گفت وقتيتر مي(براي توضيح كامل استx 

  2  داريـمx 
 


22
2  پـسx


در ربـع اول قـرار    22

)cosدارد، در نتيجه x ) 


22 1 و به همين دليلf (x) 
  2.( دهد كه يك زاويه ماننداين نشان مي  ربع اول وجود دارد كـه درf ( )    البتـه در .

xربع دوم اين شرط برقرار نيست. در ربع دوم داريم
  2 وf ( ) 2  وf ( ) 

  fتوان گفت كهپس نمي 2 (x)
  2 .است   

y

x

y cosx

y

x

y cosx 

y

x

y 1 cosx 

·jo¨ ¾¹Äo¤
−I£TºH keH» ¦ Ä¯IM¾M

y

x

y 1 cosx 

xy e
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
  سومفصل 

  » مشتق و كاربرد مشتق« 
  

 گيريهاي مشتقمشتق و فرمول مفهوم :1درسنامه

  گيري را مورد بررسي قرار خواهيم داد.هاي مشتقانواع فرمول سپسكنيم و در اين درسنامه ابتدا مشتق را تعريف مي

تعبير هندسي و تعريف مشتق   
  

yخواهيم شيب خط مماس بر نموداركنيد ميفرض  f (x)  در نقطه به طـولx    روي آن را بـه دسـت
xي ديگر به طـول رو يك نقطهآوريم. براي اين كار ابتدا مطابق شكل روبه h    را روي منحنـي انتخـاب

   نويسيم:ود ميشكرده و شيب خط گذرا از دو نقطه را كه به صورت زير محاسبه مي
f (x h) f (x ) f (x h) f (x )

(x h) x h
   

 
 

   

 
   dشيب خط 

  
  

 
شوند. در اين كند. دو نقطه بر هم منطبق ميبه سمت صفر ميل مي hتر و در حالتي كهي روي منحني به هم نزديكتر شود. دو نقطهكوچك hهر چقدر مقدار

  :داريم شود يعنيتبديل مي xيبه خط مماس بر منحني در نقطه dحالت خط

h

f (x h) f (x )
lim ( )

h

 
  


fبر منحني شيب خط مماس  (x) يدر نقطهx  

  دهيم: رائهتعريف مشتق در يك نقطه را ا توانيماستفاده كنيم، اكنون مي )مشتقي (شيب خط مماس از كلمهجاي به  اگر

h

f (x h) f (x )
lim ( )

h

 
  


yمشتق تابع f (x) يدر نقطهx  

(تا در محاسبات مجبـور نباشـيم، تمـام عبـارت سـمت چـپ را        وار قرار دهيمتر رياضيز آن مهمتر و اتاهي كورسد بهتر است به جاي عبارت سمت چپ، واژهاما به نظر مي

fمعمولاً !!بنويسيم) (x )  ،و يا به عبارت ديگرy (x ) ييعني مشتق در نقطهx البتهرودها به كار ميدر كتاب .dy
dx

fنيز به جاي  (x) رودبه كار مي .  

ي دوم در حال تغيير است تا نقطه xييعني فاصله( hي ثابت است؛ امايك نقطه xشويد كهاگر به شكل و توضيحات قبلي دقت كنيد، متوجه مي :1نكته 
xي دوم را باكند. اگر نقطهو به سمت صفر ميل مي x h  نشان بدهيم، وقتيh رود، نقطهبه سمت صفر ميx بهx بـه عبـارتي وقتـي    .شـود نزديك ميh   بـه
x(اين موضوع با نوشتن ميل خواهد كرد xبه سمت xگاهسمت صفر ميل كند، آن x h  تق بـه جـاي  تـوانيم در تعريـف مش ـ  پس مي .تر است)واضحx h   

xاز hو همچنين به جاي xاز متغير xاستفاده كنيم و به جايh  بگوييم ،x x  زير تعريف كنيم صورتبهرا و شكل ديگري از تعريف مشتق:  

x x

f (x) f (x )f (x ) lim ( )
x x

 






 

  بود) در حل سؤالات كاربرد دارد. hبيشتر از تعريف قبلي (تعريف اول كه شامل اين تعريف،
  كنند:استفاده مي xازدر فرمول  hها به جايتوجه داشته باشيد كه در بعضي از سؤال

x

f (x x) f (x )f (x ) lim
x 

   


 



 

  
    

y f (x)

x hx

f (x )

f (x h)
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 كهآنبراي   :1تذكرf (x ) عدد حقيقي باشد، يعني تابعf (x) درx ج كسـر در ايـن حـد    به مخربايد حد فوق وجود داشته باشد. حالا  ،پذير باشدمشتق
fپذير بودنخواهد شد. پس براي مشتق رود. اگر صورت به صفر ميل نكند، مقدار حدمخرج كسر به سمت صفر مي توجه كنيد، (x) درx   بايد صورت كسـر

دهد كه بايديهم به سمت صفر ميل كند. اين نتيجه م
x x
lim f (x) f (x )





     پـذير بـودن  باشد. اما اين، همان تعريف پيوستگي اسـت. پـس بـراي مشـتقf (x) 

fلازم است xدر (x) درx توان گفت تابعد در صورتي ميپيوسته باشد. در ضمن يادتان باشy f (x) يدر نقطهxپذير است كه علاوه بر پيوستگي ، مشتق
  ، حد فوق موجود و مقداري حقيقي داشته باشد.xدر همسايگي

 فرض كنيد  :1مثالf ي باشد كه به ازاي هر دو عدد حقيقيتابعx وy روابط
x

f (x)lim
x

 1


fو  (x y) f (x) f (y) x y xy    2  برقرار باشد: 2

fالف)  ( ) .را پيدا كنيد  
fب)  ( )  .را پيدا كنيد  
fج)  (x) .را پيدا كنيد 

 :شود، سؤالاتي است كه ارتباطي بينها استفاده مياز جمله مسائلي كه از تعريف مشتق در حل آن  پاسخf (x)،f (y) وf (x y)   شـود. دقـت   ديـده مـي
  دهيم:سه خواسته مطرح شده كه هر سه قسمت را مورد بررسي قرار مي ،ؤالكنيد در اين س

xبا قرار دادنالف)    وy   :در تساوي داده شده داريم  f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )       2          

fيبراي محاسبهب)   ( )  كنيم:اده مياز تعريف مشتق استف  
x

f (x) f ( )f ( ) lim
x

 


  

fدر قسمت (الف) ديديم كه ( )  :بنابراين داريم ،  
x

f (x)f ( ) lim
x

  1


  

fيبراي محاسبهج)  (x) توانيم از تساوي داده شده در صورت سؤال استفاده كرده وميf (x h)  به جاي است كافيآوريم.  بدستراy در اين تساويh   قـرار
f  ايم:دهيم تا فرم كلي آن شبيه آنچه باشد كه قبلاً ديده (x h) f (x) f (h) x h xh    2 2  

fتوانيم كسرحالا مي (x h) f (x)
h

  وقتي ،ي حدمحاسبه را تشكيل دهيم و باh  ي، ضابطهf (x) :را تعيين كنيم  

h h h h

f (x h) f (x) [f (x) f (h) x h xh ] f (x) f (h) x h xh f (h)f (x) lim lim lim lim ( x xh)
h h h h   

             
2 2 2 2

2
   

    

واضح است كه
h
lim xh





 و طبق صورت سؤال
h

f (h)lim
h

1


f  . در نتيجه داريم: (x) x   21  

  
 فرض كنيد تابع: 2مثالf : ( , )   مشتق پذير باشد و

x
lim f (x) b


 كه ،b است؟ نادرست، در اين صورت كدام يك از موارد زير  

  )89(علوم كامپيوتر ـ سراسري 

) اگر1
x
lim f (x)


گاهآن ،موجود نباشد
x

f (x)lim
x

)2  موجود نيست.
x

f (x)lim b
x

  

،h) براي هر3
x

f (x h) f (x)lim b
h

 
   4اگر (

x
lim f (x)


bگاهموجود باشد، آن     

 :دهـيم كنـيم. قـرار مـي   ميكند گزينه نادرست را مشخص با ارائه يك مثال كه در شرايط مسأله صدق مي »1«گزينه  پاسخf (x) bx  در ايـن صـورت .f   

كند، واضح است كهدر شرايط مسأله صدق مي
x
lim f (x)


موجود نيست، ولي
x

f (x)lim
x

  ) نادرست است.1باشد پس گزينه (مي bموجود و برابر

چپ و راست مشتق   
  

xدر fتابعالف)  x             :مشتق راست دارد هرگاه حد مقابل وجود داشته باشد             
x x

f (x) f (x )
lim

x x







  

xدر fتابعب)  x            :مشتق چپ دارد هرگاه حد مقابل وجود داشته باشد             
x x

f (x) f (x )
lim

x x







  

  داراي مشـتق اسـت   xيم تـابع در نقطـه  يگـو مـي و ايـن دو مشـتق بـا هـم مسـاوي باشـند،        دباش ـداراي مشـتق راسـت و چـپ    xاگر تابعي در يك نقطه مانند
f               .فوق نيز صادق است) مطلب(عكس  (x ) f (x ) f (x )        
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 اگر  :3مثال
arctgx ; | x |

f (x) xsgn(x) ; | x |


  

 

1
1 14 2

fدر مورد گاهآن،  ( ) 1 وf ( )     تابع علامت است.) sgnx( صحيح است؟كدام گزينه  1

1 (f ( ) 1 وجود ندارد وf ( ) 
11 f) 2  است. 2 ( ) 1 وجود ندارد وf ( ) 1   است. 1

3 (f ( ) 1 وf ( ) xيمشتق راست در نقطه) 4  هر دو وجود ندارند. 1  1ي، دو برابر مشتق چپ در نقطهx 1 .است  
   :براي آن كه ضابطه»  1«گزينه پاسخf بينيم، نامساويرا بهتر ب| x |1 و| x |1  نويسيم:باز شده مي صورتبهرا  

 
arctg(x) ; x

f (x) xsgn(x) ; x x

  
  

   

1 1
1 1 14 2 IÄ

  

sgn(x)توجه كنيد كه براي اعداد مثبت 1 و براي اعداد منفيsgn(x)  1 است. مشتق چپ و راست را درx 1 :حساب كنيم  

 Hop

x x x x x

x arctgxf (x) f ( ) f (x) f ( )f ( ) lim lim , f ( ) lim lim lim
x x x x x    

 

    

   
          

     21 1 1 1 1

1
1 1 1 1 14 2 4 41 11 1 2 1 1 21

  

fپس ( ) 
11 xاست. اكنون مشتق چپ و راست را در 2  1 :حساب كنيم  

f ( ) 1  .وجود ندارد

Hop

x ( ) x ( ) x ( )

x ( ) x ( )

arctgxf (x) f ( )f ( ) lim lim lim
x x x

f ( ) f ( )
x

f (x) f ( )f ( ) lim lim
x x 

  

 



       


   

                                   

21 1 1

1 1

1 1 141 1 1 21 1 11
1 14 2 41 1 1

  

  بين مشتق و پيوستگي      يرابطه 
  

yاگر تابع f (x) در نقطهx x   ،گاهآنداراي مشتق باشدf (x) درx  پذيري در آن نقطه براي مشتق لازمپيوسته است. البته پيوستگي در يك نقطه شرط
 xپذيري تـابع در نقطـه  پيوسته باشد، دليل بر مشتق xتابعي در نقطه ، يعني اگرنيستعبارت ديگر عكس قضيه فوق صادق  هب .شدبااست ولي شرط كافي نمي

y. براي مثال تابعنخواهد بود | x | درx    پذير نيست.است ولي در اين نقطه مشتقپيوسته  

 در تابع با ضابطه :4مثالx a , x
f (x)

b x , x

  


3
1
1

fمقدار   ( ) bموجود است، مقدار 1 a2
  كدام است؟ 2

1 (3  2 (2  3 (1  4 (  
  : نقطهچون تابع در »  2«گزينه پاسخx 1 در نتيجه خواهيم داشت: .لذا پيوسته نيز خواهد بود ،پذير استمشتق  

x x
lim f (x) lim f (x) a b ( )

  
   

1 1
1 1  

  خواهيم داشت: و لذا مشتق چپ و راست تابع در اين نقطه با هم برابرند ،پذير استو چون تابع در اين نقطه مشتق

( )
; x

b b abf (x) b a; x
x


          



1

3 2

1 1
21 3 2 21 3 2

3
  

  

 فرض كنيد :5مثالx( e ) ; xf (x)
; x



   
 

1
11 

 
  )92ـ سراسري   MBA(  باشد. در اين صورت كدام گزينه صحيح است؟ 

1(f (x) درx  .2  ، فقط پيوستگي چپ دارد(f (x) درx  پذير نيست.، پيوسته است ولي مشتق  
3(f (x) درx  4  پذير است. ، مشتق(f (x) درx  .فقط پيوستگي راست دارد ،  
  :كنيم:بررسي ميط پيوستگي تابع را ابتدا شراي »4«گزينه پاسخ   

x
x x

x
x

x x

lim f (x) lim ( e )
e

e lim f (x) f ( )

lim f (x) lim ( e )
e

e

 




 



 




 


     

   


      
 

 

1
1

1

1
1

1

1 1 11
1

1
1 1 11 111

1

 




 




 



    

xينقطه بنابراين تابع موردنظر در   پذير نيست.فقط از راست پيوسته است و بنابراين مشتق  
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 تابع: 6مثال
x| x | xf (x)

a x

  





xدر همسايگي نقطه aبه ازاي چه مقاديري از    91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  پذير است؟مشتق(  

a) براي2  دلخواه a) به ازاء هر1    3براي (a 1  4مقدار) به ازاء هيچa  

 :طبق تعريف مشتق داريم: »4«گزينه  پاسخ  
x

x x

f (x) f ( ) | x | af ( ) lim lim
x x 

   
 

  
fشرط لازم (نه كافي) براي وجود ( ) آن است كه ،fدرx   :پيوسته باشد. بنابراين بايد داشته باشيم  

x xLn|x|
x x x

f ( ) lim f (x) a lim | x | lim e
  

   
  

  

دانيم كهمي
x
lim xLn | x |





 :است. براي مثال از سمت راست داريم 
x x x x

Lnx xlim xLnx lim lim lim x

x x
      


     

  2

1

1 1   
−ITÃQ¼À  

xLnاز سمت چپ نيز، به صورت مشابه مقدار حد | x |xLn|x  شود پس داريم:برابر با صفر مي |
x

a lim e e


  1


  

  مشتق داريم: حالا با استفاده از تعريف
x xLn|x|

x x x

f (x) f ( ) | x | ef ( ) lim lim lim
x x x  

     
1 1

  

  

ueارزياز هم u1 كنيم:استفاده مي  
x x x

xLn | x | xLn | x |f ( ) lim lim lim Ln | x | Ln( )
x x



  

       
1 1
  

   
f، مقدارaپس به ازاي هيچ مقداري از ( )  صحيح است.4شود. پس گزينه (عددي حقيقي نمي (  

  

 تابع : 7مثالf :   با ضابطه
; x , n , , ...

nnf (x)
; x , n , , ...

n

     
    

2
1 1 1 2

1 1 2
   fيـك از احكـام زيـر در مـورد رفتـار     تعريف شده اسـت. كـدام   

xدر نقطه   86سراسري ـ تاريخ و فلسفه علم (  درست است؟(  
  پذير) هم پيوسته و هم مشتق2  پذيرنه پيوسته و نه مشتق) 1
  پذير است ولي پيوسته نيست. ) مشتق4  پذير نيست.) پيوسته است ولي مشتق3
 :دانـد،  آمـوز دبيرسـتاني هـم مـي    تـوان رد كـرد!؟ هـر دانـش    ) را از همان ابتدا مـي 4اند! چرا كه گزينه (ها خيلي خوب طراحي نشدهگزينه »2«گزينه  پاسخ  

  پذير باشد، ولي پيوسته نباشد!امكان ندارد تابع مشتق

fابتدا پيوستگي (x) را درx   كنيم. واضح است كهبررسي ميf ( )  ي. حالا براي محاسبه
x
lim f (x)


xدو حالت داريم. اگـر  
n


xباشـد وقتـي   1   ،

nداريم  :پس داريم  
x n n
lim f (x) lim f ( ) lim

n n  
  2

1 1


  

شامل اعدادي به جز xو اگر
n
  ها باشد، داريم:1

x x
lim f (x) lim
 

 
 

   
در هر صورت داريمپس 

x
lim f (x) f ( )


 


 بنابراين .f (x) درx   پيوسته است. براي بررسيf ( )  كنيم:از تعريف مشتق استفاده مي  

x x

f (x) f ( ) f (x)f ( ) lim lim
x x 

  
 




  

  :كنيمباز هم دو حالت بالا را بررسي مي
x n n

nx f (x) f ( ) lim , x f (x) f ( ) lim lim
n x n nn

n
  

             
2

2

1
1 1 1 1

1

      

fپس در هر دو حالت ( )   آيد. يعنيبه دست ميf (x) درx   پذير است.مشتق  
fپذيرياگر از همان ابتدا مشتقتوجه:  (x) درx   داديم ديگر نيازي به نشان دادن پيوستگيرا نشان ميf (x)  در اين نقطه نداشتيم، اما روند معمول آن است

  كنند.پذيري را بررسي ميكه ابتدا پيوستگي و سپس مشتق
  

 فرض كنيم :8مثالf :[a ,b]  پذير باشد وتابعي مشتقg f :91سراسري  (تاريخ و فلسفه علم ـ  ، در اين صورت(  
1 (f وg 2  كنند.در خاصيت مقدار مياني صدق مي (g .پيوسته است  
3 (f كند وليدر خاصيت مقدار مياني صدق ميg .4  لزوماً چنين نيست (gof .پيوسته است  
 :يكند. علاوه بر آن، مشتق هر تابع هم در بازههر تابع پيوسته، در خاصيت مقدار مياني صدق مي »1«گزينه  پاسخ(a ,b) .داراي خاصيت مقدار مياني است  

اسـت پـس داراي خاصـيت مقـدار      fهم مشتقِ gپذير است، پس پيوسته است؛ در نتيجه داراي خاصيت مقدار مياني است. تابعمشتق fحالا در اين سؤال؛ تابع
  ) صحيح است.1براين گزينه (مياني است. بنا
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  ها:در مورد ساير گزينه
fيتابع پيوسته ):2بررسي گزينه ( (x) x يرا بر بازه[ , ]1 دانيم كهدر نظر بگيريد، ميf (x)

x
 

1
2

fاما،  (x) درx        پيوسـته نيسـت. پـس تـابع

  مشتق لزوماً پيوسته نيست.
fو fطور كه گفتيمهمان ):3بررسي گزينه (  كنند.هر دو در خاصيت مقدار مياني صدق مي  
g) گفتيم، تابع1ي (طور كه در بررسي گزينههمان ):4بررسي گزينه ( f     لزوماً پيوسته نيسـت. پـس تركيـبgof       هـم لزومـاً پيوسـته نيسـت. بـراي مثـال 

f (x) x يبر بازه[ , ]1 :را در نظر بگيريد  g(x) f (x) g(f (x))
x f (x) x

    
1 1 1

2 2 2
  

xدر gofبينيم كهمي   .پيوسته نيست  
  

   :تابع مشتقبين مشتق چپ يا راست و پيوستگي  يرابطه
اگر حد

x x
lim f (x)






fگاهآنوجود داشته باشد،  (x )  وجود دارد و
x x

f (x ) lim f (x)





 


. درراست متناهي  ، مشتقتابع مشتق گوييمميت در اين صورx دارد، 

باشد و اگر حددر نتيجه داراي پيوستگي راست نيز مي
x x
lim f (x)






fگاهآن ،وجود داشته باشد (x )    وجـود دارد نيـز
x x

(f (x ) lim f (x))





 


  عتـاب  گـوييم مـي و 

  .، داراي مشتق چپ متناهي است و تابع مشتق داراي پيوستگي چپ استمشتق

ناپذير توابع نقاط مشتق  
  

بندي كرده و بـراي هـر يـك مثـال مخصـوص بـه       ها را به طور جداگانه دستهآن ،ا بررسي كنيم. براي درك بهترناپذير رخواهيم انواع نقاط مشتقدر اين قسمت مي
  م:ايخودش را نيز آورده

fپذير نيست. مثلاً تـابع تابع در آن نقطه مشتق گاهآن، نشده باشداي تعريف اگر تابع در همسايگي نقطه ـ1 (x) x  يرا در نظـر بگيريـد. ايـن تـابع در نقطـه      4
x   چون در همسايگي چپِ صفر، تعريف نشده است. ؛ناپذير استمشتق  

پـذير نيسـت. مـثلاً تـابع    اي ناپيوسـته باشـد، در آن نقطـه مشـتق    تابع در نقطه اگر ـ2
x ; x

f (x) ; x

x ; x

  


 


 

4

4

1 1
2 1

1 1
xي، در نقطـه  1    ،پيوسـتگي راسـت دارد  

fولي پيوستگي چپ ندارد و اين يعني تابع پيوسته نيست و در نتيجه (x) يدر نقطهx 1باشد.پذير نيز نمي، مشتق  

yاگر تابع ـ3 f (x) يدر نقطهx x  پيوسته باشد، ولي حد
x x

f (x) f (x )
lim ( )

x x







xيتوان گفـت تـابع در نقطـه   باز هم مي گاهآنموجود نباشد،   x  

xناپذير است. براي مثال تابعقمشت sin ; x
f (x) x

; x

  
 



 

1
xيرا در نظر بگيريد. اين تابع در نقطه        پـذير  پيوسته است، ولـي در ايـن نقطـه مشـتق

  نيست، چون داريم:

 .حد وجود ندارد                     
x x x

x sinf (x) f ( ) xf ( ) lim ( ) lim ( ) lim (sin )
x x x  

    


1
1

  




  
  

yچپ و راست تابعهرگاه مشتقات ـ 4 f (x) درx در اين صورت در آن نقطه تابع مشـتق  مساوي نباشندبوده ولي با هم عددي حقيقي  با و برابر موجود ،
fندارد و خط مماس بر (x) گويند. در اين حالـت  مي دارنقاط زاويهر منحني رسم كرد. به چنين نقاطي، توان بوجود ندارد و فقط دو نيم مماس چپ و راست مي

  درجه است. 18تا ها متغير و بيني بين آنداريم كه زاويه» مماسنيم«دو 
yبراي مثال به تابع | x | ينقطه دقت كنيد؛ اين تابع درx   طور كـه در شـكل   ناپذير است و همانمشتق

  است.» دارگوشه«دار يا به عبارت ديگر بينيد، در اين نقطه، زاويهمي

x

x x

x

xf ( ) lim ( )
xf (x) f ( ) | x |f ( ) lim ( ) lim ( ) f ( ) f ( )

xx x f ( ) lim ( )
x







  

  



                  


1

1


 




   

  
  

y | x |

x

y
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 اين است كه يكي  عيت قبلپذير نيست و تفاوت آن با وضچنانچه يكي از مشتقات متناهي و ديگري نامتناهي باشد، در اين صورت باز هم تابع مشتق :2تذكر

xها قائم است. براي مثال به تابعاز مماس ; x
f (x)

x ; x

  






2
xيدقت كنيد، اين تابع در نقطه    ناپذير است، چون داريم:مشتق  

x

x

xf ( ) lim
x x

xf ( ) lim














    




   

2

1

1







 
  

 ر اين نقطه ناپذير است و دتوان گفت تابع در آن نقطه مشتقموجود و متناهي و ديگري اصلاً وجود نداشته باشد، باز هم مي چنانچه يكي از مشتقات :3تذكر

  را در نظر بگيريد: مقابلمماس داريم. براي مثال تابع هم يك نيم
x ; x

f (x)
sin ; x

x

   
 



2 1
1 1




  

xياين تابع در نقطه   باشد. اما به مقدار مشتق چپ در اين نقطه توجه كنيد:تق راست است و مقدار آن برابر با صفر ميداراي مش  

دار غيرصفر)(كران. وجود نداردحد 
x x

sin( )
xf ( ) lim ( ) lim sin( )
x x x 


 



 

 
    



1 1 1 1 1  

xياگر هر دو مشتق چپ و راست، در نقطه ـ5 x  نامتناهي شوند)يا يتوان گفـت تـابع در نقطـه   باز هم مي گاهآن ،)شوندx x   ناپـذير  مشـتق
ي عطـف  نقطهاين نقطـه را   گاهآنشوند)،  شوند و يا هر دو شوند (يعني يا هر دو متنامتناهي ولي هم علااگر هر دو مشتق ، fيبراي تابع پيوستهاست. 
xيمماس عمودي به معادلهدر اين حالت دو نيم .نامندميقائم  x  يداريم كه با هم زاويه18 كه از  دهندها با هم، تشكيل خطي را ميمماسسازند و اين نيممي

ي بازگشت نقطهقطـه را  اين ن گاهآنشود)  و ديگري شوند (يعني يكي العلامتنامتناهي ولي مختلفكند. اگر هر دو مشتق عبور مي fدرون منحني
xيمماس به معادلهنامند. در اين حالت دو نيممي x  سازند (در واقع بر هم منطبق هستند)ي صفر درجه ميداريم كه با هم زاويه.  

xيبراي مثال نقطه   براي تابعf (x) | x |شود، چون داريم:گشت محسوب ميي باز، نقطه  

x x x

x x x x

| x | xf ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x
| x | x xf ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x

  

   



  



   

 
     




             

1

1
  

   











  

fيدر محاسبه ( )  دقت كنيد كه چونx  يعني ،x پس و عددي منفي است؛ كنداز سمت چپ به صفر ميل ميx   وx .تعريف شده است  

yتوجه داشته باشيد براي توابعي به فرم كلي | ax b |  ينقطهbx
a

    طول نقطه بازگشت و براي توابعي به فـرم كلـيmn(n m)y (x )   22 1 

xاي به طولنقطه    شود.نقطه بازگشت محسوب مي طولهمواره  

|به تابع ،اي از عطف قائمبه عنوان نمونه x | ; x
g(x)

| x | ; x

  
 




fتوجه كنيد. تفاوت اين تابع با تابع  (x) يدر آن است كه در ناحيهx   به جاي| x | 

|از x | .دهيم كه تابعنشان مي استفاده شده استg(x) درx   يداراي عطف قائم است. با محاسبهg ( )  وg ( )  :خواهيم داشت  

x x x

x x x x

| x | xg ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

| x | x xg ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x

  

   



  



   

         



             

1

1
  

   










  

xآيد، پسمي بدست دو طرف بينيم كه از هرمي   يك عطف قائم برايg(x) .است  
شـوند،  علامـت مـي  نهايت و هـم هاي چپ و راست بيكنيم كه ممكن است باعث اشتباه برخي از دانشجويان شود. وقتي مشتقاي جلب ميجا توجه شما را به نكتهدر اين

جهت شده و بـر هـم منطبـق    مماس، همالعلامت باشند، خطوط نيمهاي چپ و راست مختلفهاي مختلف است. اما وقتي مشتقمماس در جهتنمودار تابع داراي دو نيم
  .دهدها را ميكه شيب آنهاي رسم شده ندارد، بلمماسآمده، ربطي به جهت نيم بدستهاي شوند. علت اين امر آن است كه مقدار مشتقمي

تـابع در   گـاه آن، هر دو عددي حقيقي و مساوي هم باشند، xتوان گفت؛ اگر تابعي پيوسته باشد و مشتق چپ و راست در نقطهاي مفيد، ميبه عنوان خلاصهبندي: جمع
  .ناپذير استي مورد بررسي مشتقطور كه در توضيحات قبل بررسي شد، تابع در نقطهها، همانر ساير حالتپذير است. بنابراين دمشتق xينقطه

y x

x

y

2y x

 مماس افقي مماس قائم

x

y

f (x)

x

y

g(x)

| x |

| x |
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 گيري ضمنيمشتق :2درسنامه

  
آوردن يكي برحسب ديگري، كار راحتي اسـت. در واقـع همـان معـادلاتي كـه       بدستها، هستند. در بعضي از آن yو xشماري وجود دارند كه شامل دو متغيرمعادلات بي

بيان كند، به آساني پيدا كرد. مثلاً  xرا برحسب yتوان فرمول صريحي كه مثلاًها نميي اين موارد بودند. اما در برخي از آنها را محاسبه كرديم، از جملهتاكنون مشتق آن

xيبه معادله xy y  2 3 ي درجه سـوم را  آسان نيست؛ چون بايد يك معادلهبيان كند،  xرا بر حسب yتوجه كنيد؛ در اين معادله پيدا كردن فرمول صريحي كه 1

xyحل كنيم. به عنوان يك مثال ديگر توجه كنيد كه اوضاع در برخي معادلات مثل yبرحسب sin y x  2 توان شود! چون در اين مثال اساساً نميتر هم ميوخيم 1
  جـواب ايـن سـؤال، اسـتفاده از     » حسـاب كنـيم؟   چطـور گونـه توابـع، مشـتق را    در ايـن « آيد، اين اسـت كـه:  آورد! سؤالي كه پيش مي بدست xفرمول صريحي برحسب

را به يك طرف تساوي آورده و مساوي صـفر قـرار دهـيم. يعنـي بـه      اعداد ثابت و  yوxاملشاي ي دو متغيرهاست. فرض كنيم تمام اجزاي معادله» گيري ضمنيمشتق«
fحالت (x, y)   برسيم؛ در اين صورتxy يعني مشتق)y نسبت بهxآيدمي بدستي زير ) از رابطه:  

  

x
x

y

fy
f


    


 

xيبراي معادله yبراي مثال، y x  3 3 3 دانـيم مشـتقش صـفر    عددي ثابت است (كه ميyشود؛ بايد در صورت كسر فرض كنيمحساب مي صورتاين به 1
دانـيم مشـتقش صـفر اسـت) و مشـتق      عددي ثابت است (كه مـي xرا حساب كنيم و به همين ترتيب براي مخرج كسر بايد فرض كنيمxاست) و مشتق نسبت به

مشتق عدد ثابت هم صفر است  ،)xعدد ثابت فرض شود و چه yرا حساب كنيم. توجه داشته باشيد كه چه در صورت و چه در مخرج كسر (يعني چه yنسبت به
  توانستيم كلاً ننويسيم!ايم كه البته ميصفر قرار داده ،و ما براي نشان دادن اين موضوع به جاي مشتق عدد ثابت در مخرج و در صورت

x
x (x ) xf (x, y) x y x y

y y y
              

  

2 2 23 3
2 2 2

3 3 3 1 13 1
3 3
  

  
  

 نچه چنا: 75مثالy  تابعي ازx باشد وLn(xy) xy x xy  5مقدار ،dy
dx

xدر   yو 1     است با:  برابر 3

  )91(مهندسي ايمني و بازرسي فني ـ سراسري 

1 (
42
13  2 (

13
42  3 (

21
13  4 (13

42  

 :كنيم:گيري ضمني استفاده مياز روش مشتق »1«گزينه  پاسخ 

  
ydy xLnx Lny xy x

dx x
y

 
        



1 4 1 424 1 134
  

  

 اگر: 85مثالx y(cosy) (sin x) باشد، مقدارdy
dx

)در نقطه  , ) 
2   )94برداري ـ سراسري (نقشه  كدام است؟ 4

1 (
1
2  2 (Ln




2  3 (1
2  4 (Ln 2  

 :گيري ضمني داريم:بنابراين به كمك مشتقطور ضمني بيان شده، ي تابع بهضابطه» 2«گزينه  پاسخ  

  x yf (x , y) (cos y) (sin x)     

x y
x

x y
y

( ) Ln( )
fdy (cos y) Ln(cos y) y(cos x)(sin x) dy Ln( )Ln

dx f dx ( , )x( sin y)(cos y) (sin x) Ln(sin x)
( )( )





 



 

                


21
1 12

1 1
1 2 2 1 22 2
2 21 12 4

2 2 2





  

  

  عددي ثابت باشدyكهاينبا فرض xنسبت به fمشتق
 عددي ثابت باشدxكهاينبا فرضyنسبت بهfمشتق
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 اگر  :59مثالx y
y

y
y

 





1
1

1


dyگاه، آن
dx

  نهايت ادامه دارد.)طور تا بيها همينكدام است؟ (جمله 

1( x y
x
2   2 (y x

x
2  3 (x y

y
2  4 (y x

y
2  

 :ابتدا به عبارت توجه كنيد؛ عبارت داده شده در مخرج كسر همان»  1«گزينه   پاسخx .است  

x

xx y x y x xy x xy
x

y
y

y






           






2 21 1 1 1
1

1

njJo†¸Ã o‡  

dy x y x y
dx x x

 
   


2 2Â¹μ† ÁoÃ¬¢Tz¶ pH ½jIŸTwH  

  

 اگر  :60مثال(cos x)(cosx)y (cosx)


dyگاه مقدار، آن
dx

  بت است)مث cosxنهايت ادامه دارد وها در توان تا بيجمله(را حساب كنيد.  

 :تابعي تواني برحسب كهاينبا توجه به   پاسخx داريم، ابتدا از طرفينLn گيريم. دقت كنيد تمام عباراتي كه در توان هسـتند، پـس از  ميLn    گـرفتن بـه

cos  شوند:ل ميمنتق Lnپشت x cos xcos x cos xLny Ln cos x Lny cos x Ln cos x   
 

  
Lny  است، لذا داريم: yهمان Lnخبُ عبارت پشت yLn cos x Lny yLn cos x      

  گيري ضمني داريم:حالا با استفاده از مشتق
sin x ydy y tgxcos x

dx yLn cos xLn cos x
y


   



2

1 1  

 yمتغيـر اسـت و   xتوانيم بگـوييم را ثابت فرض كنيم، مي yرا ثابت و بار ديگر xباريك كهايندر برخي مسائل بدون توجه به فرمول و بدون  :12نكته   
  كه ابتدا حل كرديم، داريم: ايمسألهبناميم. مثلاً در  yرا yمشتق بگيريم و مشتق xتابع آن و برحسب

xx y x x y y x y y y y x y
y
                    

233 3 2 2 2 2 2 2
2

13 1 3 3 3 1 1  ´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶ oM ´Ãv£U ¸Ã oŠ  

  تر كند.وابع ضمني كاربرد دارد و شايد گاهي اوقات محاسبات را سادهو بالاتر تاين روش بيشتر در محاسبات مشتقات مرتبه دوم 

 از معادله: 61مثالy y x 3 مقدارd y
dx

2
xدر نقطه 2    )83ـ سراسري  MBA و 79اي ـ سراسري هسته(            كدام است؟                       2

1 (3
16  2 (5

32  3 (3
32  4 (1

16  

 :به ازاي »3«گزينه  پاسخx  yاز 2 y x 3 شودنتيجه ميy 1 .  

y y x ( y )y y , yy ( y )y ( )( ) y y                      3 2 2 2 21 1 6 33 1 1 6 3 1 6 1 44 4 64 32   
  

 از رابطه: 62مثالx y 2 24 dاگر 9 y K
dx y

 
2

2 3  باشد، عددK كدام است؟  )MBA  86ـ سراسري(  

1( 
4
9  2( 

9
16  3( 9

16  4( 4
9  

 :واضح است بايد»  3«گزينه  پاسخd y
dx

2

  محاسبه گردد: 2

   
xy

dy x x d y y xy d y y x d yyx y
dx y y dx y dx y y y dx y

 
     

              

2
2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 3 3 2 3

442 4 4 4 9 944 9 8 4 16 16 16 16 16
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 يعني مشتق سوم :63مثالx(y ) عبراي تابx y 2 2 )ي، در نقطه25 , )3   كدام است؟  4

1 (
25
64  2 (25

64  3 (
225

1 24  4 (225
1 24   

   :ها را بـه يـك طـرف منتقـل     مرتبه از تابع مشتق بگيريم، به اين منظور همه عبارت 3گيري ضمني، خواهيم با استفاده از روش مشتقمي  »3«گزينه پاسخ

)  دهيم و داريم:كرده و طرف ديگر تساوي صفر قرار مي , )xx y x yy y y ( , )
y

             3 42 2 325 2 2 3 4 4 ¢Tz¶ ÁnHm«ÄI] IM  

x yy y yy ( ) y ( , ) y ( , )                 2 23 251 1 4 3 4 3 44 64  ¢Tz¶ ÁnHm«ÄI]  

y ( , )  
2253 4 1 24

y yy y y y y yy ( )( ) ( )( ) y ( , )                       2 3 25 3 251 2 2 4 3 44 64 4 64   ¢Tz¶ ÁnHm«ÄI]  
  

dxيا همان yxاگر در مسائل  :31نكته 
dy

را متغير فرض كرد و از تابع مشتق گرفت. دقت كنيـد در ايـن حالـت فرمـول مشـتق       yبايد ،سؤال شده باشد 

  شود:زير نوشته مي رتصوبهضمني 

y
dxx
dy

    

dx  عكس يكديگر هستند: xyوyxبا دقت در رابطه فوق واضح است، همواره دو مشتق
dydy
dx


yيا    1

x
x

y
 


1  

 از رابطه: 64مثالx xy y x y    2 25 4 3 مقدار ،yx در نقطه( , )1   كدام است؟ 1
1 (8  2 (5-  3 (1  4 (1-  

 : 1«گزينه  پاسخ«     y ( , )
dx x yx
dy x y

         
   1 1
1 3 1 1 3 82 4 2 1 4
   

  

 از رابطه :65مثالxy x y  2 2 dمقدار 5 x
dy

2
)در نقطه 2 , )1   كدام است؟ 2

1 (17
2  2 (23

2  3 (31
4  4 (61

4  

  : گيري ضمني،ابتدا با مشتق»  4«گزينه پاسخdx
dy

y  كنيم:را محاسبه مي 

x

fdx xy
dy f y x

 
   

 2
2 1

2
  

  است: yتابعي بر حسب xگيريم. دقت كنيد كه در اين مثال، بر خلاف هميشهبار ديگر از طرفين مشتق ميحالا يك
d x [x y x ][y x] [ y x ][ xy ]
dy (y x)

      
 



2 2

2 2 2
2 1 2 2 2 2 1

2
  

,x)يشتر نداريم. با جايگذاريي بنيازي به محاسبه y) ( , ) 1 dxدر مشتقِ اول داريم: 2
dy


   


4 1 5
4 2 xپس 2   5

است. حالا با جايگذاري اين مقادير در  2

d  مشتق دوم داريم: x [ ][ ] [ ][ ]
dy ( )

     
  



2

2 2
2 5 1 4 2 4 5 4 1 61

44 2
  

  

 از رابطه :66مثالyx
y




2

dمقدار 2 y
dx

2
yدر نقطه 2    كدام است؟ 1

1 (
8
9  2 (

8
27  3 (4

9  4 (
4

27  

  : 2«گزينه پاسخ   «  y dx y( y) ( )(y ) y yx
y dy ( y) ( y)

   
   

  

2 2 2

2 2
2 2 1 4

2 2 2
  

dy ( y) d y ( y)( y )( y y ) ( y yy ) ( y)y
dx y y dx ( y y )

             
 

2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 4 4 2 2

4 4
  

)از طرفي چون y)y
y y
 


2

2
2

4
yلذا به ازاي ، 1،( )y ( )   

 

2
2

2 1 11 34 1 1
  داريم:y، با جايگذاري اين مقدار در ضابطه

[ ( )( )( )] [( ( ) ( ))( ) ]d yy ( ) ( )
dx ( )

           
      

 

2 22
2 2 2 2

1 1 1 2 82 2 1 4 1 1 4 2 1 2 1 2 83 3 3 3 31 1 9 274 1 1 3
  

  

  عددي ثابت xبا فرض yنسبت به fمشتق تابع
  عددي ثابت yبا فرض xنسبت به fمشتق تابع
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 در تابع :67مثالy x sin x 
1 d، مقدار 22 x

dy

2
xبه ازاي 2 

   )95ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ 6

1 (4 3
27   2 (8 3

27   3 (8 3
27   4 (4 3

9   

 :آوريمهمه متغيرها را به يك سمت تساوي مي» 3«گزينه  پاسخ:  y x sin x x sin x y     
1 2 2 2 22   

y  گيري ضمني داريم:با مشتق

x

fdx
dy f cos x cos x

 
    

  
2 1

2 2 2 1 2  

d  داريم: yگيري دوباره نسبت بهبا مشتق x d dx sin x( )
dx cos x dy cos xdy ( cos x)

   
 

2

2 2
1 2 2 1

1 2 1 21 2
  

xحالا 
 d  دهيم:را قرار مي 6 x d xx

dy dy( ) ( )


     



2 2

2 23 3

32 3 8 32
1 36 271 2 2

 

  

 يگيري ضمني بعضاً ممكن است نتايج غلطي به بار آورد! مثلاً فرض كنيد معادلهاستفاده ناشيانه از فرمول مشتق  :7تذكرx y  2 2 را داده باشـند و   1

xاهند مشتق بگيريم. اگر ما به راحتي بنويسيم:از ما بخو
x xy
y y

    
2
تـوان از آن  رد! پس نمياصلاً وجود خارجي ندا ايمنحنيايم! چون چنين ، اشتباه كرده2

   .ي داده شده، مجموع يك عبارت مثبت در سمت چپ، برابر با عددي منفي شده است!)(در معادله مشتق گرفت

fيمعادله xبه yو yبه xهرگاه با تبديل :14نكته  (x , y) تغييري نكند، يعنيf (x , y) f (y , x) شود كـه معلوم ميyf    بـا تبـديلx  بـهy وy 

xf يدر ضابطه xبه  آيد. مثلاً وقتيمي بدستf (x , y) Ln(x xy y )  2 xدانيمباشد، مي 2
x yf

x xy y
 

 2 2
را به يكديگر  yو xحالا در همين كسر، 2

yكنيم وتبديل مي
y xf

y yx x
 

 2 2
a)ي مهم دارد. در نقاطي كه به صورتآيد. اين موضوع يك نتيجهمي بدست 2 ,a) يطهباشند مثل نق( , )1 )يا 1 , ) 2 2 

x خواهيم داشت: yf (a ,a) f (a ,a) .  

 ياز معادله  :68مثالy xsin(x y y x) x y c   
2 22 dyحاصل 2

dx
)يدر نقطه  , ) كدام است؟  

1 (  2 (sin( )   22   3 (1-  4 (  

 :ي داده شده با تبديلمعادله»  3«گزينه   پاسخx بهy وy بهx يعني ،كندتغييري نميf (x , y) f (y , x) ي داده شده هماست. در نقطهy xاست. 

xپس در اين نقطه yf ( , ) f ( , )      :در نتيجه داريم  x

y

f ( , )dy
dx f ( , )

  
   

  
1  
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 در حل مسائل استفاده از تعريف مشتق :5 درسنامه
    

  ها مجبوريم از تعريف مشتق كمك بگيريم.رويم كه در اكثر آندر اين قسمت سراغ سؤالاتي مي

چه زماني لازم است از تعريف مشتق استفاده كنيم؟   
  

fيبراي محاسبه (x )  سر و در برخي سؤالات، توأم با محاسبات پيچيده است. توانيم از تعريف مشتق استفاده كنيم. با وجود اينهميشه ميواضح است كه اين كار پر درد ،
fتر است. براي مثال اگر در تابعتر و راحتسريع گيريدانيد استفاده از قواعد مشتقطور كه ميو همان (x) x fبخواهيم 2 ( ) ندارد كـه از  ايرادي  ،را حساب كنيم 1

  تعريف مشتق استفاده كنيم:
x x x

f (x) f ( ) x (x )(x )f ( ) lim lim lim
x x x  

       
  

2

1 1 1
1 1 1 11 21 1 1  

fدانيم كه مشتق تابعگيري همه ميالبته با توجه به قواعد مشتق (x) x fصورتبه 2 (x) x  fاست و در نتيجـه  2 ( ) 1 خواهـد بـود. پـس لازم نبـود بـا       2
  ستفاده از تعريف مشتق وقت خود را تلف كنيم.ا

fشويم از طريق تعريف مشتق مقدارولي گاهي اوقات مجبور مي (x )   يدهد كه ضابطهآوريم. اين زماني رخ مي بدستراf (x) برايx x   ي آن در با ضـابطه

xنواحي x  وx x  يكسان نباشد. مثلاً به تابعx cos ; x
f (x) x

; x

  
 

2 1 

 
fخـواهيم توجه كنيد. مـي   (x) را درx         محاسـبه كنـيم. بـا دقـت بـه

fيضابطه (x) ي آن درم كه ضابطهشويمتوجه ميx   ي آن براي نقـاط با ضابطهx   وx     يعنـي همـان)x     ي) فـرق دارد. در خـود نقطـهx   

fداريم ( )  ، اياما برx   وx   يعني)x  داريم (f (x) x cos
x

 2 fيدهد كه براي محاسـبه اين نشان مي .1 ( )       حـق نـداريم از قواعـد معمـولي
  ريف مشتق مقدار آن را تعيين كنيم.گيري استفاده كنيم بلكه بايد از طريق تعمشتق

  
x x x

x cosf (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim x cos
x x x  

    


2 1
1

  

 


  

cosي اين حد دقت كنيد كهدر محاسبه
x
+ قـرار دارد) و از طرفـي  1تا  -1دار است (چون بين كران 1

x
lim x





      هـا  ضـرب آن اسـت؛ بـه همـين خـاطر حاصـل

xيعني cos
x
)cosرود. (هرگاهبه سمت صفر مي 1 ) ياsin( )    به وجود آيد حد وجود ندارد؛ مگر آن كه يك عامل صفرشونده در اين جملات ضـرب شـده

)cosباشد كه فرم ) ياsin( ) تفاده از تعريف مشتق متوجه شديم كهرا ايجاد كند) پس با اسf ( )   .است  

 در تابع  :91مثال
x x ; x

f (x) ; x
x x ; x

    


 
   

1 2
4 2

2
fمقدار  ( ) كدام است؟ ( 2   (.نماد جزء صحيح است  

1 (f ( ) 2 1  2 (f ( ) 2 4  3 (f ( ) 2 2  4 (f (x) درx    پذير نيست.مشتق 2
 :ابتدا از پيوستگي » 3«گزينه   پاسخf (x) درx  fكنـيم: اطمينان پيـدا مـي   2 ( )     2 2 2 1 4،f ( ) 2 4،f ( )    2 2 2 در  fپـس  4

x  fخواهيمپيوسته است. حالا مي 2 ( ) fرا بدست آوريم، اما تابع 2 (x) درx  xو 2  xو 2  ي يكساني ندارد. پس مجبوريم از تعريـف مشـتق   ضابطه 2

  استفاده كنيم:
x

f (x) f ( )f ( ) lim
x

 
2

22 2   

fخواهيمحالا مي ( fو 2( (x) وحرا در صورت كسر جايگذاري كنيم. به وضf ( ) 2 fاست. اما به جاي 4 (x)  كدام ضابطه
xرا قرار بدهيم؟ خبُ اين بستگي به آن دارد كه  xيا 2  شويم مشتق راست و مشتق باشد، به همين خاطر ناچار مي 2

  م:چپ را جداگانه حساب كني
x

x

x x
f ( ) lim

x
x x

f ( ) lim
x













      


     

2

2

1 42 2
42 2

  

xوقتي  xاما كوچكتر از آن اسـت (مـثلاً   2عددي نزديك به  xكندميل مي 2از سمت چپ به  x، يعني2 /1 99 پـس (x 1  امـا   3نزديـك بـه    عـددي

xدهد كهكوچكتر از آن است اين نشان مي    1 2.  
x x

x (x )f ( ) lim lim
x x 



 

    
 2 2

2 4 2 22 22 2  

xوقتي  xاز آن است (مثلاًاما بزرگتر  2عددي نزديك به  xكند،ميل مي 2از سمت راست به  x، يعني2 /2 1 پس (x      شود. مي 2

x x

x (x )f ( ) lim lim
x x 



 

    
 2 2

2 4 2 22 22 2  

fبنابراين ( ) f ( )   2 2 fتابع ، يعني2 (x) درx  f)است 2 پذير و مشتق آن برابر بامشتق 2 ( ) ) 2 2.  
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 مشتق تابع :92مثالf (x) x sin x   
xدر 2   91(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (1  2 (  3 (1  4.موجود نيست (  

 تابع »2«گزينه  سخ:پاsin x   درx   كنيم.شود. پس، از تعريف مشتق استفاده ميزيرا مقدار داخل جزء صحيح، عدد صحيح مي ؛ناپيوسته است  

 دار)(كران
x x x

x sin xf (x) f ( )f ( ) lim lim lim x sin x
x x  

          

2

  

 


  

sinي تابعر دربارهبراي توضيح كاملت توضيح: x   ارزي داريمتوجه كنيد كه با استفاده از همsin x x پسsin x x        حالا حد چپ برابر است با
     1 و حد راست برابر است با     پسsin x   درx   دار است.ناپيوسته اما كران  

  

 تابع :93مثالn

x
f (x)

x x

 


 


nبراي  N داده شده است. به ازاي كدام n  تابعf 29(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   پذير است؟مشتق(  

n) برايn   2) براي هر 1 1  3فقط براي (n  n) فقط براي4   2  3  

 :كافيست مشتق چپ و راست تابع در نقطه »2«گزينه  پاسخx   :را بررسي كنيم  
n

n
x x

xf ( ) , f ( ) lim lim x
x


 

 

    1
 

    

xبراي داشتن مشتق در نقطه    :بايد مشتق چپ و راست در اين نقطه باهم برابر باشند، لذا  n
x
lim x n n


     1 1 1


   

  باشد.بايد توجه داشت كه تابع داده شده براي همه نقاط داده شده پيوسته مي

  

 اگر :94مثال

 

(sin x) [ cos x] ; xf (x) x
; x

   
 

2 2
  )91(معدن ـ سراسري     است). tجزء صحيح  [t]منظور از كدام گزاره زير صحيح است؟ ( 

1 (f ( ) 1  2 (f ( )  2  3 (f ( )  3  4 (f ( )   وجود ندارد  

 :وقتي   »1«گزينه  پاسخx حاصلكند، به سمت صفر ميل ميcos x باشد؛ بنابراينكمي از يك كمتر مي( cos x)2   كمي از يك بيشتر خواهد بود و لـذا
  شود. جزء صحيح آن برابر يك مي

cosپس x   2 sin)دهيم و خواهيم داشت:ا قرار مير1 x)f (x)
x

2
برايx  .    

xدر fيچون ضابطه   كند بايد از تعريف مشتق در نقطه تغيير ميx   :استفاده كنيم  
x x x

f (x) f ( ) (sin x) xf ( ) lim lim lim
x x x

~
  

   
2 2

2 2 1
  

  

  

fفرض كنيد تابع: ي مطرح شدهتوجه به ادبيات مسأله (x) اي باشد و برايچند ضابطهx x ،x x  وx x  ه البت .ي يكساني نداشته باشدضابطه
  با دقت به ادبيات مسأله يكي از اين دو حالت را خواهيم داشت: .ي يكسان داشته باشندممكن است دو تا از اين نواحي ضابطه

xياگر فقط بخواهيم وجود يا عدم وجود مشتق را در نقطهحالت اول:  x  ودن تـابع دار ببررسي كنيم و نيازي به بررسي پيوسته بودن يا كرانf (x)   نداشـته
fباشيم بايد از تعريف مشتق استفاده كرده و (x )  يگيري براي محاسبهرا محاسبه كنيم. در اين حالت استفاده از قواعد مشتقf (x)   نه درست است و نـه لازم

xينوشتن تعريف مشتق در نقطه ،است. تنها كاري كه بايد بكنيم x  ي آن است. دقت كنيد در ايـن حالـت مـا فقـط    و محاسبهf (x )   خـواهيم و بـه   را مـي
fيضابطه (x) .در ساير نقاط نيازي نداريم  

fدار بودنها) در مورد پيوسته بودن يا كراننهاگر صورت سؤال (يا محتواي برخي از گزيحالت دوم:  (x)   يباشد، ديگـر محاسـبهf (x )     ،از راه تعريـف مشـتق
fكافي نيست. در اين موارد ما مجبوريم هم (x )  را از راه تعريف محاسبه كنيم و همf (x) را برايx x  گـاه آنآوريـم.   بدسـت گيـري  با كمك قواعد مشتق 

  نويسيم:اي مييك تابع دو ضابطه صورتبهآمده را  بدستي نتيجه

  ( ) ; x x
f (x)

( ) ; x x


   




ÁoÃ¬¢Tz¶ k–H¼¤ pH
¢Tz¶ œÄo•U pH

  

fتوانيم پيوسته بودن تابعحالا مي (x) .را مورد بررسي قرار دهيم  
fهمچنين اگر سؤال مطرح شده در مورد (x )  بايد ،باشدf (x) يرا هم در نقطهx x    (با استفاده از تعريف مشتق) و هم در ساير نقاط (با استفاده از قواعـد

fيگيري) محاسبه كنيم تا با داشتن ضابطهمشتق (x) ي نقاط بتوانيمدر همهf (x )   .را از راه تعريف حساب كنيم  
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم: كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 تابع  :95مثال(x ) cos ; x
f (x) x

; x

   
 

2 2 11 11
1

fرا داريم. آيا تابع  (x) درx    پيوسته است؟ 1

 :ي از حالت دوم است كه در آن بررسي وجودااين مثال، نمونه  پاسخf ( ) fيكافي نيست، بلكه بايد علاوه بر محاسبه 1 ( ) fي، ضابطه1 (x)    را بـراي سـاير
fايد از وجودنقاط هم حساب كنيم تا بتوانيم در مورد پيوسته بودن آن نظر بدهيم. در گام نخست ب ( ) xدر fمطمئن شويم. ابتدا نگاهي به پيوسـته بـودن   1 1 

اندازيم: مي داركران
x
lim f (x)


 
1

 پسf درx 1 يپيوسته است. براي محاسبهf ( )   كنيم:از تعريف مشتق استفاده مي 1

x x x x

(x ) cos (x ) (x ) cosf (x) f ( ) x xf ( ) lim lim lim lim(x )(x ) cos
x x x x   

            
   

2 2 2 2
2

1 1 1 1

1 11 1 11 11 11 1 11 1 1 1


  

cosدر آخرين حد توجه كنيد كه
x

  

11 دار است وكران 11

x
lim(x )(x )


  2
1

1 1 تـر  (بـه بيـان سـاده    كنـد ها به صـفر ميـل مـي   ضرب آن. پس حاصل

cos   .(  
fتا اينجا متوجه شديم كه ( ) fگيري استفاده كنيم تاوجود دارد و برابر با صفر است. حالا بايد از قواعد مشتق 1 (x) را برايx 1 :هم داشته باشيم  

(x )x f (x) (x ) cos f (x) x(x )cos sin x(x )cos (x ) sin
x x x x x(x )

           
    

2 2
2 2 2 2 2

2
1 1 1 1 1 11 1 4 1 4 1 11 1 1 1 11

  

fي تابعتوانيم ضابطهپس مي (x) را به طور كامل يعني برايx 1 وx 1 :به اين صورت بنويسيم  

x(x )cos (x ) sin ; x
f (x) x x

; x

       
 

2 21 14 1 1 11 1
1

  

fتوانيم پيوسته بودنحالا مي (x) درx 1 كهرا تحقيق كنيم. براي آنf (x) پيوسته باشد بايد حد آن وقتيx 1با مقدارش در  ،x 1 .برابر شود  

  
x x
lim f (x) lim[ x(x )cos (x ) sin ]

x x 
    

 
2 2

1 1
1 14 1 11 1  

  نويسيم به اين صورت است:اگر فرم اين حد را به بيان ساده ب
x
lim f (x) [ cos( ) sin( )]


      
1

4  

)cosي اول كه فرم آنجمله )  ي دوم كه به فرمشود. اما جملهاست، مقدارش صفر ميsin( ) 4        است حـدش وجـود نـدارد. بنـابراين متوجـه شـديم
كه

x
lim f (x)



1

fدهد كه. اين نشان ميوجود ندارد  (x) .در اين نقطه پيوسته نيست  
 

 تابع: 96مثالf :   با ضابطه
xsin ; x

xf (x)
xsin ; x

x

  
 
 

1

1
1




  )89م ـ سراسري (تاريخ و فلسفه عل  :fدر اين صورت تابع شود،تعريف مي 

x) در 1 1 .پذير نيست.) حداقل در دو نقطه مشتق2  پيوسته  نيست  
  پذير نيست. جا پيوسته است ولي در صفر مشتق) همه4  پذير است.) در صفر پيوسته و مشتق3

 :توجه كنيد كه در ضابطه »4«گزينه  پاسخx sin
x

xصورتبه دامنه 1   است و تابعf نيز به ازايx          در ايـن ضـابطه تعريـف شـده اسـت. چـون

x sin
x

xبه ازاي  fدر دامنه خود پيوسته است، پس 1       پيوسـته اسـت. همچنـين در ضـابطهx sin
x

1
1

xصـورت دامنـه بـه    1  يعنـي ،x 1 

xباشد. يعني به ازايمي 1 تابعx sin
x

1
1

xنيز به ازاي fپيوسته است و چون تابع    در اين ضابطه تعريف شده، پسf به ازايx     .پيوسته اسـت

  را در نقطه صفر بررسي كنيم: fبنابراين كافي است پيوستگي
  f ( )   )1  

xx
lim f (x) lim x sin ( )

x 
   


1

1
 nHkº Ho¨ RnIL– )2  

xx
lim f (x) lim x sin ( )

x 
   

1


 nHkº Ho¨ RnIL– )3  

در صفر نيز پيوسته است.    fتابع
x

f ( ) lim f (x)


  


  

    كنيم:در صفر از تعريف مشتق استفاده مي fيپذيربراي بررسي مشتق

f پذير نيست در صفر مشتق مشتق راستf   در صفر موجود نيست
x x x

x sin
f (x) f ( ) f (x) xlim lim lim sin( )

x x x  


    


    



1
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 اگر:  97مثالx ; x
xLnf (x)

; x

    
 

1 1
2 2 1

1
2




fگاه مقدار، آن ( )  از سؤالات رياضي عمومي دانشگاه    كدام است؟)MIT(  

1 (Ln( ) 22
12  2 (Ln


2

12  3 (Ln2
  )  وجود ندارد.4  12

   :در  »2«گزينه پاسخx   يضابطهf (x) بنابراين لازم است از تعريف مشتق استفاده كنيم:عوض شده است ،  

  
x xx

xx x x

f (x) f ( ) ( ) xLn xLn ( )xLnf ( ) lim lim lim
x x x Ln ( )  


  

 
       
 2

1 1 1
2 2 1 2 2 2 2 12 22 1

2 2 2 1
  

اين حد فرم مبهم


xكهرا داراست. با توجه به اين   ي مخرج است (در مخرج عواملِي چندگانهريشهxx.x.( )2 xهر سه عامل در را داريم كه 1   صفر

بـري اسـت. بـه همـين علـت از بسـط       ي هوپيتال دارد كه قطعاً كار مشـكل و زمـان  احتياج به استفاده مكرر از قاعدهتوان حدس زد كه محاسبه حد شوند)، ميمي

  :به اين صورت استفاده كنيد xeلورنتوانيد از بسط مكدانيد، ايرادي ندارد! ميرا نمي x2لورن. اگر بسط مكتر شوندگيريم تا محاسبات سادهكمك مي x2لورنِمك
xx Ln xLn (xLn )e e xLn

!
     

2
2 2 22 1 2 2   

tضمناً با تغيير متغير xLn xچوننويسيم، تر ميعبارات را ساده 2  پس ،t   :  

t t

t t t t t t(t ) t t(t ) t t
! ! ! !f ( ) lim f ( ) lim

t tt (t ) (t )
Ln Ln

 

            
   

   

2 3 4 2 3 4 3 4

2 42 3

1 12 22 3 4 2 3 4 6 12
2 2

2 2 2 2
 

  
 

 

RILwId¶ ³I\ºH  

tاكنون چون  اي كه در صورت و مخرج داريمكنيم. كوچكترين درجه، لذا از قانون كمترين درجه استفاده ميt3 ريم:است. بنابراين دا  

t

t Lnf ( ) lim
t

Ln






   

3

3

1
26

2 12
2

  

aبررسي توابعي به فرم كلي  
b
cf (x)sin

g (x)
a و

b
cf (x)cos

g (x)
) aو b   ( 

  
aتوابع به فرم

b
cf (x)sin

g (x)
aو 

b
cf (x)cos

g (x)
هاي مختلف قرار دارنـد. در ايـن قسـمت    هايي كه دارند مورد توجه طراحان سؤال در آزمونبه علت ويژگي 

بتـوانيم پيوسـته بـودن،     bو aرسيم كه با توجه به اعـداد ثابـت  بندي ميكنيم و در پايان به يك جمعاين توابع را بررسي ميمفهومي و گام به گام  صورتبهابتدا 
  ها را تشخيص دهيم.هاي آنپذير بودن و ساير ويژگيمشتق

sinها و توابعايدانيم كه چندجملهمي x وcos x پذيرند. بنابراين تابعي مانندهمواره پيوسته و مشتقy x cos x 3 پـذير اسـت. امـا    جا پيوسته و مشـتق همه 2

bاگر   وa باشد، تابع دلخواهa
b

cy x cos
x

 درx   تعريف شده نيست. فرض كنيد مقدار تابع درx    جداگانـه تعريـف كنـيم. در ايـن      صـورت بـه را

يصورت به تابع دو ضابطه
a

b
cx cos ; x

f (x) x
; x

  
 



 
xپذير بودن آن دررسيم كه پيوسته بودن يا مشتقمي        نياز به بررسـي دارد. اگـر بـه جـايx  از

x)عامل x )  اياستفاده كنيم، تابع دو ضابطه
a

b
c(x x ) cos ; x x

f (x) (x x )
; x x

   
 

 



xآيـد كـه در  مـي  بدسـت   x      نيـاز بـه بررسـي دارد. در

هـاي  پـذير بـودن و سـاير ويژگـي    رسيم كه به كمك آن بتوانيم پيوسته بودن، مشـتق بندي ميكاملاً تشريحي به يك جمع صورتبهمثال ي مطلب با حل يك ادامه
  چنين توابعي را به سرعت تشخيص دهيم.
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 تابع  :98مثال
a

b(x ) sin ; x
h(x) (x )

; x

   
 

11 1
1

1
xآيا اين تابع در الف)، را داريم     پـذير اسـت؟   آيا در اين نقطه مشتق ب)وسته است؟ پي 1

hاگر ج) (x) وجود دارد آياh (x) دار و پيوسته است؟ (تابعي كرانb   وa(  

 :كنـيم كـه چـون   از كنيم، توجه شما را به اين نكته جلب ميها را آغپاسخ دادن به پرسش كهآنپيش از   پاسخbsin
(x )

  


11 1
1

اسـت، بنـابراين در    

  ي ساندويچ استفاده كنيم.توانيم از قضيهي مشتق آن ميو همچنين در محاسبه h(x)ي حدمحاسبه
xدر h(x)الف) پيوستگي  xدر h(x)كهآنبراي  :1 1 پيوسته باشد، بايد

x
lim h(x) h( )



1

    كنيم:ي ساندويچ استفاده ميي اين حد از قضيه. در محاسبه1

a a a a a
b bsin (x ) (x ) sin (x ) (x ) h(x) (x )

(x ) (x )
               

 

1 11 1 1 1 1 1 1
1 1

    

a(xگاهآنباشد، منفي  aاگر )1  رود. مـثلاً بـراي  كسري است كه مخرج آن به سمت صفر مـيa  2  :داريـم(x )
(x )

 


2
2

11
1

aامـا اگـر   .     ،باشـد

aخواهيم داشت
x
lim(x )


 
1

1 پس ،
x
lim h(x)



1

 كه شرط پيوسته بودن . به عبارت ديگرh(x) درx 1 آن است كهa .مثبت باشد  

xدر h(x)پذيريب) مشتق  xبراي h(x)تابع: 1 1 يك ضابطه دارد و درx 1 يي ديگري دارد. بنابراين بايد از تعريف مشتق براي محاسبهضابطهh ( ) 1 

  استفاده كنيم:
a

b
a

bx x x

(x ) sin
h(x) h( ) (x )h ( ) lim lim lim(x ) sin

x x (x )


  


     
  

1
1 1 1

11
1 111 11 1 1

  

  ي ساندويچ داريم:با آن روبرو شديم. با استفاده از قضيه h(x)پيوستگي جا به حدي رسيديم كه مشابه حدي است كه در بررسيدر اين
a a a

bx x x
lim(x ) lim(x ) sin lim(x )

(x )
  

  
     


1 1 1

1 1 1
11 1 1
1

  

aكهآنبراي 
x
lim(x ) 


 1

1
1  باشد، لازم است توان آن مثبت باشد؛ يعنيa  1 دهد، كه نتيجه ميa 1پس .h(x) درx 1 با شرطa 1 پذير است.مشتق  

hدار بودنج) پيوسته و كران (x) :براي آن كه بتوانيم پيوستگيh (x)  را بررسي كنيم، بايـد درx 1  مقـدارh ( )  را بـا اسـتفاده از تعريـف مشـتق و بـراي      1
x  1،h (x) گيري محاسبه كنيم. در قسمت (ب) از تعريف مشتق استفاده كرديم و ديديم كه اگررا با استفاده از قواعد مشتقa 1 ،باشدh ( ) موجود و برابر  1

hگيريبا صفر است. با استفاده از قواعد مشتق (x) را برايx    كنيم. نيز محاسبه مي 1
a

a
b b b

b(x )a(x ) sin cos ; x
h (x) (x ) (x ) (x )

; x




 
       

 

1
1

1 1 11 1
1 1 1

1

  

xايشويم كه بركردن كسرها متوجه ميبا ساده  hيضابطه 1 (x) :چنين است  a a b
b bh (x) a(x ) sin b(x ) cos

(x ) (x )
      

 
1 11 11 1

1 1
  

bcosدانيدطور كه ميهمان
(x )

1
1

bsinو 
(x )

1
1

كهآنبنابراين براي  قرار دارد. 1و 1ها بينداري هستند كه مقدار آنتوابع كران 
x
lim h (x)


 
1

   ،شـود

a(xلازم است )  aو 11 b(x )   x)ها توان منفي داشته باشد، عاملهاي مثبت داشته باشند. زيرا اگر يكي از آنتوان 11 )1  رود و حـد  خـرج كسـر مـي   بـه م
aها مثبـت باشـند، يعنـي   اگر توان شود.مي آن b  1  وa  1  ،حـد ايـن عبـارات وقتـي     گـاه آنx 1،        برابـر بـا صـفر اسـت و خـواهيم داشـت

x
lim h (x)


 
1

در اين حالت تابع .h (x) دار است. دقت كنيد كه اگرپيوسته و كرانa b 1 گاهآن ،باشدa b 1 وa 1 شوند. نتيجه آن هر دو مثبت مي

aاست كه اگر b 1،h (x) دار است. البته يك حالت ديگر هم بايد بررسي شود. اگرپيوسته و كرانa b 1، ها صفر شوند، اما يكي از توانها منفي نميتوان

b  شود در اين حالت داريم:مي
b bh (x) a(x ) sin abcos

(x ) (x )
   

 

1 11
1 1

  

xحالا اگر 1 ،ان ساده خواهيم داشت:به بي  
x x
lim h (x) sin( ) ab cos( ) abcos( ) ab lim h (x) ab
 

            
1 1

  

در اين صورت
x
lim h (x)



1

hوجود ندارد، يعني   (x) دار بودنناپيوسته است. با اين حال كرانh (x) نهايت نشده اسـت؛  به جاي خود باقي است زيرا مقدار آن بي

  كنيم:قرار دارد. اكنون نتايج بخش (ج) را به طور خلاصه مرور مي abبين دو عدد حقيقي بلكه
aاگر b 1 ،تابعh (x) دار است. اگرپيوسته و كرانa b 1 تابع ،باشدh (x) اما ديگر پيوسته نيست. اگر استدار كرانa b 1 تـابع ، باشدh (x)   نـه

  دار است.پيوسته است و نه كران
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  خلاصه بيان كنيم: صورتبههاي توابع به فرم زير را پذير بودن و ساير ويژگيخواهيم شرط لازم و كافي براي پيوسته بودن، مشتقميبندي: جمع
a a

b b
c c| x x | sin ; x x | x x | cos ; x x

f (x) f (x)| x x | | x x |
; x x ; x x

        
   

   
 

  
IÄ  

bدر اين توابع حتماً   زيرا اگر ؛استb منفي باشد با يك تابع معمولي كه درx ماند.ميپذير است سر و كار داريم و چيزي براي بررسي باقي نپيوسته و مشتق  
  همچنين توابع سينوس و كسينوس در اين نتايج مشابه هم هستند: .وجود يا عدم وجود قدرمطلق تأثيري بر جواب ما ندارد

aام وجود داشته باشد:            kشرط آن مشتقِالف)                                                        k( b) b  1  
aام پيوسته باشد:                      kمشتق كهآنشرط ب)                                                        k( b) 1  
aدار باشد:                      ام كرانkمشتق كهآنشرط ج)                                                        k( b) 1  

kدر روابط (ب) و (ج) اگر   دار بودنِقرار دهيد شرط پيوسته بودن و كرانf (x)  بعآيد. در واقع مشتقِ صفرم، يعني خود تامي بدستهمf (x).  

 صورتبهتوابعي كه  در :8تذكر
cf (x)sin ; x x

h(x) g (x)
; x x




  
 




در  h(x)هـاي پذير بودن و سـاير ويژگـي  هستند، براي بررسي پيوسته بودن، مشتق 

xينقطه x  ها استفاده كنيم و عاملارزيبهترين كار آن است كه از تجزيه يا هم(x x )   .توانيم با دقت به توان اين عامل درمي گاهآنرا ايجاد كنيمf (x) و g(x)  از

بندي فوق استفاده كرده و مسأله را به سرعت حل كنـيم. بـراي مثـال بـه تـابع      همان جمع
(x x ) cos ; x

h(x) sin (x )
; x

    
 

2 3
2

12 1 1
1

1
توجـه كنيـد.    

xخواهيم درمي 1 هايويژگيh(x)  .دررا بررسي كنيمx 1  ارزي تـوانيم از هـم  مـيsin(x ) x 1 1    اسـتفاده كنـيم. بنـابراينsin (x ) (x ) 2 21 1 .
x):ن بـــا توجـــه بـــه اتحـــاد داريـــمهمچنـــي x ) (x )   2 22 1 x)پـــس ،1 x ) (x )   2 3 62 1  صـــورترا بـــه h(x)تـــوانيماســـت. پـــس مـــي 1

(x ) cos ; x
h(x) (x )

; x

   
 

6
2

11 1
1

1
aگيريم؛ در اين مثالبندي بالا كمك ميبنويسيم. حالا از جمع   bو 6  كنيد؛ طور كه ملاحظه مياست. همان 2

aهاينامساوي ( b) b   1 aو 1 ( b)  1 hبرقرارند، پس 1 (x) درx 1 موجود و پيوسته است. نامساويa ( b) b   2  قـرار اسـت، پـس   هم بر 1
h ( ) aوجود دارد. اما نامساوي  1 ( b)  2 hبرقرار نيست؛ پس 1 (x) درx 1 .ناپيوسته است  

 فرض كنيد تابع :99مثالfروي[ , ]1 به صورت 1
ax sin x

f (x) x
x

  
 

1


 
  )91شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  تعريف شده باشد آن گاه: 

a) اگر1  .اگر2  ، پيوسته است (a 1 ،f ( )  .اگر 3  موجود است (a  2،f  .اگر4  پيوسته است (a  2،f  .پيوسته است  

 :طبق توضيحات متن درس، براي اين تابع  »4«گزينه  پاسخk 1 وb 1 است. پسf يوسته است كهبه شرطي پa   باشد. وf    به شرطي پيوسته اسـت
aكه ( ) 1 1 aيعني 1    .) صحيح است4باشد، بنابراين گزينه ( 2

fدر مورد وجود ( )  يكه در گزينه(   به آن اشاره شده است، طبق تعريف مشتق داريم: 2(
a

a
x x x

x sinf (x) f ( ) xf ( ) lim lim lim x sin
x x x



  

    1
1

1
  

  

sin
x
aدار است. اين حد به شرطي وجود دارد كهتابعي كران 1  1  باشد يعنيa 1) درست نيست.2باشد. بنابراين گزينه (  

  

 در مورد تابع : 100مثال

 

x sin x
f (x) x

x

  
 

2 1
  )95(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   ، كدام گزينه درست است؟ 

1 (f (x) درx   .2  حد ندارد (f (x) درx   .حد دارد ولي پيوسته نيست  
4 (f (x) درx   .3  پيوسته است ولي مشتق ندارد (f (x) موجود است ولي درx   .پيوسته نيست  

 :3«گزينه  پاسخ«   
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آهنگ هاي وابسته   
  

مطالـب   ،طراحـان انتخاب بيشترين  معمولاًاين درسنامه را آموزش دهيم. اگر قرار باشد از اين درسنامه سؤال طرح شود،  مطلب ترينمهمخواهيم در اين قسمت مي
  .)شودها هر چند سال يكبار طرح مينيز سؤالاتي در آزمون »رشد و زوال«(هر چند از مبحث  قسمت خواهد بوداين 

ها نيز تـابعي از يـك متغيـر سـوم (معمـولاً زمـان) هسـتند. در        يك فرمول مرتبط هستند، هر دوي آن توسطو كميت مختلف با هم علاوه بر اين كه د ،در برخي سؤالات
م كـه  اي پيـدا كنـي  گونه سؤالات روال كار اين است كه معادلهشود. براي حل اينآهنگ تغيير هريك از دو كميت نسبت به متغير سوم سؤال مي معمولاً ،گونه سؤالاتاين

رسـيم كـه   و به يك معادلـه مـي   ي زنجيري از دو طرف اين معادله نسبت به متغير سوم مشتق بگيريمكند و سپس با استفاده از قاعدهاين دو كميت را به هم مربوط مي
    كند.هاي اصلي را به هم مرتبط ميآهنگ كميت

 با آهنگ كنيم. به طوري كه حجم آنبالني كروي را از هوا پر مي  :115مثالcm( )
s

3
1  شود. وقتي كه قطر بالنزياد ميcm5   است، شعاع بالن بـا

  شود؟چه آهنگي بزرگ مي
 نيم. واضح است حجـم  كها نماد مناسب را انتخاب كرده و با يك فرمول اين دو كميت را به هم مرتبط ميابتدا دو كميت اصلي را شناسايي و براي آن  :پاسخ
دانـيم  چيسـت؟ همـه مـي    rو v. اما ارتباط بـين كنندميتغيير  (t)) هر دو بر اساس كميت سومي به نام زمانrو قطر آن (و به عبارت ديگر شعاع آن (v)بالن

vبا است حجم يك كره برابر r  34
    كنيم.)گيري زنجيري استفاده ميگيريم: (از مشتقمي مشتق t. خبُ حالا از طرفين اين رابطه نسبت به3

dv dv dr dr. r ( )
dt dr dt dt

   24  

drما دنبال
dt

dr  هستيم، لذا داريم:  dv( )
dt dtr


 2
1

4
  

dvدانيماز صورت مسأله مي cm( )
dt s


3

1  وr cm dr  ، لذا داريم:25 cm cm( ) ( )
dt s s( )

  
 2

1 11 254 25
   

  

دستورالعملِ حلِ مسائل آهنگ هاي وابسته   
  

  ام دهيد:گام به گام انج صورتبهگونه سؤالات مراحل زير را براي حل اين
  . و ... براي زمان tبراي طول، Lبراي حجم، Vگذاري كنيد. سعي كنيد حروف اول متغيرها انتخاب شود. مثلاًابتدا مسأله را با دقت بخوانيد و متغيرها را با حروف نام گام اول:

را بلـد باشـيد و يـا     معادلـه هستند. ممكـن اسـت   (معمولاً زمان) سوم  پارامتربنويسيد كه هر دو وابسته به  به هم مرتبط كميت اصلياي شامل دو معادله گام دوم:
(معمـولاً  به يك متغير چهـارم   ها، وابستهدر برخي سؤالات مثلاً سه متغير داشته باشيم كه هر سه تاي آن شايددلخواه برسيد.  معادلهمجبور باشيد با رسم شكل به 

 مورديكي را حذف كند (يعني يكي از آن سه  مورد،هندسي) باشيد كه از آن سه هاي با استفاده از فرمولاي (معمولاً دنبال رابطه ،گونه سؤالاتدر اين .باشندزمان) 
  .)مشخص كندرا برحسب دو متغير ديگر 

  .طور كه گفتيم معمولاً زمان است) مشتق زنجيري بگيريدها به آن وابسته هستند و همانل (متغيري كه تمام كميتاز طرفين معادله نسبت به متغير مستق گام سوم:
  مفروضات مسأله را جايگزين كنيد و جواب مسأله را معين كنيد. ،ي آخردر مرحله گام چهارم:

 اي بر خمنقطه :116مثالy x2 شود. در واحد در ثانيه زياد مي 2از مبدأ مختصات در صفحه با آهنگ ثابت  r(t)اشكه فاصلهكند چنان حركت مي 3
dxباشد، مقدارمي 2اي كه نقطه متحرك داراي طول لحظه

dt
   چند واحد بر ثانيه است؟ 

1 (2  2 (3  3 (3
2  4 (2

2  

  : ي هر نقطه به مختصاتابتدا توجه كنيد كه فاصله  »3«گزينه پاسخ(x , y)برابر با ،r x y 2 rياست و به عبـارت ديگـر رابطـه    2 x y 2 2 را  2

drآهنگ افزايش فاصله، يعني .داريم. حالا سؤال را خوب مطالعه كنيد
dt

dxواحد در ثانيه داده شده و مقدار 2برابر با  
dt

اي از ما خواسته شده است. پس بايد معادلـه 

rيبينيد بر اساس رابطهطور كه ميداشته باشيم. همان xوrبين x y 2 2  يا rاضافي است! پس بايد آن را برحسب yداريم. يعني yو r،xاي بينمعادله 2
x در ابتداي سؤال .بنويسيمy برحسبx توان به جايداده شده، پس ميy2 در رابطهx3 ه شكل قرار داد و بنابراين رابطه بr x x 2 2 شـود.  تبـديل مـي   3

dr  شده است و بنابراين داريم: tگيري زنجيري نسبت بهحالا همه چي آماده مشتق dx dxr x x ( )*dt dt dt
  22 2 3  

xبه ازايدهيم؛ ها را انجام ميي آخر جايگذاريدر مرحله  rار، مقد2  2 rبا جايگزيني در رابطه( 3 x x 2 2  r، كه با جايگذاري مقـادير آيدمي بدست) 3

)در رابطه xو dx  داريم: *( dx dx dx( ) ( ) ( )
dt dt dt dt

       2 32 4 3 2 2 3 2 8 3 16 2
keH»
¾Ãº IY
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 اگر حجم يك گلوله برفي به شكل كره با شعاع: 117مثالRبا آهنگ ،mm/
S

3
3 كاهش يابد، مساحت سطح آن با چه آهنگي كاهش خواهد يافت؟  

  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  

1 (mm/
R S

216  2 (mm/
R S

215  3 (mm/
R S

213  4 (mm/
R S

211  

 :در واقع خواسته سؤال »1«گزينه  پاسخdS
dt

dVاست. با توجه به اين كه سؤال 
dt

  گيريم:اي كمك ميرا داده است، از قاعده مشتق زنجيره 
  دهنده كاهش مساحت است.علامت منفي نشان

          

dS dS dV
dSdt dV dt

dS dV RdRS R / /
dVdt dt RR
dRV R

  
          


 


2
2

3

8 14 3 6
44

3

   

  

 گيريمدر نظر مي مثبتباشد، علامت آن را  افزايشو هرگاه آهنگ تغيير كميتي در حال  منفيباشد، علامت آن را  كاهشهرگاه آهنگ تغيير كميتي در حال   :11تذكر .  

 قطر يك گوي يخي :118لمثاcm6 است. اين قطر با آهنگ/ cm / h5 كند؟يابد. حجم گوي با كدام سرعت تغيير ميشدن كاهش ميدر اثر ذوب  
  )93(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري 

1 (cm / h 18  2 (cm / h 9  3( cm / h 6  4 (cm / h 3  
 :فرض كنيم »2«گزينه  پاسخD(t) يقطر گوي يخي در لحظهt باشد وt اي فرض كنيد كه قطر گوي يخيرا لحظهcm6   بوده اسـت. اگـرV(t)   حجـم

D(t)V(t)دانيم كهباشد ميtگوي در لحظه D (t)    
 

3
34

3 2 D(tداريم t. بنابر اطلاعات داده شده در لحظه6 ) cm 6 و سرعت تغييرD(t)  نسبت

dD(t)به زمان يعني
dt

/cmبرابر است با tدر لحظه 
h

 5 به عبارتيD (t ) /   5 حال سرعت تغيير حجم نسبت به زمان يعني .dV
dt

    آوريم:دست ميرا به 

dV(t) V (t ) D (t ) D (t ) ( )( ) ( / )
tdt

        2 23 3 6 5 96 6  


 

  
 مردي با قد  :119مثالm2 با تنديm( )

s
كنـد. اگـر   از زمين نصب شده است، حركت مي 12(m)به سوي يك تير چراغ برق كه لامپ آن در ارتفاع  1

متري از تير چـراغ   2يوقتي اين مرد در فاصله زاويه بين تير چراغ برق و يك شعاع نوراني از چراغ براي اين فرد باشد، سرعت تغيير مطابق شكل
  برق قرار دارد، چند درجه است؟

1 (
18
5   

2 (
18
5  

3 (


18
5  

4 (


18
5   

 :شويم كهاگر صورت سؤال را دقيق بخوانيم متوجه مي » 3«گزينه   پاسخd
dt
 را از ما خواسته است. اما سؤال چه اطلاعاتي را به ما داده است؟  

dxين مرد و ارتفاع لامپ تا زمين را داريم، همچنين تندي يعنيقد ا m( )
dt s

1  را هم داريم. از دادنdx
dt

dو خواستن 
dt
 توان فهميد كه بايد در صورت سؤال مي

Aالزاويـه ي مـرد تـا پـاي تيـر باشـد، مطـابق شـكل در مثلـث قـائم         فاصـله  xباشـيم. ابتـدا فـرض كنـيم     xو اي بيندنبال رابطه B C

   يرابطـهxtg  1   

xرا داريم، به عبارتي tg 1ز طرفين معادله نسبت به متغيرگيري ا. با مشتقt :داريم  dx d(tg ) d d. ( )
dt d dt dtcos

  
  

 2
11 1   

dچون دنبال
dt
 هستيم، لذا بهتر استd

dt
  نويسيم:مقابل مي صورتبهدر يك طرف تساوي باشد، يعني رابطه را  d cos dx( ) , ( )*dt dt

 


2

1  

xمتري قرار دارد، يعني وقتي 2يخبُ مسأله گفته وقتي مرد در فاصله m 2ِآهنگ تغيير ، يا همانd
dt
 اي بينچقدر است؟ پس بايد رابطه وx   هـم

cosپيدا كنيم، يعني 2 را برحسبx توان در مثلثبنويسيم. ميA B C مقدار ،cos :را به راحتي حساب كرد  | A C |cos
| B C | x


  

 2 2
1

1



  

A B

C


x

x

B

2m

O

A

10m
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مشتق و كاربرد مشتقفصل سوم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 نقاط اكسترمم، عطف و تشخيص رفتار تابع :8درسنامه

   ،مفـاهيمي ماننـد تعيـين نقـاط مـاكزيمم و مينـيمم نسـبي و مطلـق         تـرين كاربردهـاي مشـتق را بررسـي كنـيم.     از مهـم  چند مـورد خواهيم در اين درسنامه مي
  گيرند.هستند كه در اين درسنامه مورد بررسي قرار مي يترين مواردبررسي توابع صعودي و نزولي از مهم آوردن نقطه عطف و بدستهاي و روش تقعر تعريف

 تعريف ماكزيمم و مينيمم نسبي (موضعي)  
  

  به شكل مقابل دقت كنيد: ،براي درك بهتر اين بحث
b)ينقطهبه  , f (b))  امـا از   ،روي منحني نيست هاگرچه بالاترين نقط نقطهتوجه كنيد. اين

   .گوينـد (موضـعي) مـي   مـاكزيمم نسـبي   ،گونـه نقـاط  ، به ايناستتر نقاط مجاور خود بالا
c)به همين ترتيب نقاط , f (c)) و(e , f (e)) ترين نقاط روي منحني نيسـتند،  اگرچه پايين

(موضـعي) گفتـه    مينـيمم نسـبي  گونه نقاط به اين ،تر هستنداما از نقاط مجاور خود پايين
a)شود. در مورد نقاطمي , f (a)) و(d , f (d))   در قسمت بعد توضيح خواهيم داد. اما قبـل

  دهيم:نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي ارائه مياز  را تريو مفهوميتر تعريف دقيق ،از آن

) cدر همسـايگي   xيعنـي بـه ازاي هـر   ( cبه قدر كافي نزديك بـه  xداراي ماكزيمم نسبي است به شرطي كه به ازاي هر cاي به طولدر نقطه fتابع تعريف:
fنامساوي (c) f (x) صورت به مقداردر اين باشد. قراربرf (c) ماكزيممf شود. به همين ترتيبگفته ميf درc       مينيمم نسـبي دارد بـه شـرطي كـه بـه ازاي

f، نامساويcواقع در همسايگيهاي xتمام (c) f (x) .در اين صورت به مقدار برقرار باشدf (c) مينيممf شود.گفته مي  
a)اي ماننددقت كنيد نقطه: 1توجه  , f (a)) طور كه گفتيم تعريف مينيمم نسبي در هـر نقطـه مسـتلزم ايـن     ينيمم نسبي نامگذاري شود، چون همانتواند منمي

فقط در نقاط دروني بازه تعريف  ،ها قرار گرفته باشد. در واقع ماكزيمم و مينيمم نسبيتر از آناست كه مقادير تابع در طرفين آن نقطه معلوم باشد و آن نقطه پايين
  توانند ماكزيمم و مينيمم نسبي باشند.نمي بازهوجه نقاط ابتدا و انتهاي شوند و به هيچمي

  دانـيم منظـور چيسـت؟    مـا نمـي   ،» اكسـترمم « شـود  مـي  نوشـته شـود. در واقـع وقتـي    گفتـه مـي  نيـز  به مقادير ماكزيمم و مينيمم مقـادير اكسـترمم   : 2توجه 
  يعني ممكن است مينيمم و يا ماكزيمم مدنظر نويسنده باشد.

 تعريف ماكزيمم و مينيمم مطلق  
  

yبه وضعيت نمودار f (x) در شكل قبل در بازه[a , f a)يتوجه كنيد. نقطه [ , f (a)) تـر اسـت  اي در نمودار اين تـابع (در بـازه داده شـده) پـايين    از هر نقطه.   
d)يبه همين ترتيب نقطه .ويندگمي قمينيمم مطلبه اين نقطه  , f (d)) مـاكزيمم  به اين نقطه  ،اي در نمودار اين تابع (در بازه داده شده) بالاتر استاز هر نقطه

yدر واقع در حوزه تعريف تابعگويند. مي مطلق f (x)،  شـوند.  ناميـده مـي  مطلق تـابع   مينيمم مطلق و ماكزيممبه ترتيب بيشترين و كمترين مقدار عرض تابع
d)يتوجه داشته باشيد كه نقطه شود كه بازه مشخص شده باشد.مطلق مطرح مي Minو يا  Max وقتي ،در مسائل معمولاً , f (d)) ماكزيمم نسبي  ،در عين حال
a)يطور كه گفتيم نقطهتر است. اما همانتواند لقب بگيرد، چون از تمام نقاط همسايگي خود نيز بالاهم مي , f (a)) تواند مينيمم نسبي لقب بگيرد، چـون در  نمي

  وضعيت نقاط معلوم نيست، يعني همسايگي كاملي در حول اين نقطه نداريم. ،سمت چپ آن
 مينـيمم   تـابعي  ) و يا ممكن است1(شكل داشته باشد مينيمم مطلق  ولي ماكزيمم و ،تابع ممكن است ماكزيمم و مينيمم نسبي نداشته باشد يك :14تذكر
  .)3ممكن است كلاً ماكزيمم و مينيمم نسبي و مطلق نداشته باشد (شكل  يا ) و2ولي ماكزيمم نداشته باشد (شكل  ،باشد داشته

x

y

3y x

0

  

x

y

2y x

0

  

 

b 
a x 

y 

0

  

  )3شكل (
yتابع x   ماكزيمم و مينيمم مطلق  3

  .و حتي نسبي ندارد

 )2شكل (
  برابر fمينيمم نسبي و مطلق

fبا ( )   .است و اين تابع ماكزيمم ندارد  

  )1شكل (
  ماكزيمم مطلق طول  bنقطه 
  طلق است مينيمم مطول  aو نقطه 

  .نسبي ندارد مينيممو  ماكزيمم تابع  و

a]روي بازهپيوسته تابعي  fاگرقضيه:  ,b] وقت،باشد، آنf  ماكزيمم مطلق ماننديكf (c) مينيمم مطلق مانند يك وf (d) جادارد، كه در اينc وd  اعدادي
a]يدر بازه ,b] هستند و ممكن است همان نقاطa ياb .توجه كنيد: شده رسمهاي به شكل ،به عنوان مثال باشند  

y

x

y f (x)

a  c e f

f(a)

f(e)
f(c)

f (d)
f (b)

db
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a]روي بازهپيوسته تابعي  fاگرقضيه:  ,b] وقت،باشد، آنf  ماكزيمم مطلق ماننديكf (c) مينيمم مطلق مانند يك وf (d) جاندارد، كه در ايc وd  اعدادي
a]يدر بازه ,b] هستند و ممكن است همان نقاطa ياb .هاي زير توجه كنيد:به شكل ،به عنوان مثال باشند  

  
  
  
  

  
c طول ماكزيمم مطلق وd يا همان)b.طول مينيمم مطلق است (  c طول نقطه ماكزيمم مطلق وd ي مينيمم مطلق است.طول نقطه  

  
a]و بسـته بـودن بـازه    fپيوسته بـودن  دقت كنيد در قضيه فوق، شرط ,b] هـاي  ، شـرط

ضروري براي وجود اكسترمم مطلق هستند. براي مثال به دو شكل مقابل توجه كنيد. ايـن  
]تابع روي بازه بسته , ]2   تـوان انتظـار   يتعريف شده، اما پيوسته نيست. بـراي همـين نم ـ

بينيد، ايـن تـابع مقـدار    مي )1در شكل ( طور كهداشت حتماً قضيه فوق برقرار باشد. همان
fمينيممي برابر با ( ) 2   ،ماكزيمم نيست،  3دارد اما مقدار ماكزيمم ندارد (اشتباه نكنيد

 3گـاه واقعـاً برابـر بـا     هـيچ  گيـرد، امـا  را مـي  3چون اين تابع، مقادير به دلخواه نزديك به 
)شود). در شكل دوم، تابع در بازهنمي , )2   پيوسته است، اما نه مقدار ماكزيمم دارد و نـه

مينيمم  1مقدار مينيمم (اين كه ماكزيمم ندارد كه روشن است، اما ممكن است تصور شود 
شود). نمي  1گاه شود، اما هيچنزديك مي  1ي دلخواه به است. دقت كنيد كه تابع به اندازه

)توان گفت اين مثال قضيه فوق را نقض كرده است. چون بازهپس باز هم نمي , )2   بسـته
  نيست.

و بالاخره در پايان لازم است تأكيد كنيم كه عكس قضيه فوق برقرار نيست؛ يعنـي ممكـن   
ماكزيمم مطلق و هم مينيمم مطلق داشته باشـد. شـكل    است تابعي ناپيوسته باشد، اما هم

fكنـد كـه  اين مورد را تأييد مي )3( (a) وf (b)       بـه ترتيـب مينـيمم و مـاكزيمم مطلـق
  هستند.

  
  
  

 نحوه تعيين نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي  
  

  ي خـواهيم نحـوه  شـوند؟ در واقـع مـي   خواهيم بدانيم اين نقاط چگونه تعيين و مشـخص مـي  ديد. حالا ميجا با مفهوم نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي آشنا شتا اين
 انتخـاب بايـد نقـاطي را   بدست آوردن نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي يك تابع را با هم مرور كنيم. براي تعيين نقاط اكسترمم (ماكزيمم يا مينيمم) يك تابع، ابتـدا  

  ناميم.مي» نقاط بحراني« دارند؛ اين نقاط را » نقاط اكسترمم« لازم را براي احراز پست  كنيم كه اين نقاط شرط
fاز دامنه تعريف نقاط بحراني: به نقاطي (x) گويند.ها مشتق وجود ندارد و يا اگر مشتق وجود دارد، برابر با صفر است، نقاط بحراني ميكه در آن  

يـك از ايـن نقـاط بحرانـي     نقاط بحراني (انتخاب كانديدهاي نقاط اكسترمم) بايد فرآيند بررسي و انتخاب نهايي را انجام دهيم. تـا ببينـيم كـدام    خبُ پس از تعيين
  تـدا بـه   هـايي وجـود دارد كـه اب   . بـراي ايـن بررسـي و انتخـاب نهـايي، آزمـون      هسـتند يـك نـه مـاكزيمم و نـه مينـيمم      يك مينيمم و حتي كدامماكزيمم و كدام

  .كنيماشاره مي» آزمون اول« 

 بحراني تابع نقاط  :168مثالf (x) x ( x) 
3
5   را تعيين كنيد. 4

 :ابتدا  پاسخx
3
  :)اده كنيمضرب هم استفه مشتق حاصلگيري از قاعدتوانيم براي مشتق(البته مي گيريمكنيم و بعد مشتق ميضرب ميرا در پرانتز  5

x xf (x) x x f (x) x x x x f (x)

x x

               

3
3 8 3 8 2 3 51 15 5 5 5 5 5

2 2
5 5

3 8 12 8 12 8 12 84 4 5 5 5 5 5
5 5

  

xواضح است به ازاي 
3
xمشتق برابر با صفر است و به ازاي 2   مشتق وجود ندارد، پس دو نقطهx   وx 

3
  هستند. fنقاط بحراني تابع 2

  

y

a c d b
x

y

a c d b
x

y

x
1 2 3

1

2

3

 )1شكل (

y

x
2

y )2شكل (

x
1 2

1

1

f (a) a

f (b)

1

 )3شكل (

0



  

213 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 سازيمسائل بهينه :9درسنامه

بنـا   ،كه قبلاً ياد گـرفتيم توابع  ترين كاربردهاي مشتق را بررسي كنيم. البته اين كاربردها بر پايه مفاهيم ماكزيمم و مينيممخواهيم يكي از مهمدر اين درسنامه مي
تـرين  كوتاه ،يمم كردن سود، ساخت قطعات مختلف صنعتي با كمترين ماده اوليهمينيمم كردن هزينه، ماكز مانند ،زندگي عملي هايبسياري از جنبهاند. شدهنهاده 

  شود.مسير و بسياري ديگر از كاربردهاي عملي مشتق در اين درسنامه بررسي مي طي كردن يك زمان براي
كه فقـط  را حساب كنيم  يو ما بايد اكسترمم تابع بايد كشف شود!) (و يا در ماهيت مسأله وجود دارد كه شودمعمولاً ارتباط چند متغير با هم داده مي ،در اين نوع مسائل

برحسب يك متغيـر   فقطاين تابع را  ،مورد نظربا نوشتن تمام متغيرها بر حسب يك متغير  ي تابع،در ضابطه سعي كنيم لازم استبراي همين برحسب يك متغير است. 
  .ماكزيمم و مينيمم تابع را تعيين كنيم ،هاتق اول و مشتق دوم و ديگر روشمش هايگيري و آزمونبا استفاده از مشتقبنويسيم و سپس 

 24كشاورزي  :239مثال  مرز است، حصاركشي كند. البته احتياجي  اي هماي مستطيلي شكل را كه با رودخانهخواهد ناحيهمتر توري دارد و مي
  و فقط بايد سه مرز ديگر حصاركشي شود. ابعاد زميني كه بيشترين مساحت را دارد، پيدا كنيد.  نيست مرز كنار رودخانه حصاركشي شود

 :مسأله به دنبال ماكزيمم كردن مساحت مستطيلي است كـه يـك ضـلع نـدارد!       پاسخ
البته اين ماجرا (يعني نداشتن يك ضلع) در مقـدار مسـاحت تـأثيري نـدارد، ولـي در مقـدار       

گذار است. خبُ اول ببينيم مسأله چه چيزي را به ما داده است؟ سـؤال  محيط مستطيل تأثير
x  به ما محيط مستطيل را داده است. بنابراين داريم: y ( )* 2 24   

x)صورتبهي بالا كرد و رابطهوقت مسأله فرق ميتوجه كنيد كه اگر قرار بود مرز سمت رودخانه هم بسته شود، آن y) 2 24   شـد. تسـاوي  نوشته مـي( )* 
بنـاميم. واضـح اسـت     Sخواهد. اگر مساحت مستطيل راتنها چيزي است كه مسأله آن را به عنوان مقدار معلوم داده است و از ما ماكزيمم مساحت مستطيل را مي

Sدنبال ماكزيمم كردن xy هستيم. اما تابع مساحت برحسب دو متغيرx وy يها در رابطهداده شده است و بايد يكي از آنS    وجود نداشته نباشد! بـراي ايـن
)منظور از داده مسأله، يعني تسـاوي  آورد)  بدسـت  yرا برحسـب  xتـوان آوريـم (البتـه فرقـي نـدارد، مـي     مـي  بدسـت  xرا برحسـب  yگيـريم و كمـك مـي   *(

yبنابراين x 24 2  است كه با جايگزينيy يدر رابطهS به يك تابع يك متغيره برحسبx رسيم:مي    
S(x) x( x) x x    224 2 24 2      

S  از تابع مشتق گرفته و برابر با صفر قرار دهيم: است كافيحالا  (x) x x     24 4 6      
  شود.ل نقطه ماكزيمم است، اين موضوع به راحتي با استفاده از آزمون مشتق دوم مشخص مياين نقطه طو

Sچون (x)   4 پس ،x  6  ًقطعاS كنند با قرار دادن اين مقـدار را ماكزيمم ميx  يدر رابطـه( )* y   12برابـر بـا    آيـد. يعنـي   مـي  بدسـت متـر
6مستطيلي به عرض   12و به طول  .بزرگترين مساحت ممكن را داراست  

پنهان در خود تابع وجود دارد كه در اين صورت بايد مقدار تابع در نقاط ابتدا و انتهـاي بـازه نيـز     صورتبهاي ازي، بازه بستهسالبته در برخي مسائل بهينهتوضيح: 
Sآيد. مثلاً در اين مثال چون بدستكنترل شود تا نقطه اكسترمم دقيق  x( x) 24 2 اي براي، پس تلويحاً بازهx شـود كـه بـه ازاي آن، مسـاحت     ايجاد مي

12بايد بزرگتر از صفر و كوچكتر از xمنفي و يا صفر نشود.  باشد تاS منفي نشود؛ پسx 12   و به ازاي اين مقاديرS( ) S( ) 12      و باز هـم
)Sشود كهتأييد مي ) 6 72       .ماكزيمم مطلق است  

  

 گيريم. طول قطر مستطيلي كه قطرش مينيمم است، كدام است؟است را در نظر مي 16ها هايي كه محيط آنمجموعه تمام مستطيل  :240مثال  
1 (3 2  2 (4 2   3 (2 2  4 (4  
 :خواهيم آن را مينيمم كنيم. اگر طـول مسـتطيل را بـا   است و طول قطرش تابعي است كه مي 16مستطيلي را در نظر بگيريد كه محيط آن   »2«گزينه   پاسخy  و

dطول قطر آن فيثاغورسطبق قضيه  گاهآننشان دهيم،  xعرض آن را با x y 2 تابعي است كه دنبال مينيمم كردن آن هسـتيم. امـا    dآيد. در واقعمي بدست 2
 xرا برحسـب  yتـوانيم  يك حذف شوند، مثلاً مياست و بايد با يكي از اين متغيرها خداحافظي كنيم و البته فرقي ندارد كدام yو xبر حسب دو متغير dدقت كنيد كه

x)  نوشت: xرا بر حسب yتوان از همان داده مسألهحتي مياي است و به راتعيين كنيم. سؤال نسبتاً ساده y) x y y x       2 16 8 8  
d(x)  صورت مقابل داريم:به x، تابعي يك متغيره برحسبdيحالا با جايگذاري در ضابطه x ( x)  2 28  

برسـانيم و   2توانيم طرفين را بـه تـوان   تر ميمشتق بگيريم تا مينيمم آن را تعيين كنيم. اما چون راديكال داريم براي جلوگيري از محاسبات پيچيده d(x)بايد از
 dمينيمم شود، قطعاً d2باشيد كه اين كار هيچ تغييري در صحت جواب ندارد و فقط براي راحتي كار است، چون وقتي را حساب كنيم (توجه داشته d2اكسترمم

    .ها برسيد)تعيين كرده و به يكسان بودن جواب dگيري از خودي مينيمم را از مشتقتوانيد نقطههم مينيمم است. با وجود اين، براي تمرين هم شده مي
d (x) x ( x) (d (x)) x ( x)( ) x x x x                 2 2 2 28 2 2 8 1 2 16 2 4 16 4    

xپس  yطول نقطه مينيمم است و به ازاي آن 4  d(x)و بنابراين 4 x y    2 2 2 24 4 4 x، طول قطر مينيمم است. در واقع اگر2 y  4 
    باشد و به عبارت ديگر شكل مربع باشد، طول قطر مينيمم خواهد شد.

آمده طول نقطه مينيمم باشد و احياناً طول نقطه ماكزيمم نباشد (كـه ايـن    بدستتوجه داشته باشيد كه اصول كار اين است كه كنترل شود نقطه : بيشترتوضيح 
  .گيرد)آزمون مشتق اول و يا آزمون مشتق دوم صورت ميكار براي اين سؤال به راحتي با 

  

x

y

x
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 ليتر روغن را در خود جاي دهد. اگر بخواهيم هزينه فلز به كار رفتـه شـده در    1خواهيم يك قوطي فلزي به شكل استوانه بسازيم كه مي  :241مثال
  چگونه انتخاب كنيم؟ساخت اين قوطي مينيمم باشد، ابعاد قوطي را بايد 

 :ابتـدا مسـأله را خـوب بخـوانيم و ببينـيم چـه چيزهـايي داده و دنبـال چـه چيزهـايي اسـت؟              پاسخ  

Vليتر داده شده است. پس 1حجم استوانه برابر با  (cm ) 31   ديگر چيز معلومي نداريم و دنبال اين ،
شود، و اين يعني مقدار فلز به كار رفته شده، كمتـرين مقـدار   هستيم كه هزينه فلز به كار رفته شده مينيمم 

باشد كه شامل دو دايـره بـالايي و   ممكن باشد. مقدار فلز به كار رفته شده، همان مساحت سطوح استوانه مي
 rايم. اگر فرض كنيممجزا نشان داده صورتبهها را باشد. كه در شكل مقابل آنها ميپاييني و مساحت كناره

زير است، دقـت   صورتبهمساحت  گاهآن .اي باشد (مطابق شكل مقابل)ارتفاع قوطي استوانه hشعاع قاعده و
rيـن مسـاحت برابـر   است و براي همين ا hو طول r2ها، مستطيلي به عرضكنيد مساحت كناره h 2 

S  است، پس مساحت كل استوانه برابر است با: r rh   22 2  
البتـه فرقـي نـدارد،    بايد فقط برحسب يكي از متغيرها نوشته شـود و   Sطور كه گفتيمخبُ تابعي بر حسب دو متغير نوشته شده كه قرار است مينيمم شود. همان

rيبنويسيم (چـون قـرار اسـت از رابطـه     rرا فقط برحسب Sبياوريم و بدست rرا برحسب hجا بهتر است، اما در اينhو يا برحسب rبرحسب h 2 1   
  بايد راديكال وارد محاسبات كنيم كه نباشد، بهتر است!) hبرحسب rآوردن بدستبراي اين منظور استفاده كنيم و براي 

hبنابراين با توجه به داده مسأله
r


 2

1   :و با جايگزيني داريم  S(r) r r( ) r , (r )
rr

       


2 2
2

1 22 2 2        

  مشتق بگيريم: Sاز است كافيخبُ حالا تقريباً قسمت مشكل مسأله حل شده است و 

( r )S (r) r S (r) r r
r r

            


3 3 3
2 2

2 4 5 54 5         

hو چون
r


 2

1  :پس داريم ،  

  ( )h ( ) r

( ) ( )

 
    


 




1
3

3
2 2 1
3 3 3

2
3

1 2 5 2 5 52 2
5 5

       

  

  

rيعني براي مينيمم كردن هزينه فلز به كار رفته در اين قوطي بايد 


3 5   و ارتفاع يعنيh.بايد دو برابر شعاع و به عبارت ديگر ارتفاع برابر با قطر باشد ،  

rاما از كجا فهميديمتوضيح:  


3 5   تابعS كند؟كند و احياناً آن را ماكزيمم نميرا مينيمم مي  

Sتوان اين موضوع را كنترل كرد كه استفاده از آزمون مشتق دوم براي اين مثال بسيار راحـت اسـت. بـراي ايـن كـار از     كار به چند طريق ميبراي اين (r)  هدوبـار 

S  گيريم:يمشتق م (r) r S (r)
r r

      2 3
2 44 4       

rچون به ازاي 


3 5  علامت ،S (r) مثبت است، پسr تابعS كند.را مينيمم مي  
 

  درسنامهحل مسائل خاص اين هاي لازم براي فرموليادآوري 
هندسـي دوره   اطلاعاتسازي يادآوري كنيم. هرچند اين روابط از هاي موردنياز را براي حل مسائل بهينهايم در يك صفحه روابط و فرمولدر اين قسمت سعي كرده

  دبيرستان است، اما ممكن است برخي از خوانندگان آن را فراموش كرده باشند.

Vبا برابر rشعاعاي به حجم كره ـ1 r  34
Sبرابر با rاي به شعاعمساحت كرهو  3 r    است. 24

Sبر بابرا hو ارتفاع rاي به شعاعاستوانهكل مساحت ـ 2 rh ( r )    22 )مساحت جانبي و rh2است كه 2 r ) مساحت دو دايـره بـالا و پـايين اسـتوانه      22

Vبااست است. در ضمن حجم اين استوانه برابر  r h  2.  

2 r

h

r

r
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Vبرابـر بـا   hو ارتفـاع  r،حجم يك مخروط به شعاع قاعده ـ3 r h  21
 از رابطـه  Lو طـول مولـد   h، ارتفـاع rاسـت و مسـاحت يـك مخـروط بـه شـعاع       3

S rL r    rجانبي مخروط و سطح rLشود كهاب ميحس 2   مساحت قائم مخروط است. 2
Vبرابر با hو ارتفاع  Sحجم منشور به مساحت قاعده  ـ4 S.h .است  
دارد؛ قضيه تالس است كه بيـان مـي   ،كنيميكي از پركاربردترين قضايايي كه در مثلث استفاده مي ـ روابط در مثلث:5

هـايي كـه روي يـك ضـلع پديـد      خـط ر را قطع كند، نسبت پـاره گاگر خطي با يك ضلع مثلث موازي باشد و دو ضلع دي
 EFمقابـل  ABCكنـد. يعنـي اگـر در مثلـث    هايي است كه روي ضلع ديگر ايجـاد مـي  خطارهپآورد برابر با نسبت مي

  را داريم: زيري رابطه گاهآنباشد،  BCموازي

  AE AF
EB FC

  

    ترين آن به شكل زير است:شود كه مهمالبته نتيجه ديگري بين اضلاع هم نتيجه مي
AE AF EF
AB AC BC

   

ؤالات ممكن است به كار بيايد، بين ارتفاع وارد بر ضلع و اضلاع مثلـث  ي فرعي ديگر كه در سيك نتيجه
  باشد، داريم: BCارتفاع وارد بر ضلع AHاست؛ اگر

AH AE AF EF
AH AB AC BC


    

  مساحت مثلث: 
  شود:ي زير بيان ميهبيشتر به كمك رابط ABCمساحت مثلث

) (AH BC) 
1
Sارتفاع قاعده2 (

1
2  

  شود:و گاهي اوقات اگر زاويه بين دو ضلع معلوم باشد، مساحت به شكل زير نيز بيان مي

S bcsin A acsin B absin C  
1 1 1
2 2 2  

Sبرابر با aضلع الاضلاعي بهمتساويمثلث مساحت  ـ6 a 23
  است. 4

(مجموع دو قاعده(                   شود:حساب مي مقابلي مساحت ذوزنقه از رابطهـ 7 (ارتفاعS (
1
2  

  قطاع دايره:
  نامند.ي از دايره محدود به دو شعاع از دايره و كمان مقابل به زاويه بين دو شعاع مذكور را قطاعي از دايره ميقسمت

  
                                                  ،  

  

  الزاويه: روابط مثلثاتي در مثلث قائم
  الزاويه روابط زير را داريم:در يك مثلث قائم

c bˆ ˆsin C , cosC
a a

     

  

cˆtgCكه طبيعي است
b

 وbˆcotgC
c

 شودمي.  

A(xفاصله نقطه دلخواه   , y )  از خطax by c    رابطه از| ax by c |
d

a b

 


2 2
  آيد.مي بدست  

  


r

r
A

BO
r 21

AB (r(طول كمانOABSقطاع2
1
OABS  rقطاع2  طول كمانAB 

  Ĉيضلع مقابل به زاويه
 وتر

  Ĉيضلع مجاور به زاويه
 وتر

A

E F

CB

H

H

A

c b

CB H
a

A

E F

CB

b C
A

B

a
c
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دستورالعمل حل مسائل بهينه سازي   
  

  دهيم:روش گام به گام حل اين نوع مسائل را توضيح مي ،در اين قسمت
چه چيزهايي از مـا   پرسيد مسأله چه چيزهايي داده است ودر واقع از خود بهايي كه معلوم و مجهول هستند، مشخص كنيد. مسأله را دقيق بخوانيد و تمام كميتگام اول: 

  .براي حجم و نظاير آنVبراي ارتفاع، hبراي زمان، tبراي مساحت، Sحرف انگليسي مناسب در نظر بگيريد. مثلاً ، يكبراي هر كميت سعي كنيد ؟خواهدمي
  تابعي برحسب متغيرهاي ديگر بنويسيد. صورتبها مينيمم كردن آن هستيم را شناسايي كنيد. اين كميت را كميتي كه دنبال ماكزيمم و يگام دوم: 

بـا   ايـد يـا  ها را مشخص كردهابتدا با استفاده از مقادير معلوم كه در گام اول آن سعي كنيد ،ايدتابع را برحسب بيش از يك متغير نوشته ،اگر در گام دومگام سوم: 
 فقـط يـك  هـا برحسـب   با نوشتن آن سپس ارتباطي بين متغيرها ايجاد كنيد و ،هندسيهاي و استفاده از فرمولدانيد و يا ترسيم شكل مي از قبل كه هاييفرمول
  باقي بماند. آن هستيد، ل اكسترمم كردني كه دنباي تابعيك متغير در ضابطه تنها كه كنيد كاري متغير

داريد كه فقط برحسب يك متغير است و دنبال تعيين تابعي چون شما  !سر گذاشته شده است و بقيه راه نسبتاً آسان است قسمت مشكل مسأله پشتگام چهارم: 
ار ايم (معمولاً در بيشتر مسائل بايد از تابع مشتق گرفته و مساوي صـفر قـر  ماكزيمم يا مينيمم اين تابع هستيد كه تعيين ماكزيمم و مينيمم توابع را قبلاً ياد گرفته

بايـد   در نهايـت  .مطلق تـابع كمـك بگيريـد)    هايتوانيد از روش تعيين اكسترمماي بسته بود، ميبازه تابع آوريد. البته اگر دامنه بدستهاي مشتق را دهيد و ريشه
  نبايد مينيمم را پيدا كرده باشيد! آمده، هماني است كه شما دنبال آن هستيد. مثلاً اگر دنبال ماكزيمم هستيد، شما بدستمطمئن شويد كه مقدار اكسترمم 

 فاصله كدام نقطه روي سهمي  :242مثالy x2 )به نقطه 2 , )1   تر است؟نزديك 4
1 (( , )2 2  2 (( , )3 6  3 (( , )4 2 2  4 (( , )8 4  
 :اين سؤال نسبتاً ساده است؛ صورت سؤال اطلاعات خاصي به ما نداده است و البته توضيحات فارسي كه بايد به روابط رياضي هـم تبـديل     »1«گزينه   پاسخ

A(xيي دو نقطـه دانـيم فاصـله  باشـد. مـي  ترين قسمت كه بايد براي آن فرمول نوشته شـود، فاصـله دو نقطـه از يكـديگر مـي     شوند، خيلي كم است. مهم , y )1 1 
B(xو , y )2   شود:ي زير حساب مياز رابطه 2

d (x x ) (y y )   2 2
1 2 1 2  

x)اي مانندنقطه ي فاصلهسؤال، بايد رابطه صورتبهبا توجه  , y) روي سهميy x2 )اي ماننداز نقطه 2 , )1   زير است: صورتبهرا بنويسيم كه  4
d (x ) (y )   2 21 4  

 نوشته شده است؛ بنابراين بايد يكـي از  yو xبينيد اين تابع برحسب دو متغيرطور كه مي) است. اما همانdخبُ تابعي كه بايد مينيمم شود، همين فاصله (يعني
نويسـيم. دقـت كنيـد چـون     مي yرا برحسب xبراي راحتي در محاسبات .(فرقي هم ندارد كدام را برحسب ديگري بنويسيم) متغيرها را برحسب ديگري بنويسيم

x)هنقط , y) نظر است، پس براي هر روي سهمي موردx وy هموارهx y 21
  شود:به شكل زير بازنويسي مي dاست. بنابراين 2

d ( y ) (y )   2 2 21 1 42   

را  d2شـود؛ بنـابراين بهتـر اسـت    مي مشتق بگيريم، اما چون راديكال داريم، كمي كار سخت yرا مينيمم كنيم و براي اين منظور بايد از آن نسبت به dبايدحالا 
  نيز خواهد بود. dبيايد، دقيقاً طول نقطه مينيمم بدست d2ان طول نقطه مينيمماي به عنومينيمم كنيم كه در واقع هر نقطه

d ( y ) (y ) (d ) ( y )(y) (y ) y (d ) y y                 2 2 2 2 2 2 3 2 31 11 4 2 1 2 4 8 8 22 2   

yبه راحتي واضح است وقتي  d)گاه، آن2 ) 2  و وقتيy  d)گـاه ، آن2 ) 2       ،اسـت. پـس بنـا بـر آزمـون مشـتق اولy    كنـد  را مينـيمم مـي   d2تـابع  2
)ترين نقطه روي اين سهمي به نقطه(البته دليل هندسي آن نيز واضح است، چون نزديك , )1 توان تعريف كرد و به عبارت ديگر وجود دارد ولي مثلاً دورترين نقطه را اساساً نمي 4

yماكزيمم ندارد). از طرفي به ازاي dتابع  xمقدار 2 y 21 yترين نقطه روي منحنيآيد. بنابراين نزديكبدست مي 22 x2 )به 2 , )1 )ينقطه 4 , )2   .است 2
  

 فاصله نزديكترين نقطه از منحني :243مثالf (x)
x


2

2
1

  )85(معماري كشتي ـ سراسري   ؟از مبدأ مختصات كدام است 

1 (1  2 (2  3 (3  4 (2  

 :خواهيم عبارتدر واقع مي  »3«گزينه   پاسخd x y 2 dو يا به طور معـادل  2 g(x, y) x y  2 2 yرا تحـت قيـد   2
x


2

2
1

مينـيمم كنـيم. بـا     

yاز رابطهyجايگزيني
x


2

2
1

,xg(x            شود:نتيجه مي gدر معادله  y) x g (x) x x(x ) x
x (x )

        
 

2 2 2
2 2 2
4 82 2 1 8

1 1
  

ـــوق   ـــادله ف ـــل مع xو -1و  1از ح   ــت ــي بدس ـــرا م ـــر ب ـــر متنـاظ ـــد و مقـادي ــ yيآي ـــبب ــاط    2 و2،2ـه ترتي ــايگزيني نق ــا ج ــود. ب ــد ب خواه
P( , )1 2،P ( , ) 1 2،P ( , ) 2 درdشود كه حداقل مقدار ممكن براي، مشاهده ميd است. 3برابر  
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 چهارمفصل 

  »انتگرال « 
  

  گيريها و تغيير متغيرهاي مناسب در انتگرالفرمول :1درسنامه 
  
  

خواهنـد،  خواستند مشتق آن را حساب كنيم. در اين فصل برعكس اين كار را از ما ميشد و از ما ميداستان از اين قرار بود كه تابعي به ما داده مي ،در فصل مشتق
  ، مشتق چه تابعي است؟ عبارت داده شدهخواهند كه معلوم كنيم شود و از ما ميه مييعني عبارتي به ما داد

fاگر (x) تابعي پيوسته باشد وF(x)تابع اوليه ،f (x) ،تساوي زير را داريم گاهآنباشد:  
f (x)dx F(x) c   

هاي مهم انتگرال  فرمول  
  

  باشد:مي xتابعي از uهاي زيردر فرمول .هاي مشتق دارندهايي را ياد بگيريم كه ارتباط صددرصدي با فرمولب، حالا بايد فرمولخُ

Ln u cdu)
u

2  
nu c (n )

n


   



1
11

n) u du1  

ue cu) e du 4  
ua c (a ,a )

Lna
  1u) a du 3  

sin u c  ) cosu du6  cos u c ) sinu du 5  
du cot gu c

sin u
   2) ( cot g u)du  28 1  du tgu c

cos u
  2 ) ( tg u)du  27 1  

Ln sinu c) cot gu du 10  Ln cos u c ) tgu du 9  
u uArcsin( ) c Arccos( ) c , a
a a

     du)
a u




 2 2
12  u uArctg c Arccotg ( ) c , a

a a a a
    

1 1 du)
a u


 2 211  

uLn | tg | c Ln | csc u cot gu | c   2
du)

sinu
14  uLn | tg( ) | c Ln | tgu sec u | c

    2 4
du)

cosu
13  

cosh u c) sinhudu 16  sinh u c) coshudu 15  
) tghu du 18 Ln(cosh u) c   Ln | sinh u | c) cot ghudu 17  

uLn | u u a | c sinh ( ) c , a
a

     2 2 1 du

u a



 2 2

)20  uLn(u u a ) c cosh ( ) c
a

    2 2 1du)
u a




 2 2
19  

usec | | c , a
a a

  11 du)
u u a




 2 2
22  

utg h ( ) ; | u | | a |
u a a aLn c

ua u a cotgh ( ) ; | u | | a |
a a





    
  



1

1

1
1

12
du)

u a


 2 221  

u[u a u a sin ] c
| a |

  2 2 2 11
2 ) a u du  2 224  [u u a a Ln | u u a |] c    2 2 2 2 21

2) u a du  2 223  

  گيــري كــه بعــداً آمــوزش داده خواهــد شــد، بــا توجــه بــه قواعــد انتگــرال نيــز و برخــي ديگــرهــاي مشــتق قابــل درك هســتند بــا توجــه بــه فرمــول فــوق روابــطاكثــر 
بهتر است حفظ  21و  20 ،19 فرمولسه ري برخوردار هستند و از اهميت كمت 24و  23، 22هاي البته فرمول .ها حفظ شوندولي بهتر است اين فرمول ؛قابل محاسبه هستند

  قابل محاسبه هستند. ،هايي كه در آينده خواهيم گفتها يادتان نباشد با استفاده از تكنيكد، اما اگر حاصل آننشو
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خواص انتگرال نامعين  
  

  توان به موارد زير اشاره كرد:از خواص مهم انتگرال نامعين مي
1 ([f (u) g(u)]du f (u)du g(u)du      2( اگرk گاه داريم:عددي حقيقي باشد، آنkf (u)du k f (u)du   

    نوشت: تواننميهيچ وقت  )3
f (u)duf (u)f (u)g(u)du f (u)du g(u)du , du

g(u) g(u)du
       

  

توان گفت، انتگرال يك تـابع  مي cثابت نظر از. البته صرفتابعي نه زوج و نه فرد استولي انتگرال يك تابع زوج،  .انتگرال يك تابع فرد، همواره تابعي زوج است )4
  شود:زوج، يك تابع فرد مي  sin x dx cos x c , cos x dx sin x c     

jo ”MIU Z»p”MIU jo ”MIUZ»p”MIU
 

  ام كمي تمرين ابتدايي را با هم انجام دهيم:قبل از ورود به بحث اصلي انتگرال، در اين قسمت سعي كرده

Ln | x | c 2dx)
x


2 2   ،  xx dx c x c x c

 


     
 



1 11 12
2 22 21 12

dx)
x
1  

x xe dx e c 5 5x) e dx 4 5   ،  
x

c
Ln


3

3
x) dx 3 3  

( )sin xdx (sin x) dx cos x c    
3 1 13 3 3 33 3 3) sin xdx 5 3  

cos x dx (cos x) dx sin x c   
7 1 17 7 7 77 7 7) cos xdx 6 7  

[ ( tg x)]dx dx ( tg x)dx x tgx c         2 21 1 1) ( tg x)dx  27 2  
sin xtg x dx dx Ln | cos x | c

cos x
 

       
    
1 1 1

) tg x dx 9   ،  cot gx c ) ( cot g x)dx   28 1  
sin x cos xdx dx x Ln | sin x | c
sin x sin x

      sinx cosx) ( )dx
sinx


10  

uدر انتگرال دوم با فرض مثالدر اين  sin x ،گاهآنdu cos xdx و لذا با انتگرالdu
u رو هستيم.روبه  

xArcsin( ) c
3

dx)
x




 2
12

3
   ،  xArctg( ) c1

3 3
dx)

x


 211
9

  

Ln (x ) (x ) c    22 2 9dx)
(x )


 

 2
14

2 9
   ،  xLn | | c

x





1 2
4 2

dx)
x


 213

4
  

Ln tg(x ) c Ln | tg x sec x | c
    2 24

dx)
cos x


216 2   ،  xLn tg c Ln | csc x cot g x | c    

3 3 32
dx)

sin x
315 3  

cosh x c1 981) sinh xdx 
118 99   ،  sinh x c1 88) cosh xdx 17 8  

 بر حسب  يوقتي عبارت كنيد؛هاي مهم انتگرال ملاحظه ميطور كه در فرمولهمان :1تذكرu  ،داريمdu هـاي فـوق  در بعضي از مثال وجود دارد. نيز كنار آن، 
sinعبارت ،5مانند مثال شماره  x3 ولي است، داخل انتگرال موجودdx3 لذا با تغييري كه مشاهده كرديد .كنار آن وجود ندارد،dx3 را ايجاد كرديم تا بتوانيم از

uچون اگر هاي ذكر شده استفاده كنيم،فرمول x duگاهآن، 3 dx نيز انجام شده است، تغييرات انجام شده  18و 17، 9، 6هاي اين تغيير در مثال شود.مي 3
  داشت:  »تغيير متغير«توان درك بهتري از مفهوم هاي زير ميباشد كه با توجه به مثالميتغيير متغير ترين نوع ساده
 هاي زير را با استفاده از روش تغيير متغير بيابيد.حاصل انتگرال :1مثال  

duu x du dx dx      3 5 3 3 ) I ( x ) dx  171 3 5  

          du u ( x )I u ( ) u du ( ) c c
       

18 18
17 171 1 3 5

3 3 3 18 54  

 
duu x du dx dx        


1 ) I cos( x)dx  2 1  

                duI (cos u) cos u du sin u c sin( x) c        
    

1 1 1 1  
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dxu Arccos x du
x

    
 21

 dx)I
(Arccosx) x




 5 2
3

1
  

      duI u du u c c
u (Arccos x)

 
         5 4

5 4
1 1
4 4

  

 
dt dtt u du du

t t
      2

2
 sin t dt)I dt (sin t )

t t
  4  

I sin u du cos u c cos t c       2 2 2  

I

dx( )dx dx
x x

  
   

1

2 21 2 1 2 1
 x)I dx

x


 


2 35 2 1
´Ã¹¨Â¶´Ãv£UZoh¶oM HnRn¼‚  

 .كنيم، تقسيم صـورت بـر مخـرج اسـت    اي هستند و درجه صورت و مخرج يكي است، اولين كاري كه ميهايي كه صورت و مخرج چندجملهيادتان باشد در انتگرال
  براي حل انتگرال دوم داريم: ،باشدمي x با حاصل انتگرال اول برابري حل بپردازيم، خب به ادامه

dx dux u dx du I Ln | u | c Ln | x | c I x Ln | x | c
x u

                
 1

22 1 2 2 1 2 12 1  

 

I I

Arcsin x xdx dx
x x


 

 

1 2

2 21 1 
 Arcsinx x)I dx

x


 


 2

6
1

  

dx u (Arcsin x)I : Arcsin x u du I udu c c
x

dt dtI : x t x dx dt x dx I t dt t c x c
t




         

  

                   




 

2 2
1 1 1 12

1 1
2 22 22 2 2 2

2 21

1 11 2 12 2 2

  

cتوانيم به جايالبته مي c1 2،c   .را قرار دهيم  (Arcsin x)I I I x c c       
2

2
1 2 1 212  

 

Ln z Lnz dzdz dz Lnz u du
z z z

     

1
2 1

2
Ln z)I dz

z
 7  

uI u du ( ) c (Lnz) c     
2 21 1 1

2 2 2 4  

 
dx ( tg x) dx tgx u ( tg x)dx du

tg x
tg x


     




 
2 2
2

2

1 11 21
1

dx)I
cos x

 
 28

1
  

du u tgxI Arctg( ) c Arc tg( ) c
u

     
 2

1 1
2 2 2 22

  

 
dux u x dx du x dx     3 2 23 3 3)I x cos(x )dx   2 39 3  

sin u sin(x )I cosu du c c
     

31 3
3 3 3  

 

dux u dx
x u

ux

   
  




2 5 22 5
5

2

I x( x ) dx   12 5 )10  

u du u ( x ) ( x )I ( )(u) ( ) (u )u du (u u )du [ u ] c [ ] c  
             

12 12 111 1 11 1 115 1 1 1 5 1 2 5 5 2 55 52 2 4 4 4 12 11 4 12 11
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  هاي معينمهم انتگرالخواص  نكات و :5درسنامه 

  شوند.دهيم. سؤالات بسياري با استفاده از اين نكات به راحتي حل ميميدر اين قسمت نكات مهم انتگرال معين را ارائه 

    اگر در يك انتگرال معين جاي حد بالا و پايين تعويض شود، بايد يك منفي در انتگرال ضرب شود:) 1
b a

a b
f (x)dx f (x)dx    

 اگر :714مثالdxA
x




2
1 4
2 1

xو  dxB
x




22
1 4
2 1

  م گزينه صحيح است؟كدا گاهآن، 

1 (B A 
1
2  2 (B A  2  3( B A   4 (B A 1  

  : گونه سؤالات بايد سعي كنيمدر اين»  3«نه گزيپاسخA ياB ابتدا انتگـرال دست آوريم، نه اينكه هر كدام را جداگانه حساب كنيم. را برحسب هم بهB  را

xبا استفاده از تغيير متغير
t


  كنيم:محاسبه مي 1

  dtx dx , x t , x t
t t

         2
1 1 12 22 2  

( ) dt dtt tB ( ) ( )dt dt B
t t t t( ) tt t

       
   

   
21 1 12 22 2 2 12 4 4 42 2 24 2 24

11
1

1 1 1 11
½k{¾TŸ¬Á¾T§º¾M¾]¼U IM  

  برابر شد. Aدقيقاً با انتگرال Bكنيد انتگرالملاحظه مي
  

 اگر :814مثال
teA dt

t



1

1
مقدار انتگرال گاهآن، 

ta

a
e dt

t a



   1   )88(مكانيك ـ سراسري   كدام است؟ 1

1(ae A  2(ae A  3(ae A  4(ae A  
 :كنيمنتگرال دوم را به حدود انتگرال اول تبديل كنيم. براي اين منظور فرض ميبايد سعي كنيم حدود ا گونه سؤالاتدر اين  » 4«گزينه  پاسخt a u   و

  لذا داريم:
dt du , t a u , t a u        1 1  

t (a u) a u ua a a
a

e e e .e edt ( du) du e du e A
t a a u a (u ) u

   
 


       

          
1

1 1 11 1 1 1
 


  

  

 اگر :914مثال
tx eF(x) dt,x
t

  1 لباشد، مقدار انتگرا
atx e dt
t   )89(عمران ـ سراسري   برابر كدام است؟ Fبر حسب1

1(F(ax)  2 (F(ax) F(a)  3 (F(ax) F(a)  4 (F(ax)  

 :كنيمابل را اعمال ميتغيير متغير مق »  3«گزينه  پاسخ:                uu at du adt , t , t u a , t x u ax
a

         1  
x ax ax ax a ax

a a a

at u u u u u ue e du e e e e edt . du du du du du F(a) F(ax)
ut a u u u u u
a

               
1

1 1 1 1
 

Ë   ايم.آن را حل كرده» ها)) بدون دخالت دست! (روش رد گزينه2) و (1حل سؤالات رياضي عمومي («اين سؤال روش تستي و سريع دارد كه در كتاب 

  
fاگر) 2 (x)  پذير روي بازهزوج و انتگرالتابعي[ a,a] ،داريم گاهآن باشد: 

a a

a
f (x)dx f (x)dx


 2


 

fاگر )3 (x)  پذير روي بازهفرد و انتگرالتابعي[ a,a] داريم: گاهآن ،باشد  
a

a
f (x)dx
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انتگرالكاربرد : پنجم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
 پنجمفصل 

 »كاربرد انتگرال « 

  حد مجموع به كمك انتگرال معين يمحاسبه :1درسنامه 
  

  

  

گيـرد و  نهايت مورد سؤال قـرار مـي  حد در بي هاآني حدودي كه در ترين كاربردهاي انتگرال معين را شرح دهيم. محاسبهخواهيم يكي از مهمدر اين درسنامه مي
بـه جـاي    كـه  يابد، با استفاده از تبديل آن به كمك انتگرال معين بحث اين درسنامه است. در واقع قصد ما اين استي افزايش ميتعداد جملات آن به طور نامتناه

  توان ثابت كرد كه:در واقع ميي حد، حاصل يك انتگرال را حساب كنيم. محاسبه
n b

an i

b a ilim f (a (b a) ) f (x)dx
n n 


   

1
 

aتوانيم مثلاًسازي رابطه، ميبراي ساده   وb 1 شود:قرار دهيم و فرمول به شكل زير خلاصه مي  
n

n i

ilim f ( ) f (x)dx
n n 

 
1

1

1


 

  برو انتگرال سمت راست رو حساب كن! ،ي حد سمت چپفارسي فرمول بالا اين ميشه كه به جاي محاسبهدر واقع 
 :ي حد مجموعروش سه گام براي محاسبه

  كنيم:را بيان مي هاآنشما گيرد كه البته براي منظم شدن ذهن ي حد مجموع سه گام زير معمولاً انجام ميبراي محاسبه

ايجاد گام اول:
n
در پشت پرانتز حد مجموع (البته در برخي سؤالات 1

n
  )وجود دارد.خودش  1

ifيضابطه صتشخي گام دوم: ( )
n

ixدر پرانتز حد مجموع و جايگزيني 
n

 و رسيدن بهf (x)  

fي حاصلمحاسبه گام سوم: (x)dx
1


  و گزارش آن به عنوان جوابِ حد مجموع 

 مقدار :1مثال
n

n n n nA lim ( )
n n n n n

    
   2 2 2 2 21 4 9

 كدام است؟  

1 (
6  2 (

3  3 (
4  4 (

2  

  : كنيم:براي درك بهتر، هر جمله را به طور جداگانه بررسي مي  »3«گزينه پاسخ  

كنيم در تمام جملاتابتدا سعي مي
n
را پشت پرانتز ايجاد كنيم و اين كار با تقسيم صـورت  1

  گيرد. صورت مي n2و مخرج كسرها بر
  

  
  

  
  
  
  
  
  

n n ( ) i
nn ( )

nn

n n ( ) i
nn ( )

nn

n n ( ) i
nn ( )

nn

n n ( ) i n
nnn n n ( )
nn

   
  

   
  

   
  

   
 

2 2
2

2 2
2

2 2
2

2 2 2 2
2

1
1 1 11 11 1 1

1
1 1 24 24 1 1

1
1 1 39 39 1 1

1
1 1

11

if ( )
in ( )
n

 
 2

1
1






  

385 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

با توجه به اينكه عبارت داخل پرانتز (در صورت سؤال) به فرمبنابراين 
i

if ( )
n n






1

ifكهنوشته شده  1 ( )
in ( )
n


 2

1
1

گفتـه  توان با توجه به تعريف لذا مي است، 

A             حد را محاسبه كرد: شده، f (x)dx dx [Arc tgx]
x


   

 
11 1

2
1

41  
  

  

 مقدار: 2مثال
a a na

n n n
n
lim [e e e ]

n

  


  

21
 :92(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ سراسري   عبارت است از(  

1 (ae1  2 (ae  3 (
ae

a


  4 (a( e )

a


1 1  

 :ودبا توجه به وج » 4«گزينه  پاسخ
n
  :است فقط بنويسيم در پشت پرانتز، كافي 1

ia in a
n n

n n

ilim e f ( ) e
n n




 
 

1

1  

  ر است با:حاصل حد مجموع ريماني فوق براب
ia

ax ax a an
n n
lim e e dx e (e ) ( e )

n a a a


   

 
        

1

1

11 1 1 11 1
 

  

  

 مقدار حد: 3مثال
n

n k
lim

k n  
 2 2

1

  )95(مهندسي نساجي ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (  2 (1  3 (
4  4 (

2  

 :ابتدا» 1«گزينه  پاسخn2 كنيم:                                     را از داخل سري خارج مي         
n n

n nk k
I lim lim ( )k kn nn ( ) ( )

n n
  

 
 

 2 2 21 1

1 1 1 1 1
1 1

   

dxعبارت داخل پرانتز، يك مجموع ريمان و برابر
x

1
2

1
1

  :داريم است. در نتيجه 

  
n n n

I lim dx lim (tan ) lim ( )
n n nx 



  


    


11 1

2
1 1 1 1

41
  

 

 4مثال :
n

n n n

n

e e elim nLn( ) Ln( ) Ln( )
n n n



  

  

1 2

1 2



  )94(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   ، برابر كدام است؟

1 (
e


1  2 (

e
1  3 (e 1  4 (e1  

 :سؤال در واقع دو حد مجموع در صورت و مخرج كسر، يك انتگرال جزء به جزء كه البته اكثراً حاصل آن را حفظ هسـتند و در نهايـت يـك نكتـه      » 4«گزينه  پاسخ

ابتدا لازم استحدي دارد؛ بنابراين به لحاظ حجم محاسبات براي داوطلب عادي سنگين است! 
n
را ايجاد كنيم؛ با ضرب صورت و مخرج كسر داده شده در 1

n
  داريم: 1

  

in
xn x

i
nn

i

e ee dxn elim e
i Lnxdx (xLnx x)Ln( )

n n







    

 


 



1
1

1

1

11
1 11 11










  

همواره داريم: توجه كنيد كه
x
lim xLnx





 . 

 

 مقدار :5مثال
n

nsinh( ) sinh( ) sinh( )
n n nlim ncosh( ) cosh( ) cosh( )
n n n



  

  

1 2

1 2



  )97ـ سراسري  MBA(  زينه است؟، برابر كدام گ

1 (e
e 1  2 (e

e 1  3 (e
e



1
1  4 (e

e



1
1  



  

459 

كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه   )1رياضي عمومي ( 

 پاپوسگلدن ـ قضاياي  
  

yحول خط افقي »سطح حاصل از دوران يك منحني«يا  »حجم حاصل از دوران يك ناحيه«ي براي محاسبه k يا خط عموديx k هـايي را مطالعـه   فرمول
 ،كند. مثلاً محور دوران ممكن است يك خط مايـل باشـد  برخي نواحي مشكل مي را براي هاآنهايي دارند كه استفاده از ها محدوديتكرديم. با اين حال اين فرمول

fيعني بين دو تابع ؛ممكن است يك چندضلعي باشد كه مرزهاي متعددي دارد ،اي كه درحال دوران استهمچنين ناحيه (x) وg(x)  كه به شرط آندارد. نقرار
هـاي  حجم يا سطح حاصل از دوران را حساب كنـيم. فرمـول   ،پاپوس اي به نامقضيهتوانيم با استفاده از مي ،ي مورد نظر را قطع نكرده باشددوران ناحيهمحور 

  توان به اين شكل بيان كرد:پاپوس را مي
ضـرب درازاي منحنـي (طـول قـوس منحنـي) در محـيط       حاصل كند، برابر است باحول محوري كه آن را قطع نمي ،مساحت سطح حاصل از دوران يك منحني )1

  پيموده شده توسط مركز ثقل (مركز هندسي) منحني.
ضرب مساحت ناحيه در محيط پيمـوده شـده توسـط مركـز ثقـل      كند، برابر است با حاصلحول محوري كه ناحيه را قطع نمي ،حجم حاصل از دوران يك ناحيه) 2
 هندسي) ناحيه.مركز (
 
 دايرهي درون ناحيهحاصل از دوران  يحجم چنبره :175مثالx y 2 2 xحول خط 4    را بيابيد. 3
  : بنابراين محيط دايره پيموده شـده توسـط مركـز     .است 3فاصله مركز ثقل دايره از محور دوران برابرپاسخ

P  ثقل برابر است با:    2 3   محيط دايره 6
و مساحت ناحيه دوران يافته (مساحت دايره) برابر  22                                    :داريـم  باشد. بنابراين طبق قضيه دوم پاپوسمي 4

                                           24 6   حجم 24

نحوه ي استفاده از قضاياي گلدن ـ پاپوس  
  

  .كنيمها اشاره ميبه مهمترين شرط براي استفاده از اين فرمول ،تر توضيح دهيم. قبل از ورود به بحثساده صورتبههاي پاپوس را ي استفاده از فرمولخواهيم نحوهمي
موردنظر يا منحني مـورد نظـر را قطـع نكـرده باشـد. بـه       ي هاي گلدن پاپوس استفاده كنيد كه محور دوران، ناحيهفقط وقتي از فرمول  شرط استفاده از قضايا:

  دوران كند. Lكه درون مثلث قرار دارد، حول خطS يها قرار است ناحيهدر اين شكل ،هاي زير توجه كنيدشكل
  
  
  
  
  
  

توانيم از فرمول پاپوس استفاده كنيم. اما در شكل وسط و شكل سمت چپ، استفاده از فرمول پس نمي ،ناحيه را قطع كرده است اين Lدر شكل سمت راست، خط
  كند.ي داده شده اشكالي ايجاد نميتماس داشتن محور دوران با ناحيه ،بينيدپاپوس ايرادي ندارد. همانطور كه در شكل وسط مي

  كنيم:فارسي بيان مي صورتبههاي پاپوس را فرمول اكنون
  Lحول خط C= سطح حاصل از دوران منحنيC (2(طول قوسِ) × Lاز خط Cي مركز ثقل(فاصله  فرمول اول:
  Lحول خط Sي= حجم حاصل از دوران ناحيهS (2(مساحت) × Lاز خط Sي مركز ثقل(فاصله   فرمول دوم:

  شوند: شود. بنابراين نتايج زير گرفته ميسادگي انجام ميبه Lي آن از خطي فاصلهمشخص باشد، محاسبه Cيا مركز ثقل منحني Sياگر مركز ثقل ناحيه
اي بين رابطهدر واقع اين فرمول  آيد.مي دستبهسطح حاصل از دوران مساحت و مركز ثقل آن معلوم باشند، با استفاده از فرمول اول،  Cاگر طول قوس منحنيِ ـ1

هـا معلـوم   . اگر دو تا از اين كميتكندبيان مي را )Lحول خط C(سطح حاصل از دوران منحني و )C)، (طول قوسLِاز خط Cي مركز ثقل(فاصلهسه كميت 
  توانيم سومي را محاسبه كنيم.مي ،باشند

فرمول دوم پاپوس، يك رابطه بين  در واقع آيد.مي دستبهحاصل از دوران  جسم ، حجمدومستفاده از فرمول با ا ،معلوم باشند آن و مركز ثقل Sيوقتي مساحت ناحيه ـ2
تـوانيم  ها مي) بنابراين با داشتن دو تا از اين كميتLحول Sدوران ) و (حجم حاصل ازS)، (مساحتLاز خط Sي مركز ثقلسه كميت مقابل برقرار كرده است: (فاصله

  .آوريم دستبهرا  Lتا خط Sي مركز ثقلتوانيم فاصلهمي ،را داشته باشيم Sيسومي را حساب كنيم. مثلاً اگر حجم حاصل از دوران و مساحت ناحيه
ي مورد نظر يك بيضي يا دايره باشـد،  اگر ناحيهرا تعيين كنيم. شده داده  يهاي پاپوس، بايد بتوانيم مركز ثقل ناحيهبراي استفاده از فرمولتشخيص مركز ثقل: 

  ه است. مركز آن بيضي يا دايره همان مركز ثقل ناحي

L
y

x

L
y

x

L
y

x

x = 3  

2  
O  

  مركز ثقل
x

y
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انتگرالد كاربر: پنجم فصل كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

مـثلاً مركـز ثقـل     مختصات مركز ثقل يك مثلث، ميانگين مختصات رئوس آن مثلث است.شود. ي مركز ثقل به سادگي انجام ميها هم محاسبهدر مورد چندضلعي

)Aمثلثي با رئوس , ) ،B( , )2  وC( , )4 A  آيد:مي دستبهبه اين صورت  3 B C(x , y) ( , ) ( , ) 
      

1 2 4 3 2 13 3     

ز ضلعي نداريم. براي مثال مرك nنيازي به منتظم بودنضلعي است. در اين رابطه،  nميانگين مختصات رئوس آن برابر با ضلعي nبه همين ترتيب مركز ثقل يك 
)Aثقل يك چهارضلعي با رئوس , )4  ،B( , )1 4 ،C( , )1 )Dو 1 , )2   شود:به اين صورت مشخص مي 1

A B C D(x , y) ( , ) ( , ) ( , )  
         

1 1 34 1 1 2 4 1 1 8 6 24 4 4 2 

 قرص دايره به مركز :176مثال(b, ) اعو به شعa يدر صفحه( a b)xy حول محور ،y يك چنبـره بـه وجـود    ها) دوران كرده و (محور عرض
  )84اي ـ سراسري (هسته          آورده است. حجم جسم دوار كدام است؟

1 (ba4  2 (a b2 2  3 (ba2 24  4 (( b)( a )  22  
 :مساحت دايره به شعاع» 4«گزينه  پاسخa برابرa        : باشد، پس طبق قضيه پاپوس داريممي bبرابرها yيعني مركز دايره تا محور ثقلفاصله مركز  .باشدمي 2

b a     حجم 22
 

 مختصات مركز ثقل سطح همگن محدود به منحني :177مثالy x x    )87ـ سراسري  MBA(  ها كدام است؟xو محور 26

1(( , )2 4  2(( , )

42  3(( , )3 4  4(( , )


43  

 :صورتتوان بهمعادله داده شده را مي »4«گزينه  پاسخy (x )   29 )Pو مركز 3اي به شعاع دايرهنوشت كه نيم 3 , )3   دايـره  است. با توجه به تقارن نـيم
xنسبت به خط  اي بـه  ها كـره xدايره حول محوركنيم. از دوران نيم، مركز ثقل روي اين خط قرار دارد. براي محاسبه عرض مركز ثقل از قضيه پاپوس استفاده مي3

9دايره برابرباشد، مساحت نيممي 36آيد كه حجم كره برابردست ميبه 3ع شعا
y  :است، حال طبق قضيه پاپوس 2 y

     


9 436 2 2  
 

 اي به مركزدايره  :178مثال(b, ) و شعاعa را حول محورyدهيم. حجم جسم ايجاد شده چند برابرها دوران مي2 است؟( a b)   
  )هاي شريف، اميركبير و علم و صنعتاز سؤالات پايان ترم دانشگاه(

1 (a b24  2 (a b2 2  3 (a b2  4 (a b22  
 :چون»  4«گزينه  پاسخa b است، پسb a دهـد كـه   شود و اين نشـان مـي  مثبت مي
پس بهتر اسـت از فرمـول گلـدن پـاپوس اسـتفاده       ،كندبرخورد نميي داده شده ها با دايرهyمحور
قـراردارد دوران  Aكه خارج از Lحولِ خط ،است Pيكه مركز ثقل آن نقطهAياگر ناحيه .كنيم

Vناميم و حجم آن برابر است باآيد كه آن را تيوب ميت ميدسكند، جسمي به Sd 2.  
  

كنـيم كـه محـور دوران خـارج از     . از اين فرمول وقتي استفاده ميLاز خط Pيي نقطهبرابر است با فاصله dوAيبرابر است با مساحت ناحيه Sدر اين فرمول
  را بتوان به راحتي معلوم كرد.Aچنين مركز ثقلباشد و هم Aيناحيه

  يك دايره يا بيضي يا مربع باشد اين فرمول مناسب است. Aيبراي مثال وقتي ناحيه
Pاي به مركز نقطهدايره Aيدر اين تمرين، ناحيه : (b , ) و شعاعa است و محور دوران، محورyها است، پسd b وS a  2.  

Vحجم شكل مورد نظر برابر است با:  Sd a b   2 22 2.  
 

 حجم حاصل از دوران مثلث با سه رأس به مختصات :179مثال( , )1 و( , ) 1 و( , )1  حول خطx    )88ـ سراسري  MBA(  برابر كدام است؟ 2

1 (14
3   2 (1

3  3 (8
3  4 (7

3  

 :به رئوس دانيم مركز ثقل يك مثلثمي» 2«گزينه  پاسخA،B وC آيد:دست مياز روابط زير به  
A B C A B C

G G
x x x y y y

x , y
   

 3 3  

)Gنقطه ABCبنابراين مركز ثقل مثلث , )1
Sبرابر ABCباشد. مساحت مثلثمي 3 

 
1 2  Gيي نقطـه باشد. فاصلهمي 12

xتا خط  برابر با 2 
1 52 3   است، پس طبق قضيه پاپوس داريم: 3

( )( ) 
  

5 12 1 3 محور دوران) (مساحت سطح مورد نظر)(فاصله مركز ثقل شكل از  3 2 حجم  
 

A

C

B x

y

b b ab a x

y
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دنباله و سريفصل ششم:   شدكارشناسي ار يكمدرسان شريف رتبه 

 
 ششمفصل 

 »دنباله و سري « 

  هاو بررسي رفتار دنبالهتعريف  :1درسنامه 
  

  . نداردي آخر ي اول مشخصي دارد، ولي جملهاست كه اين ليست جمله حقيقي اعداد ، هر دنباله، يك ليست ازبه بيان سادهتعريف دنباله: 
 naي عمومي را معمولاً باباشد، مشخص نمود. جملهمي ي دنبالهضابطهكه به نوعي همان  ي عموميتوان با يك جملهيك دنباله را مي جمله عمومي يك دنباله:

  دهيم. نمايش مي
n

na ( ) { , , , , }    11 1 1 1 1 )2         na n { , , , , , }  1 2 3 4 5  )1  

n n
, , ,a { } 

1 1 1 1
2 4 82

 )4  n
n , , , ,a ( ) { }    

1 1 1 1 1
2 2 4 8 16  )3  

 چند جمله از دنباله  :1مثالn{ }
n



1 3
8و 2بين  1

  قرار دارند؟  3
1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

 :8و 2ي عمومي دنباله را بين بايد جمله»  2«گزينه  پاسخ
  هايي نامساوي برقرار است:nقرار دهيم و ببينيم به ازاي چه 3

n n n n
n n n

nn n n n
n

                       
 

3 1 2 3 1 2 2 13 1 8 12 1 53 1 81 3 9 3 8 8 51 3

  

nعددي طبيعي است، پس فقط به ازاي nچون  2،n  nو 3    ، اين شرايط برقرار است.4
 

 دنباله  :2مثالna {n n }  2 1 16چند جمله منفي دارد؟ ،  
1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  
 :بايد همواره»  4«گزينه  پاسخna   :باشد، بنابراين داريم  

n
na n n (n )(n ) n n , , , ,             2 1 16 2 8 2 8 3 4 5 6 7    SwHÂ•ÃLŠÁjk–  

 
ر به ازاي هراگ تعريف رياضي همگرايي يك دنباله:  بتوانيم يك عدد طبيعي مانند ،M  پيدا كنيم، كه براي هـرn M   :داشـته باشـيمn| a L |  ، 

|n(منظور ازهمگراست  Lبه عدد حقيقيnaگوييم دنبالهمي گاهآن a L |گرايي است)ي همدر واقع فاصله جملات دنباله از نقطه.  
n{aبه تعبير ديگر دنباله  M، عدد طبيعي بسيار بزرگي مانندبه شعاع دلخواه Lهاي متقارنگوييم، هرگاه براي تمام همسايگيهمگرا مي Lرا به عدد حقيقي{

  به بعد درون اين همسايگي قرار بگيرند. Mپيدا شود كه تمام جملات دنباله از شماره

 اگر  :3مثالn
na

n


 nnرابطه Mچه مقداربه ازاي  2 M :| a |   
11 1  خواهد بود؟  

1(1 97  2(198   3(2    4(196   
 :ريف رياضي همگرايي دنباله داريم:با توجه به تع»  2«گزينه  پاسخ    

n  198n
n| a | | | | | n

n n
          

 
1 1 2 11 1 2 21 2 1 2 1  
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x   1
2

x x x
x

x| | | x | | x | x x x
x

        

         
 

2 2

1 1 11
1 1 2 11

 SwH¸§μ¶ oÃš

 به ازاي چه مقاديري از  :4مثالn، جملات دنبالهn{ }
n 

2
2
5

2
1به شعاع 5در همسايگي 

2 د؟ندارقرار  

1 (n 15  2 (n 13  3 (n 15  4 (n 14  

 :است، بنابراين داريم: 5حد دنباله برابر با »  4«گزينه  پاسخ  

  n  14n
n| a | n n

n n
            

 

2 2 2
2 2

1 5 1 1 15 5 2 2 1982 2 22 2
  

  
    

 

 به ازاي چه مقاديري از  :5مثالnجملات دنباله ،n
n
 

 
 

/، كمتر از عدد1از عدد 1 1  است؟  

1(n  999  2(n   1   3(n 1 1    4(n 1 2    

 :حد دنباله برابر با يك است، بنابراين داريم:»  2«گزينه  پاسخ  

  n  1  n
n n n| a L | | | | |

n n n
  

         
1 1 1 1 1 1 111 1 1 1           

    

 

 جملات دنباله  :6مثالn{ }
n





2
2

2 32
41

nراي مقاديرب     گيرند؟در كدام همسايگي قرار مي 71

1( ( , / )2 2 1  2( ( / , / )1 995 2 5  3( ( , / )2 2 5  4( ( , / )2 2 5  

  : باشد، بنابراين داريم:مي 2حد دنباله برابر   »1«گزينه پاسخ  n n n
na ( ) , a a
n n n


         

  

2

2 2 2
2 32 5 52 2 1 2 2

41 41 41
     

nدر صورت تست قيد شده  n، لذا71 2 5 41پس ،n  2 41 5  :كه اگر طرفين نامساوي را عكس كنيم، داريم  

 ( )
n na a /

n n
       

 
5 1

2 2
1 1 5 5 12 2 15 5 141 41

   
       

´Ã¹¨Â¶Jo† jk– nj Hn ¸Ã oŠ  

)ها، بازهبا توجه به گزينه , / )2 2 1 .صحيح است  

بررسي همگرايي و واگرايي دنباله ها  
  

nاگر حد يك دنباله در زماني كه دنباله همگرا:   حساب شود و حاصل اين حد يك عدد حقيقي مشخص مانندL  ،گوييم اين دنباله همگراسـت و  مي گاهآنشود
  . دو عدد متفاوت (يا حتي چند مقداري) شود نبايدنهايت شود و يا بي نبايددقت كنيد براي همگرايي دنباله، حد دنباله  است. Lعدد همگرايي آن

nاگر حد يك دنباله در زماني كه دنباله واگرا:   نهايتحساب شود و حاصل برابر بي( )گوييم اين دنبالـه  شود و يا دنباله حد مشخصي نداشته باشد، مي
  ، برابر چند مقدار مختلف شود. nاست كه مقدار حد دنباله به ازاي مقادير مختلف منظور از حد مشخص نداشتن دنباله، اين واگراست.
 عددي مقدار :1تذكرn

n
lim a


  باشد.مي naدنباله همگراييان عدد هم، 

 نويسيمدر اين فصل هر جا مي :2تذكرn  منظورمان اين است كهn . در برخي سؤالات علامـت مثبـت را كنـار    ربنابراين اگ  ايـم،  نگذاشـته
  مدنظر ما است. ها فقطاست، بلكه در مورد دنباله همان اين نيست كه مانمنظور

nحاصل گاهآنعددي حقيقي باشد،  cاگر :1نكته 
n
l im c


|با شرط  c |1  يا به عبارت ديگـر)c  1  ) همـواره همگـرا بـه صـفر اسـت و بـه ازاي      1

| c |1دنباله واگراست چون حاصل حد دنباله ،n{c   شود. مي برابر {

 به ازاي چه مقداري از  :7مثالx دنبالهnx{( ) }
x    شود؟همگرا مي 1

1 (x  
1
2  2 (x  

1
2  3 (x  

1
  ) همواره همگراست.4  2

 :بايد»  1«گزينه  پاسخx
x




|xو يا 11 |
x




  شود:باشد تا دنباله همگرا  11
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 هاي زير در مورد دنبالهكداميك از گزاره  :8مثالn{a   درست است؟ {
n{aاگر دنباله )1 nلههمگرا باشد، دنبا{

n{( ) a }1.اگر دنباله2  نيز همگراست (n{a nواگرا باشد، دنباله {
n{( ) a }1 .همگراست  

n{a) اگر دنباله3 n{aهمگرا باشد، دنباله { n{a) اگر دنباله4  نيز همگراست.2{ n{aهمگرا باشد، دنباله2{   نيز همگراست.{
  : اگر فرض كنيم  »3«گزينه پاسخn

n
lim a L


 ،گاهآنn
n
lim a L L L


  2 n{aپس2   همگراست. 2{

na): اگر فرض كنيم1بررسي گزينه ( 1 ،گاهآنn n{( ) } {( ) }   1 1   ) غلط است.1دانيم يك دنباله نوساني و واگراست، پس گزينه (كه مي1
na): اگر فرض كنيم2بررسي گزينه ( n ،گاهآنn n

n{( ) a } {( ) n}  1   .) غلط است2و واضح است اين دنباله هم واگراست، پس گزينه (1
n): اگر فرض كنيم4بررسي گزينه (

na ( ) 1 ،گاهآنn
na ( )  2 21 n{a، كه دنباله همگراست، ولي خود دنباله1   واگراست.{

  .كندآن دنباله تغييري نمي واگراييو يا  همگراييودي جمله به يك دنباله با اضافه يا كم كردن تعداد محد :2نكته  

 
 محاسبه حدود و عدد همگرايي در دنباله ها   

  
  دامنـه   هـا، وجود دارند، قابل اسـتفاده هسـتند. فقـط بايـد بـه ايـن نكتـه توجـه شـود كـه در دنبالـه           ها، كليه قوانيني كه براي توابع دردر محاسبه حد دنباله

  زير است: صورتبهها كاربرد بيشتري دارند، باشد. از جمله نكاتي كه در محاسبه حد دنبالهاعداد طبيعي مي
nوقتي )1   ،ارزي زير را داريم (اگرهم گاهآنk زوج باشد، بايدa   (.باشد  

k k k k
n n

blim ( an bn ) lim a | n |
ka



 
   1 

  مطلق لازم نيست.فرد است، علامت قدر kواضح است وقتي

 هايكدام گزينه در مورد دنباله :9مثالA { n n n}  3 2 nو 3 nB { }
n n n

 


 

2
4 3

  )95شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟  1

1 (
n
Lim A


1 و
n
Lim B


    2 (
n n
Lim B Lim A
 

     3 (
n
Lim A



1
و 3

n
Lim B


   4 (
n
Lim A



1
و 3

n
Lim B


   

 :نهايت داريم:ها در بيايبا استفاده از هم ارزي راديكال و چندجمله» 3«گزينه  پاسخ  

n n n

n n n n

lim A lim n n lim n n
( )

n n nlim B lim lim lim n
n n n

  

   

                   


  



3

4
4 43 3

1 1 11 3 1 3 3

 
   

  

 حاصل  :10مثال
n
lim (sin n n)


 2     كدام است؟ 2

1 (  2 (1  3 (1
  ) حاصل حد نامشخص است.4  2

 :4رسد! اما احتمال اشتباه در حل اين تست و انتخاب گزينـه ( بسيار جالب، با ظاهري جذاب كه در نظر اول تستي ساده به نظر مييك سؤال »  2«گزينه   پاسخ (

n)ارز باكنيم: عبارت زير راديكال همنهايت استفاده ميارزي در بيبسيار زياد است! براي حل اين سؤال از اطلاعات مثلثاتي و هم )

1

1   :باشدمي 2

  
n n n
lim sin [ n n ] lim sin [ (n )] lim sin (n ) ( sin )
  

 
        2 2 2 2 21 12 2 2  

sin(nزوج باشد nدانيم وقتيمي ي فوق:توضيح در مورد قسمت نهايي محاسبه ) sin 
 2 sin(nفرد باشد، nو وقتي 2 ) sin 

  2 شـود،  مي 2
  شود.مي 1قرار دارد و اين يعني اين كه همواره مقدار حد برابر با  2توان سينوس عدد اما توجه كنيد در 

  
|) اگر2 a | | b | | c |  ،هم ارزي زير را داريم: گاهآن  

n n n n
n n
lim (a b c ) ~ lim a
 

  

 حاصل :11مثال
n n n

n n nn
lim ( )


 

 

2 3 5
4 5 1

  كدام است؟

1)2  فر) ص1
2  3 (1     4 (2  

 :1در مخرج كسر، عدد»  1«گزينه  پاسخ  از بقيه بزرگتر است، بنابراين داريم: 5از بقيه بزرگتر و در صورت كسر عدد  

  
n n n n

n
n n n nn n n

lim ( ) ~ lim lim ( ) 
   

 
 

 

2 3 5 5 5
14 5 1 1
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  است: 1عددي ثابت و بزرگتر از Pارزيرد زيادي دارد. در اين همنهايت كاربد در بيارزي زير در محاسبه حدو) هم3
P

P P P P
n n

nlim ( n ) ~ lim ( ) , (P )
P



 
     



1
1 2 3 11 

  تر زير نيز استفاده شود:ارزي فوق به شكل دقيقالبته در برخي مسائل ممكن است هم
P P

P P P P
n n

n nlim ( n ) ~ lim ( ) , (P )
P



 
      



1
1 2 3 11 2 

  شود:نيز حاصل مي زيرارزي ، دو همگفته شدهاز فرمول  با استفاده

  n n n

n n

lim ( n) ~ lim n(n ) ~ lim n

lim ( ( n )) ~ lim (n )
  

 

     



    


2

2

2 4 6 2 1

1 3 5 2 1




  

 حاصل  :12مثال
n

nlim
n

  
2

1 2
2
 ؟كدام است  

1  (1
2   2 (2  3 (4  4 (1

4  

 : 1   شده، داريم:ارزي گفته با استفاده از هم » 4«گزينه  پاسخ
4n n

n
nlim lim

n n 

  
 

2

2 2
1 2 2

2 2
  

  

 مقدار حد عبارت :13مثال
n

nlim sin( )( )
n n

  139 139
139

1 1 2  


 91(معدن ـ سراسري   كدام است؟(  

1 (  2 (sin( )1
1391  3 (sin( )1

139  4 (1
1391  

 :ارزيبا استفاده از رابطه هم»  4«گزينه  پاسخ
k

k k k k
n

nlim n
k




   



1
1 2 3 1  ارزيو همچنين همsin

n n
1 1 چنين نوشت:  توانمي  

n n n

n n nlim sin( )( ) lim sin( )( ) lim ( )( )
n n nn n  

  
  

139 139 1391

139 139
1 1 2 1 1 1

1391 13911391

 

 
  

 

 مقدار :41مثال
n

nlim
n

   3 3 3
3 2

1 1 11 2 3
2


  )95(رياضي و آمار ـ سراسري  كدام است؟ ،

1 (4
3  2 (3

4  3 (1
2  4 (1

3  

 :ارزياز هم در صورت كسر»  2«گزينه  پاسخ
p

p p p nn ~
p




  


1
1 2     كنيم:استفاده مي 1

n n

nnlim lim

n n

  

 

  
 

21 1 1 33 3 3
2 2
3 3

3
1 2 32

4
2 2

  جواب حد  

توانستيم با فاكتورگيري ازميتوضيح: 
n
1و خارج كردن ضريب 1

حد مجموع داده شده را به صورت ريمـاني بنويسـيم. در ايـن صـورت بـه      2
n

n k
lim

n k
n

 


1 3

1 1 1
2 

xسيم كه جواب آنرمي dx



1

1 31 3
2 4

 تر است.ساده ،حل بالاشود. البته راهمي 

 
kتر از يك واعداد بزرگ bو a) اگر4   زير است (علامت صورتبهز توابع نهايت سرعت رشد بعضي ادر بي گاهآن تر استبه معني بسيار كوچك(.  

k n n
alog n n b n! n    

 يحد دنباله :51مثال
n

(n )!
  
 

  

2
  )93(ژئوفيزيك و هواشناسي ـ محيط زيست دريا ـ سراسري   كدام است؟ 2

  ) وجود ندارد.4  يك است.) 3  ) بينهايت است.2  ) صفر است.1
 :سرعت رشدبا توجه به اين كه »  1«گزينه  پاسخn! بيشتر ازn2 .است، لذا حاصل حد صفر است  
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 مقدار  :61مثالn n n n n
e en

lim [( ) ( ) ( ) ( ) ]
e e 

  
 

11 1 1   چقدر است؟ 1

1 (


1  2 (ee
1  3 (

e
1  4 (e

1  

 : آيـد. دسـت مـي  يك از جملات رشد بيشتري دارند. بزرگترين جمله، به ازاي كمتـرين مقـدار مخـرج بـه    يد با استفاده از قانون رشد ببينيم كدامبا»  2«گزينه  پاسخ   

eواضح است  3:پس داريم ،e ee e     يعني ،ee از همه كوچكتر است، پسee
n  از همه بزرگتر است: 1 n

e en
lim [( ) ]

e e
 

11   حاصل حد1

  

 مقدار :71مثالnn

n! n Lnnlim
n! n

 

 

8
8 2

5 4
  )94شناسي فيزيكي ـ سراسري (اقيانوس  كدام است؟ 

1 (  2 (1  3 (2  4.وجود ندارد (  

 :از جملات»  2«گزينه  پاسخn22 وLn n در صورت كسر و از جملاتn5 وn4 كنـيم، چـرا كـه وقتـي    نظر مـي در مخرج كسر صرفn      تنهـا بـا

nn  .جملاتي سر و كار داريم كه از لحاظ رشد، بيشترين رشد را داشته باشند n

n! n Ln n n!lim lim
n!n! n 

 
  

 

8
88 82 1 1

5 4
  

 

 حد دنباله :81مثال, , , , , ...


2 3 4 51 2 4 8   )92(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   در صورت وجود كدام است؟ 16

1) 2  ) صفر1
2  3 (3

4  4 (
1
2  

 :دنباله يضابطه است.ي جمله عمومي ترين كار نوشتن ضابطهدر اينگونه سؤالات مهم»  1«گزينه  پاسخna صورتبهn
n n

na ( ) 


  1
11

2
    است. 

n  برابر است با: naبنابراين حد دنباله
n nn n

nlim a lim ( ) 
 

  1
11

2
  

)nبا توجه به اينكه سرعت رشد مخرج )12  كسر صورتبيشتر از(n) بنابراين مقدار حد فوق برابر صفر است. ،باشدمي  
 

 مقدار :91مثالn
n
lim ( sin cosn)

n


1 12   )96(صنايع ـ سيستم ـ سراسري   كدام است؟ 3

 )2  ) صفر1
e
1   3 (e   4 (   

 :ابتدا توجه داشته باشيد كه وقتي»  1«گزينه  پاسخn ،sin
n
cosكند، وليبه سمت صفر ميل مي 1 n  1   باشد و داريم:مي 1

n
n n n

nx x x x

( )lim ( sin cosn) lim ( sin cosn) lim ( cosn) lim
n   

  
     

1 1 1 1 12 23 3 3 3
 jk– ¦Ä 1   

  شود.خرج از صورت بيشتر است پس حاصل حد صفر ميتوجه داشته باشيد كه رشد م

  
 اگر :20مثالn

n n na
n sinn n sinn n sinn n

   
     3 3 34 1 4 2 4

 گاه مقدار، آنnn
lim a


  )93ـ سراسري  MBA(  برابر است با: 

1 (1
2  2 (1  3 (  4 (  

 :ي زير است:ارز با دنبالههم ،نهايت دنبالهها! واضح است در بييك سؤال بسيار ساده از حدود دنباله»  1«گزينه  پاسخ  

n
n n n n

n n n n n nlim a ~ lim ( ) lim lim ( )
n n nn n n n n nn n n   

          
3 3 3

1 1 1
2 2 22 2 24 4 4

    

1  است: تاست، پس حاصل حد برابر با مقدار مقابلnتعداد جملات دنباله
2n

lim n ( )
n

 
1

2  
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 مقدار  :21مثال
n

nlim
Lnn

    3
1 1 11 2 3 

  )97دكتري (هواشناسي ـ   كدام است؟ 

1 (  2 (1
3  3 (3  4 (  

 ارزيبراي حل اين حد، ابتدا از هم»  3«گزينه   :پاسخ
n

k
Lnn

k





1

را قرار دهيم  n3، مقدار nگيريم. حال كافي است در اين هم ارزي به جايكمك مي 1

  و خواهيم داشت:
n

n nk

LnnnLnn Lnn lim lim
k Lnn Lnn


 

 

   
  

3 33

1

1 1 111 32 33 3  
  

 اگر :22مثال زاويه بين دو بردار( , , , )1 1 1 و( , , ,n)1 2  درn باشد، آنگاه
n
lim


 :93و فلسفه علم ـ سراسري  (تاريخ  برابر است با(  

1 (
6  2 (

4  3 (
3  4 (

2  

 :فرض كنيم»  1«گزينه  پاسخA ( , , , ) 1 1 1


 وB ( , , , n) 1 2


 و :زاويه بين اين بردارها باشد. داريم  

n(n )A.B ncos( )
| A || B | n(n )( n )n n

   
   

      2 2 2 2 2 2

1 11 2 3 2
1 2 11 1 1 1 2
6

 
 

 
 

nهرگاه  ترين درجه داريم:، با استفاده از قانون بزرگ  
n n n

n(n) n
lim cos( ) lim lim

n(n)( n)n n
  

    

2

2

1 1 1
32 2 2

1 22 2
36 6

 

  :داريم بنابراين
n
lim arccos( )



  

3
2 6  

 

nرا در نظر بگيريد، اگرncوna،nbدنباله ساندويچ: سهقضيه  )5 n na c b  و داشته باشيمn nn n
lim a lim b L
 

 گاهآنnn
l im c L


خواهد بود.  

 اگر دنباله  :23مثالn
sinn!a
n

 


2 nو 2
sinn cosnb

n


 


2 nو همچنين 2 n na c b  گاه دنبالهباشد، آنnc به كدام عدد همگراست؟  
  توان اظهارنظر كرد.) نمي4   3) 3  2) 2  ) صفر1
 :ابتدا حدود»  2«گزينه  پاسخna وnb كنيم، دقت شود در محاسبه حدرا حساب ميnaهمواره مقدار ،sin n!  1   است: 1

)   1 2 2 عدديn
n n n

sin n!lim a lim ( ) lim ( ) sin n! (
n n  

         
 

12 2 2 12 2   

n
n n n

sin n cos n sin n cos nlim b lim ( ) lim ( )
n n  

 
        

 
2 2 2 2 2

2 2


Â£Ã£ejk–
SÄI¿ºÂM

  

nچون n na c b لذا بر طبق قضيه ساندويچ ،n
n
lim c


   خواهد بود.2
 

 حد :42مثالlim( )
n n n n

  
  2 2 2

1 1 1
1 2

:91(مهندسي مواد ـ سراسري   در صورت وجود، برابر است با(  

1(Ln 2   2 (1
  ) وجود ندارد.4  1 )3  2

 :دانيم هر يك از جمـلات مجمـوع فـوق    رسد بايد از قضيه ساندويچ به تست پاسخ دهيم، ميبا توجه به اينكه حد مجموع داريم، به نظر مي»  3«گزينه  پاسخ

كوچكتر از
n 2

1
1

و بزرگتر از
n n2

nفوق بزرگتر ازباشد بنابراين مجموع مي 1

n n2
nو كوچكتر از 

n 2 1
  باشد.مي

  
h h

n nlim lim( ) lim ( )
n n n n n n n 

    
    2 2 2 2 2

1 1 1
1 2 1

  

  1 حد خواسته شده1  
  است. 1بنابراين طبق قضيه ساندويچ حاصل حد خواسته شده برابر 
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  لورن توابع معروف به شرح زير است:بسط مك
  

(x )     ،
n

n

n

x x x ( )sinx x x
! ! ! ( n )!







     


3 5 7

2 11
3 5 7 2 1

)1  

(x )     ،
n

n

n

x x x ( )cosx x
! ! ! ( n)!






      

2 4 6
211 2 4 6 2

)2  

(x )      ،
n

x

n

x x xe x
! ! n!




      

2 3
1 2 3 

)3  

( x )  1 1      ،
n

n

n

x x x ( )Ln( x) x x
n






       

2 3 4 1

1

11 2 3 4 )4  

| x |1،k n

n

kx k(k ) k(k ) (k n )( x) x x
! ! n!





   
      2

1

1 1 11 1 11 2
)5  

  

  

  

  
  

  

(| x | )1      ،n

n
x x x x

x




     

 2 31 11 
)6  

(| x | )1      ،n n

n
x x x ( ) x

x




      

 2 31 1 11 
)7  

(x )      ،
n

n

x x x xsinh x
! ! ! ( n )!




    


3 5 2 1

1 3 5 2 1
)8  

(x )      ،
n

n

x x xcosh x
! ! ( n)!




     

2 4 2
1 2 4 2

)9  

 
n

n
n

x x ( n ) xArcsinx x x ( ) ,| x |
nn!





    
      

   


3 5 2 1

1

1 3 1 3 2 1 12 3 2 4 5 2 12
)10  

(| x | ) 2      ،x xtgx x   
3 52

3 15 )11  

( x )  1 1      ،
n

n

n

x x x ( )Arctgx x x
n







     


3 5 7

2 11
3 5 7 2 1

)21  

( x )  1 1      ،
n

n

x xArctghx x
n




   


3 2 1

3 2 1
)31  

n
n

n
n

x ( n ) xArcsinh x x ( ) x ( ) ( )،| x |
nn!





   
      




3 2 1

1

1 1 3 2 11 12 3 2 12
)41  

kها معتبـر اسـت، امـا بـه ازاي هـر     xعددي طبيعي باشد، به ازاي تمام kسري فوق در صورتي كه
|حقيقي و غير طبيعي، براي x |1 وي مرز با توجه بـه مقـادير  معتبر است و البته در مورد نقاط رk

  :نتايج زير را داريم
kدر اين سري اگر   ،سري در نقاط گاهآنx  1 هم معتبر است. اگرk  1 ،سري گاهآن

xدر نقاط  1 اگر .نيستبر معتk  1  ،يسري در نقطه گاهآنx 1 معتبر است، امـا
xدر  1  نيستمعتبر . 

  نامه!توصيه
هـاي داده شـده، خصوصـاً     بيشتر دانشجويان در حفظ كردن سري

ها) دچـار مشـكل هسـتند. بـراي همـين در ايـن       ني آ(فرم بسته
  :هايي را به شما عزيزان ارائه دهمام توصيهقسمت سعي كرده

 ءدر ابتدا توصيه بنده اين است كـه حتمـاً ايـن صـفحه را جـز     
زنيد و با تكـرار  صفحاتي در نظر بگيريد كه مرتب به آن سر مي

حه را  ايـن صـف  ها به خاطر سپرده شوند. مثلاًكنيد فرمولسعي
. البتـه كپـي ايـن صـفحه!     داشته باشيد خود اكثر اوقات همراه

  مبادا اين برگه را از وسط كتاب پاره كنيد!!) 
ها كه بگذريم، شما بايد قواعدي را براي خود درست كنيـد.  اما از اين
sinدانيممثلاً مي x      تابعي فرد است، پـس بايـد جمـلات آن فـرد

nxباشند، پس 2 sin، مخصـوص بسـط  1 x     اسـت و بـه همـين
cos، مخصوص بسطnx2ترتيب x  است. از طرفي چون سينوس

)nدهند، عبارت و كسينوس تغيير علامت مي )1   در هر دو بسـط
بـود، بايـد    xي ديگر آن كه؛ هر چي در توانفعال دارد! نكتهحضور 

با اضافه شدن علامت فاكتوريل به آن، در مخرج كسر ظاهر شود. امـا  
ــي  ــتلط م ــداد مخ ــيم از اع ixeدان cos x isin x ،  ــي يعن

cosهـم جمـلات   xeبسط x    را در خـود دارد و هـم جمـلات 
sin x   را، لذا ديگر لازم نيست جملات زوج و فرد را از هم جـدا

باشد، و همان توان بـا   x ،nكنيم! يعني بايد در اين بسط، توان
همـواره   xeو چون (!n)بگيردعلامت فاكتوريل در مخرج قرار 

مثبت است، پس علامت بين جملات همواره مثبت است و ديگـر  
)nخبــري از )1   نيســت! در واقــع ايــن بســط جمــع جمــلات

هـا  سينوس و كسـينوس بـا مثبـت كـردن علامـت تمـام جملـه       
دو بسط سينوس و كسـينوس را بـا هـم جمـع      باشد، (فرم بازمي

  تر است) كنيد، موضوع برايتان قابل درك
sinبه همين شكل با دانستن بسط x وcos x تـوانيم بـه   مي

sinhهايراحتي فرمول بسط x وcosh x  ود را در ذهـن خ ـ
به راحتي ذخيره كنـيم. چـون ايـن دو عبـارت همـواره مثبـت       

سـت  ا هستند، پس بايد تمام جملات مثبت باشند، پس كـافي 
sinدر دو بسط x وcos x عبارتn( )1   را از بين ببريم تـا

sinhبه بسط دو عبارت x وcosh x  .برسيم  
)Lnهاي مهم، بسـط يكي ديگر از بسط x)1    اسـت. در ايـن

 xبسط، جملات يكي در ميان، مثبت و منفـي هسـتند. تـوان   
است و تفاوت اساسـي ايـن اسـت كـه      nxصورتبه xeمانند

فاكتوريـل در   !nديگر در اين بسط در مخرج كسـر خبـري از  
حضور دارد و به همين دليل ديگر حـد   nمخرج نيست و فقط
. شـود شـروع مـي   1از  nتواند صـفر باشـد و  پايين سيگما نمي

شـود!) و تفـاوت   صـورت، مخـرج صـفر مـي    (چون در غير ايـن 
)nاين است كه xeديگرش با )  در سـري حضـور دارد و    11

)Lnاين طبيعي است، چـون  x)1 بـرخلاف ،xe  توانـد  مـي
  مثبت يا منفي باشد. 

باشد كه بايد ) مي5بسط برنولي (بسط شماره  ،مهم ديگر بسط
 1ي اول كـه  آن را حفظ كنيد. در اين بسط بـه غيـر از جملـه   

kوجـود دارنـد و شـروع از    xهاي طبيعـي از است، توان 1 
بـا علامـت    xباشد و در هر مرحله، عـدد موجـود در تـوان   مي

، k، برابـر بـا  x1ضـريب  .شـود فاكتوريل در مخرج ظـاهر مـي  
k(kبرابر با  x2ضريب )1       و به همـين ترتيـب هـر بـار بـا

شاهد اين هستيم كه يـك واحـد    ،xافزايش يك واحدي در توان
  . شودي قبلي ضرب ميشود و در ضريب جملهكم مي kاز

هـا  باشـد كـه در تسـت   مي 7و  6 صورتبهفرم خاص اين سري، 
  كاربرد فراوان دارد.

هاي ، بيشتر سؤالات مربوط به بسط91؛ تا سال كهاينسخن آخر 
ــوده ــوق ب ــف ــا در ســالان ــه نظــر مــي د، ام ــر ب ــاي اخي رســد؛ ه

Arcsinهايبسط x وArctgx   نيز مورد توجه طراحان قـرار
اند. بنابراين اين دو بسط را حتماً حفظ باشيد! (بـراي خـود   گرفته

قاعده درست كنيد و يا بارها و دسـت كـم قبـل از امتحـان، ايـن      
  العه كنيد!)ها را مطبسط
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 لورن تابعبسط مك  :802مثالxf (x) xe كدام است؟  

1(
nx x xx x

! ! n!
    

3 4
2

2 3    2(
nx x xx

! ! n!


    

2 3 1

2 3    

3(
nx x xx

! ! n!
    

2 3

2 3    4(
nx x xx x

! ! n!


     

3 4 1
2

2 3    

  : لورن تابعبا توجه به بسط مك»  4«گزينه پاسخxe :داريم  

          
n n

x xx x x x x xe x x.e x x
! ! n! ! ! n!


              

2 3 3 4 1
21 2 3 2 3     

 

 ضريب  :812مثالx3 لورندر بسط مكx tf (x) e dt 
2


  كدام است؟ 

1 (1
3  2 (1

3  3 (1  4 (1
6  

  : لورن تابعبا توجه به بسط مك  »2«گزينه پاسخte
  داريم: 2

  
x x

t xt t t x x... ... ...f (x) e dt ( t )dt (t ) x             
2 4 3 5 3 5

21 2 3 1 3 1   
  

1برابر x3بنابراين ضريب
  باشد.مي 3

  

 تابع در بسط: 282مثالf (x)
x



1

  )91ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ x3، ضريبxهاي صعوديصورت توانبه 1

1(7
24  2(5

8  3(7
32  4(5

16  

 :اي (بسط برنولي) داريم:با استفاده از بسط دوجمله »4«گزينه  پاسخ  n n(n ) n(n )(n )( x) nx x x
!

  
     2 31 1 21 1 2 3   

n(nبرابر است با: x3پس ضريب )(n )
!

 1 2
n. در اين سؤال3  

1
  و لذا داريم: 2

5
16

( )( ) ( )( )       
    

1 1 1 1 3 51 2 152 2 2 2 2 2
6 6   x3ضريب 48

  

 لورنبسط مك: 382مثالsinxعبارت است ازx xx
! !

  
3 5

3 5 اگر .f طوري كهتابعي باشد بهf (x) sin(x )  -در بسـط مـك   x7گاه ضريب، آن2

fلورن  (x) 93(مديريت در سوانح طبيعي ـ سراسري   كدام است؟(  
1(

!
1
7   2 (  3(

1
42   4(

!


1
7   

 :لورنبراي نوشتن بسط مك» 3«گزينه  پاسخsin x2 به جايx در سريx2 دهيم:قرار ميsin x :داريم  
x x x xf (x) sin x x f (x)

! ! !
         



6 1 3 72 2
3 5 3 7 3


   

fدر بسط x7ضريب (x) با انتگرال گرفتن ازx x
!

  
6 6

3 xشود كه جملهحاصل مي 6


7

برابر x7كند و لذا ضريبرا توليد مي 42
1
  باشد.مي 42

  

 لورن تابعاگر بخواهيم بسط مك  :482مثالxf (x)
x


4 9

  لورن اين تابع كدام است؟را بنويسيم، شرط همگرايي سري مك 
1 (| x | 3  2 (| x | 3  3 (| x | 9  4 (| x | 4 3  
 :صورتكنيم تابع را بهابتدا سعي مي  »2«گزينه   پاسخ

u
1

  در آوريم تا بتوانيم از فرمول اين بسط استفاده كنيم: 1
x x xf (x) ( )
x x x( )

  


 
4 4 4

1
99 9 1 19 9

  

|دانيم با شرطمي x |1بسط ،n n

n
( ) x

x




 

 1 11 
x4برقرار است، حالا اگر در طرفين اين بسط 

n  داريم: ،قرار دهيم 9 n

n

x( ) ( )
x




 




4
4

1 1 91 9


  

x،x4طبيعي است؛ وقتي به جاي

|دهيم، شرط همگرايي هم ازقرار مي 9 x |1 بهx| |
4

x  ريم:كند. پس داتغيير مي 19 x | x |    4 29 3 3  
    است. 3توان گفت؛ شعاع همگرايي سريدر واقع مي
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 لورندر بسط مك  :582مثالf (x) sin x 1ضريب ،x3 برابر كدام گزينه است؟  

1 (1
48   2 (

1
48  3 (7

48  4 (
7

48  

 :لورندانيم بسط مكمي»  2«گزينه   پاسخ( u)
1
    صورت مقابل است:به 21

( ) ( )( )
( u) u u u u u u

! !

  
          



1
2 3 2 32

1 1 1 1 11 1 21 1 1 32 2 2 2 21 1 12 2 3 2 8 6 8   

uدهيم. در اين صورت با جايگزينيبسط مي u3مدنظر است تا x3چون ضريب sin x شود:نتيجه مي  

sin x sin x sin x sin x
     2 31 1 11 1 2 8 16   

ــريب ــال ض ــه  x3ح ــوق ب ــلات ف ــك از جم ــيرا در هري ــت م ــهدس ــم. در جمل sinآوري x1
ــريب 2 ــر x3ض 1براب

ــي 12 ــرام ــد، زي xsinباش x x  
3

6  .  

sinجمله x 21
sinاست. در جمله x3تابعي زوج است، پس فاقد جمله 8 x31

sinچـون  16 x ~ x3 1برابـر  x3، پـس ضـريب  3
 اسـت. بنـابراين در مجمـوع    16

1  برابر است با: x3ضريب
48  

1 1
16   x3ضريب  12

  

 لورن تابعدر بسط مك  :682مثالx xe 2   برابر كدام گزينه است؟ x2، ضريب2
1 (4  2 (1

3  3 (3  4 (4
3  

 :لورنكه بسط مكبا توجه به اين»  3«گزينه   پاسخxe صورت مقابل است:به  x x xe x
! !

    
2 3

1 2 3    

xeلورنابتدا بسط مك
  كنيم.را جايگزين مي x2و بار ديگر x2بار ها يكxبه جاي  xeآوريم، بدين منظور در بسط دست ميرا به xe2و 2

x xe x
!

   
2 4

21 2   x xe x
!

   
2

2 41 2 2   

xلورن موردنظر يعنيدست آوردن بسط مكحال براي به xe 2   كنيم.هاي فوق را در هم ضرب مي، بسط2

   x x x x xe e .e ( x )( x x )
!

        
2 2 42 2 2 21 1 2 22    

  
  .آيددست ميبه 3برابر  x2گيريم. در اين صورت ضريبكنند را در نظر ميايجاد مي x2جملاتي از پرانتز اول كه در پرانتز دوم ضرب و x2بدست آوردن ضريبراي به

 

 تابعلورن در بسط مك  :782مثالtg xf (x) e


 
1   برابر كدام گزينه است؟ x3، ضريب1

1 (
1
6  2 (1

6  3 (1
3  4 (

1
3  

 :لورنبسط مك»  1«گزينه   پاسخxtg x x   
3

1
3  باشد، بنابراين:مي  tg x

x x(x ) (x )xf (x) e (x )
! !

  
      

1

3 32 33 3 31 3 2 3   

1در جمله اول بالا برابر x3ضريب
1برابر x3وجود ندارد و در جمله سوم ضريب x3، در جمله دوم3

برابر  x3باشد. پس در مجموع ضريبمي 6 
 

1 1 1
3 6   .باشدمي 6

 

 لورن تابعدر بسط مك  :882مثالx
x





3
2

1
1

  ؟نيست ، كدام جمله درست

  برابر است. x4با ضريب x3) ضريب2  برابر است. x6با ضريب x2) ضريب1
  برابر است. x4با ضريب x8) ضريب4  برابر است. x7با ضريب x5) ضريب3

 :لورنبسط مك»  3«گزينه   پاسخ
x

1
x  صورت مقابل است:به 1 x x

x
    


2 31 11    

x  دهيم:قرار مي x،x2در بسط فوق به جاي x x x
x

     


2 4 6 8
2

1 1
1

  

xبنابراين بسط
x





3

2
1
1

x  برابر است با:  ( x )( x x x x )
x


      



3 3 2 4 6 8
2

1 1 1
1

  

)برابر x5دست آمده در بالا، ضريببا توجه به عبارت به )1 و ضريبx7 ) باشد.) مي1برابر  
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 ضريب  :982مثالx1 لورندر بسط مكf (x) cosh x cosx  كدام است؟  

1 (
!

1
1  2 (

!
2

1  3 (
!

1
9  4 (

!
2
9  

 :لورنسط مكب»  2«گزينه   پاسخcos x وcosh x صورت زير است:به  

   
n n

n

x x x ( ) xcos x
! ! ! ( n)!






      

2 4 6 211 2 4 6 2
  

n

n

x x x xcosh x
! ! ! ( n)!




      

2 4 6 2
1 2 4 6 2

  

coshلورندر بسط مك x1بنابراين ضريب x cos x برابر
!

2
1 .است  

 

 در بسط تابع: 902مثالf (x) sin x   )95ـ سراسري  MBA(  كدام است؟ x6، ضريبxهاي صعوديبرحسب توان 2

1 (2
45   2 (4

45   3 (1
3    4 (1

15   

 :تر شود:لورن سادهبهتر است ابتدا توان دوم را از بين ببريم تا نوشتن بسط مك» 1«گزينه  پاسخ    

( x) ( x) ( x)f (x) sin x ( cos x) cos x ( )
! ! !

          
2 4 6

2 1 1 1 1 1 2 2 21 2 2 12 2 2 2 2 2 4 6   

)  ود:شفقط در يك جمله از بسط ظاهر مي x6بنابراين )
! !


     

     

6 5 51 2 2 2 2 2
2 6 6 2 3 4 5 6 3 5 3   x6ضريب45

  
 بسط تيلور تابع: 912مثالLn(cos x) تا جملهx3 93برداري ـ سراسري (نقشه  كدام است؟(  

1 (x 21
2  2 (x x2 21 1

2 3  3 (x x 2 31 1
2 3  4 (x x x 2 31 1

2 3  

 :يادآوري كنيم كه:» 1«گزينه  پاسخx xcos(x)
! !

   
2 4

1 2 4  وx xLn( x) x    
2 3

1 2 3   3هـا حـداكثر  . با نوشتن جملاتي كـه درجـه آن 

x  است خواهيم داشت: x xf (x) Ln(cos x) Ln( ) ( ) x        
2 2 2

2 21 11 2 2 2 2 2   

 

 ضريب :292مثالx لورن تابعدر بسط مكx( x)
1

  )84(عمران ـ سراسري                    برابر با چيست؟ 1

1 (
1
2  2 (1

2  3 (e
 2  4 (e

2  

 :لورن توابعهاي مكبا دانستن بسط »3«گزينه  پاسخLn( x)1 وxe يهو نيز رابطb bLnaa e :داريم  

xx x x x xLn( x) x , e x
! !

          
2 3 4 2 3

1 12 3 4 2 3   

x x x(x )Ln( x) xxx x( x) e e
   

   

2 3 411 1 1 2 3 41 ´ÃvÄ¼ºÂ¶ Hn−»HÁ¾ ±μ]»jˆ£ k{IMÂ¶ oŒºk¶ KÄo†·¼a  
x x x x

x x x( x) e ~ e.e e e( )( )
   

        

2 21 21 2 3 2 31 1 12 3


    

eبرابر xشود كه ضريبملاحظه مي
   است. 2
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 حاصل جمع سري: 392مثال
n n

n

( ) x
n








21
1

  )94(مهندسي مواد ـ سراسري   ، كدام است؟ 

1( x , Ln( x )  21 1  2 (x , Ln( x )  21 1  

3 (Ln( x )x , x ,
x

 
 

2

2
11  4 (Ln( x )x , ,

x
 


2

2
xبه ازاي  1و  11  

 :با توجه به بسط مك لورنِ تابع» 3«گزينه  پاسخf (x) Ln( x) 1 :داريم x x xLn( x) x : | x |      
2 3 4

1 12 3 4   

x ، خواهيم داشت:x2ها قرار دهيمxاگر در تساوي فوق به جاي x xLn( x ) x : | x |      
4 6 8

2 21 12 3 4  

 داريم: x2حال با تقسيم طرفينِ تساوي فوق بر
n n

n

Ln( x ) x x x ( ) x
nx





 
     


2 2 4 6 2

2
1 11 2 3 4 1

  

xيتوجه كنيد كه اين سري هم در بازه  1 xهمگراست. به ازاي 1  1 به سري متناوب
n

n

( )
n






 1

1
 كه تقسـيم بـر  رسيم كه همگراست. البته براي آنمي 

x2 تعريف شده باشد بايدx   باشد، پسx  1 xو 1   .است  
  

 در بسط تابع: 492مثالsinxf (x) e هاي صعوديبه صورت توانx ضريبx4 كدام است؟      )MBA  84ـ سراسري(  
1 (

1
6  2 (

1
8  3 (  4 (1

8  

 :لورنسري مك» 2«گزينه  پاسخsin xرا به جايsin x خواهيم ضريبدهيم و چون مييقرار مx4 را محاسبه كنيم، بنابراين كافي است بسطsin xرا تا 

x3 .بنويسيم  
xxsin x

x x x(x ) (x ) (x )xe ~ e (x )
! ! !

   
      

3 3 3 32 3 43
6 6 6 61 6 2 3 4   

x(xدر جملات x4ضريب )
3

و 6
x(x )

!


3 3

6
 در جملـه سـوم يعنـي    x4باشـند. ضـريب  هـاي فـرد مـي   برابر صفر است (زيرا هر دو جملـه فقـط شـامل تـوان     3

x(x )

!


3 2

6
1برابر 2

و در جمله پنجم يعني 6
x(x )

!


3 4

6
1برابر 4

x         :داريم باشد.) بنابراينمي 24  
  4 1 1 1

6 24   ضريب 8
  

 نمايش تابع  :592مثالf (x) Ln( )
x x


  2

1
2 2

x)هاي مثبت، بر حسب توان )   صورت سري، كدام است؟به 1

1 (
n n

n

( ) x
n

 




1 2 1

1

1  2 (
n n

n

( ) (x )
n





 
2 1

1

1 1  3 (
n n

n

( ) (x )
n





 
2

1

1 1  4 (
n n

n

( ) (x )
n





 
1 2

1

1 1  

 :بايد مخرج كسر را بازنويسي كنيم و در نهايت از بسط»  3«گزينه   پاسخ
n n

n

( ) uLn( u)
n






  

1

1

  استفاده كنيم. 11

  
n n

n

( ) (x )f (x) Ln Ln Ln((x ) )
nx x (x )





 
      

   


2
2

2 2
1

1 1 1 11 1
2 2 1 1

  

  
 ضريب :692مثالx4  در بسط مك لورنxsin(e )   )94(تاريخ و فلسفه علم ـ سراسري   كدام است؟ 1

1 (5
24  2 (1

6  3 (
5
24  4 (

1
6  

 :3«گزينه  پاسخ«    

xلورنبا توجه به بسط مك :لوروش ا x ...e x   
2

1 uو نيز  2 ...sin u u
!

  
2

اسـت،   x4و همچنين با در نظـر داشـتن خواسـته سـؤال كـه ضـريب       3
  در اين صورت داريم:بنويسيم.  4كافيست هر دو بسط را تا توان حداكثر 

x x x x x x x x x xsin (e ) ~ sin (x ) ~ (x ) (x )
! ! ! ! ! ! !

          
2 3 4 2 3 4 2 3 4

311 2 3 4 2 3 4 3 2 3 4  

xكه در پرانتز دوم به اين خاطر توجه كنيد
!

4

اي كه از ضرب در اين قسـمت بـه وجـود آيـد حتمـاً تـواني       را حذف كرديم كه چون در اين عبارت تواني، هر جمله 4

:  دارد. پس داريم: 4تر از بزرگ ( )
! !


       

1 1 1 1 1 3 1 6 514 3 2 24 6 2 24 24   x4ضريب 24
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fلورندر بسط مك x4ضريب روش دوم: (x) برابر است با
( )f ( )

!

4

4
   پس كافيست مشـتق چهـارمf را درx     دانـيم كـه  كنـيم مـي  محاسـبه x x(e ) e  

sin)و u) u cos u :بنابراين داريم ،  
  xf (x) sin(e ) 1  

x xf (x) e cos(e )  1  
x x x x xf (x) (e e )cos(e ) e sin(e )     3 21 3 1x x x xf (x) e cos(e ) e sin(e )     21 1  

( ) x x x x x x x x x x x ( )f (x) (e e )cos(e ) e (e e )sin(e ) e sin(e ) e cos(e ) f ( )            4 3 3 3 2 3 43 1 1 6 1 3 1 5  

( )f ( ) f ( ) f ( )f (x) f ( ) f ( )x x x x
! ! !

 
     

4
2 3 4

2 3 4
      

  برابر است با: x4ضريب
( )f ( )

! !
 

 
4 5 5
4 4 24
  

 
 لورن تابعدر بسط مك  :792مثالLn( x x )    كدام است؟ x5ضريب 21

1 (1
1  2 (

1
1  3 (

1
5  4 (

1
1  

 :لورنيك روش اين است كه از بسط مك»  3«گزينه  پاسخLn( u)1 استفاده كنيم كه براي اين مثالu x x   u)است 2 )  ايد اما اين روش ش ـ
)كمي حجم محاسبات را بيشتر كند. روش ديگر استفاده از يك روش ابتكاري است؛ يعني ضرب x)1 در صورت و مخرج عبارت جلويLn   و بعد از آن اسـتفاده

BLnاز فرمول LnB LnA
A
  .است  

( x)( x x ) x (x ) x x x xLn( x x ) Ln[ ] Ln( ) Ln( x ) Ln( x) (x ) (x )
x x !

   
               

 

2 3 3 2 2 3 4 5
2 3 31 1 11 1 11 1 2 2 3 4 5    

 
1
xضريب5 5  

 

 يتابع با ضابطه لورنمكدر سري   :892مثالf (x) sin x cos x 6   كدام است؟ x2، ضريب6
1 (6  2 (3  3 (3-  4 (6-  
 :يتر كردن ضابطهابتدا براي ساده»  3«گزينه  پاسخf (x)  از اتحاد مثلثاتيsin x cos x 2 2   كنيم:استفاده مي 1

f (x) (sin x cos x) sin x cos x sin x cos x sin x cos x (sin x cos x)      
32 2 4 2 2 4 2 2 2 2

1 1
3 3 1 3   

sin x sin x cos xf (x) sin x cos x f (x) sin x     2 22 2 231 3 1 24  

sinشكناكنون از فرمول توان ( cos )   2 1 1 f  كنيم:استفاده مي 22 (x) ( cos x) cos x     
3 1 5 31 1 4 44 2 8 8  

cosلورنبسط مك x4 نويسيم و ضريبرا ميx2 در بسط تابعf شود:مشخص مي( )
  

3 16 38 )ضريب2 x) ( x)f (x) ( ) x
! !

     
2 4 25 3 4 418 8 2 4   

 

 ضريب  :992مثالx2 لورن تابعدر بسط مكxf (x) ( x) 1كدام است؟ ،  
1 (1  2 (2  3 (1-  4 (2-  

 :دانيم ضريبلورن توابع، ميبا توجه به توضيحات در مورد بسط مك  »1«گزينه   پاسخx2 لورن تابعدر بسط مكf (x) ابرابر بf ( )
!


2
شود، بنابراين لازم اسـت مي 

f (x):را حساب كنيم  Lnx f (x)f (x) ( x) Lnf (x) xLn( x) Ln( x) x
f (x) x


          

11 1 1 1 1

´ÄoÃ¬Â¶ ¸Ã oŠpH ´ÄoÃ¬Â¶¢Tz¶¸Ã oŠpH  

xf (x) f (x)[Ln( x) ]
x

   


1 1  
  گيريم:حالا دوباره از طرفين مشتق مي

x ( x) x xf (x) f (x)[Ln( x) ] [ ]f (x) f (x) f (x)[Ln( x) ] [ ]f (x)
x x x x( x) ( x)

              
    2 2

1 1 1 11 11 1 1 11 1
  

fما دنبال ( )  پس به راحتي داريم:بوديم ،  f ( ) f ( )(Ln ) ( )f ( ) f ( )     1 1 1 2      

fاز متن سؤال به راحتي ( ) 1 آيد، لذادست ميبهf ( )  2 و بنابراين ضريبx2  برابر باf ( )
!

1
 

2
2 2
 باشد.مي  
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bياين شكل است كه با توجه به رابطهتر به حل سادهروش ديگر:  bLnaa e ،f (x) :را به شكل زير بنويسيم  
x x xx(x ) x x x xx xLn( x) x x( x) e e e e .e ( x )( ( x ) )

!

                   

2 3 4 2 3 4 32
1 1 1 4

1 2 32 3 4 2 3 2 11 1 12 2


     

  است. 1برابر با  x2بينيد ضريبطور كه ميهمان
  

 تقاگر مش  :300مثالnام تابعxf (x) (x x )e   2 16 xيدر نقطه 2    كدام است؟ nباشد، مقدار 1393برابر با 1
1 (36  2 (35  3 (4  4 (42  
 :سؤال جالب و البته سختي است! اما تا وقتي بسط  »3«گزينه   پاسخxe 1 يحول نقطهx 1  !را بلديم، بايد به حل اين سؤال اميدوار باشيم  

xتوانيم از تغيير متغيربراي راحتي در محاسبات مي t 1 ايد مشتقاستفاده كنيم، در اين صورت بnام تابعf (t) يدر نقطهt   :را حساب كنيم  
n n n

t t t t t tf (t) [(t ) (t ) ]e (t t )e (t t )( t )
! (n )! (n )! n!

 
                 

 

2 2 1
2 2 21 6 1 2 4 7 4 7 1 2 2 1   

fام تابعnخبُ براي رسيدن به مشتق (t) يدر نقطهt  ضريب(  ي مقابل كمك بگيريم:، بايد از رابطه(n) nf ( ) n! (t 
(n)f ( )
n!

 
ضريبnt    

در t2شود، يكي ضربدر سه حالت ايجاد مي ntياما قسمت مهم حل اين سؤال اينجاست! جمله
nt

(n )!





2

در t4، ديگري ضرب2
nt

(n )!





1

و در نهايـت ضـرب    1

در -7
nt

n!
(  ، بنابراين داريم: ضريبn

n, f ( ) n! (t
(n )! (n )! n!

    
 
1 4 7

2 1  ضريبnt  

(n)  پس داريم: n! n! (n )!(n )n (n )!nf ( ) n![ ]
(n )! (n )! n! (n )! (n )! (n )! (n )!

  
        

     
1 4 7 4 2 1 4 17 72 1 2 1 2 1  

(n) (n)f ( ) (n )n n f ( ) n n        21 4 7 5 7   
n  باشد، لذا داريم:مي 1393ام تابع برابر با nاما سؤال گفته؛ مشتق  4n n n n (n )(n )           2 25 7 1393 5 14 4 35      

  

 لورن تابعدر بسط مك  : 301مثالf (x) secxضريب ،x4 برابر كدام گزينه است؟  

1 (
5
24  2 (5

24  3 (5
12  4 (

5
12  

 :چون»  2«گزينه   پاسخsec x
cos x


cosلورنو بسط مك 1 x به صورتx xcos x    

2 4
1 2 24  باشد. پس براي به دست آوردن بسطميsec x ،

  كنيم:به صورت مقابل عمل مي
مخرج (مطابق قواعد تقسيم كـه احتمـالاً از دبيرسـتان بلـد هسـتيد،      در واقع، در اين روش، بايد صورت را بر 

برسـيم و بعـد در ايـن     x4يقسـمت بـه جملـه   دهيم كه در خـارج تقسيم كنيد!) تقسيم را تا جايي ادامه مي
كنيـد در ايـن   كنيم. ملاحظه مـي مي را به عنوان جواب معرفي x4ضريب» خارج قسمت«وضعيت در عبارت 

5برابر با x4سؤال ضريب
شود كه وجود نيايد، معلوم ميبه x4يقسمت جملهآيد. اگر در خارجدست ميبه 24

fوقـت بـراي تـابع   ضريب آن صفر است. (البته اين موضوع هيچ (x)
sec x


كـه تـابعي زوج اسـت، اتفـاق      1

  افتد!)نمي

x x

x x x x

x x

x x x

x x

 

  
 




 



2 4

2 4 2 4

2 4

2 4 6

4 6

1 1 2 24
51 12 24 2 24

2 24

2 4 48
5
24 48

  

 

 لورن تابعدر بسط مك :230مثالxf (x) tg
x




1
2

2
1

|)كدام است؟ x3، ضريب x | ) 1  

1 (2
3  2 (2

5  3 (
2
3  4 (

2
5  

  : لورنرو هستيم. ما بسط مكبا يك سؤال نسبتاً جديد و البته جالب روبه  »3«گزينه پاسخtg x1 نيم سري صورت را به فرم را بلديم، بياييد با هم تلاش ك
tgسري x1 دانم چرا هر وقتدر بياوريم! نميtg1 افتم!هاي زير مياختيار به ياد فرمولبينم، بيمي  

a btg ( ) tg a tg b , (ab )
ab

  
  1 1 1 11  
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aاگر فرض كنيمتوانيم بر سر تابع داده شده بياوريم!؟ خبُ با اين فرمول چه بلايي مي x وb x ،داريم: گاهآن  
x x xtg ( ) tg ( ) tg x tg x tg x

(x)(x)x
    

   


1 1 1 1 1
2

2 211
  

x  صورت مقابل است:بنابراين بسط سري فوق به x x   3 5 72 2
5 7 

2
3

xtg ( ) tg x x
x

  


1 1
2

2 2 2
1

  

  

 93علوم دريايي و اقيانوسي ـ سراسري (  ؟باشدنميهاي زير صحيح يك از نامساويكدام :330مثال(  

1 (xe x 1  2اگر (x  ،xx sin x x  
3

6  

y) اگر3 x  وn 1،
n n

nx y nx
x y





x) اگر4  1  ،x Ln( x) x

x
  


11 

 :نادرست است. براي مثال به ازاي3گزينه (» 3«گزينه  پاسخ (n  x  داريم: 2 y x y
x y


 


2 2
  

yحال با توجه به شرط x  ريمداx y x  2.  

nبنابراين به ازاي    داريم: 2
n n

nx y nx
x y





1  

  ها را بررسي كنيم:اما ساير گزينه

xداريم: xe) با استفاده از بسط مك لورن1( در گزينه x xe x
! !

    
2 3

1 2 3  بنابراينx x xe ( x)
! !

    
2 3

1 2 3      جمله غالـب ايـن بسـطx
!


2

2  

xeداريم xاست پس براي هر x 1.  

x) نيز وقتي2در مورد گزينه (   :داريم  x x xx sin(x) x x
! ! !

      
3 3 5

3 3 5  

  ها داريم:هاي مك لورن در ناحيه همگرايي آناستفاده از بسط ) با4در مورد گزينه (

  n n n n

n n

x x x ( ) x ( ) x x x
x x

 


 
       

    1 21 1 11 1  
 

xLn( x) x   
2

1 2   

xكه با توجه به آن x
2

2
xداريم 2 Ln( x)

x
 


)Lnچنين از دو جمله اول بسطهم 11 x)1 كه در ناحيه معلوم استx   داريمLn( x) x 1. 

  

  .لورن آن جملات فرد وجود نداردلورن آن جملات زوج وجود ندارد و هرگاه تابعي زوج باشد، در بسط مكهر گاه تابعي فرد باشد، در بسط مك :33نكته 

 ضريب  :430مثالx4 لورندر بسط مكx tgx4 كدام است؟      

1 (  2 (1
4  3 (

!
1
4  4 (3

4  

 :تابع»  1«گزينه   پاسخx tgx4 فرد است و بنابراين در بسط آن جملات زوج وجود ندارد پس ضريبx4 .صفر است  
  

 هــاي مخــرج تــا ريشــه xيي نقطــهصــله، برابــر بــا مينــيمم فاxاي ماننــد، حــول نقطــهfشــعاع همگرايــي بســط تيلــور تــابع كســري :34نكتــه
 باشد.هاي مختلط) تابع ميهاي حقيقي و چه ريشه(چه ريشه

 لورن تابعشعاع همگرايي سري مك  :530مثالf (x)
(x )( x )


 2 2

1
2 1

  كدام است؟ 

1 (2  2 (1
2  3( 1  4 (1

2
  

 :لورن تابعكه در صورت سؤال عنوان شده بسط مكبا توجه به اين  »3«گزينه   پاسخfبنابراين بايد ،x   دست آوردن شعاع در نظر گرفته شود. براي به
  كنيم:خرج را حساب ميهاي مهمگرايي اين تابع ابتدا ريشه

  x x , x x i         2 22 2 1   
xكمترين فاصله نقاط i ياز نقطهx   ي نقاطو كمترين فاصله 1برابر باx   xياز نقطه 2   است، بنابراين شعاع همگرايي برابر با يك است2برابر.  
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مشتق و انتگرال گرفتن از سري هاي تواني   
  

nفرض كنيد سري تواني
n

n
a (x x )






1
 در فاصله| x x | R  به تابعf (x)  ،رابطـه  تـوان از طـرفين   مي گاهآنهمگرا باشد. اگر شعاع همگرايي مثبت باشد

  مشتق يا انتگرال گرفت، يعني داريم:
n

n
n

) f (x) na (x x ) ; | x x | R





     1

1
1    

x

x

nn

n

a
) f (x)dx (x x ) ; | x x | R

n





   

 1

1
2 1

   

ي همگرايي سري اصلي خواهد بود (نقـاط روي مـرز بايـد    هاي جديد به جز نقاط روي مرز، همان بازهاگر از يك سري مشتق يا انتگرال بگيريم، بازه همگرايي سري
  باشد.ها ميي مقادير سريمحاسبهها در گيري از سريترين كاربرد مشتق و انتگرالتوجه داشته باشيد كه مهم .)جداگانه بررسي شوند

  

 حاصل سري  :630مثالn

n
n(n )x






1
  برابر با كدام گزينه است؟ 2

1 (x ( x)
( x)





2

3
2

1
  2 (x ( x)

( x)




2

3
3

1
  3 (

( x) 3
2

1
  4 (x( x)

( x)


 3
3

1
  

 :اي ازكه ضريب يك چند جملهبا توجه به اين»  4«گزينه  پاسخnپشت ،nx گيـري از طـرفين   ، پس طراح سؤال ما را هدايت كرده كـه از مشـتق  قرار دارد

nتساوي

n
x

x






 1
1

n  گيري داريم:استفاده كنيم! ابتدا با يك مرحله مشتق 

n
nx

( x)








 1

2
1

1
1

  

n)، يك پرانتزxي سؤال پشت عبارت شاملدر خواسته ب در اين قسمت كمي دقت لازم است؛خَ ) داشـته   xازضرب شده، پس ما بايد در اين قسمت تـواني   2
n)بتوانيم به ،باشيم كه اگر از آن مشتق گرفتيم ) كنـيم، تـا داخـل    ضرب مـي  x3برسيم، براي اين منظور طرفين تساوي فوق را در xدر پشت عبارت شامل 2

nxسيگما عبارت 2 .توليد شود  n n

n n

x xnx x nx
( x) ( x)

 
 

 
   

 
 

3 3
1 3 2

2 2
1 11 1

  

  مشتق بگيريم. xحالا كافيست از طرفين نسبت به 
n n n

n n n

x ( x) ( )( )( x)x x ( x) x x ( x)n(n )x n(n )x n(n )x : ( )*
( x) ( x) ( x)

  
  

  

      
       

  
  

2 2 3 2 3 2
1 1 1

4 3 3
1 1 1

3 1 2 1 1 3 1 2 32 2 2
1 1 1

  

ي سؤال است، اما يك تفاوت دارد و آن اين كه در خواسته بينيم كه تمام آن شبيهاگه سمت چپ تساوي فوق را با آنچه طراح در صورت سؤال خواسته مقايسه كنيم مي
nxاين تساوي 1 دقت بدون توجه به توانافتد!؟ دانشجويان بيوجود داره! در اين لحظه دو اتفاق ميnx 1) كه اتفاقاً بـا سـمت راسـت تسـاوي     2، و با توجه به گزينه (
كنند و دانشجويان بادقت به سـادگي بـا   ) را انتخاب مي2) را چه جوري طرح كرده!!) گزينه (2ست (توجه داريد كه طراح بدجنس يا به عبارتي خودم! گزينه (فوق يكي ا

n  .كنند) را انتخاب مي4رسند و گزينه (، به تساوي زير يا همان سري داده شده در صورت سؤال ميxتقسيم طرفين تساوي فوق بر

n

x( x)n(n )x
( x)






 


 3

1

32
1

  

)كدام از دو حالت فوق را انتخاب نكرده و وقتي به تساويالبته مورد داشتيم كه هيچ nxرسيده و ديده *( 1     به وجود آمده، فكر كرده اشتباه حـل كـرده و دوبـاره
  را چك كرده!! كلي راه حل قبلي

  

 حاصل عبارت  :730مثال
( x) 4

1
1

|)ها است؟يك از گزينهبرابر با كدام  x | ) 1   

1 (n

n

(n )(n )(n ) x
!





   1 2 3
3

  2 (n

n

n(n )(n )(n ) x
!





  
1

1 2 3
4  

3 (n

n

(n )(n )(n ) x
!





   1 2 3
4

  4 (n

n

n(n )(n )(n ) x
!





  
1

1 2 3
3  

 :كه در مخرج كسربا توجه به اين»  1«گزينه  پاسخ( x) nداريم، بايد از طرفين بسط 41

n
x

x






 1
1

در  x1) براي4چند بار مشتق بگيريم، تا توان ( 

  داريم: ،ارت، سه بار مشتق بگيريمعب شود. حال اگر از طرفينمخرج ايجاد 
n

n
f (x) n(n )(n )x

( x)





    


 3

4
3

6 1 2
1

n

n
f (x) n(n )x

( x)





    


 2

3
2

2 1
1

n

n
f (x) nx

( x)





   


 1

2
1

1
1

  

حالا كه
( x) 4

1
1

ايجاد شد، بايد با طرفين وسطين 
( x) 4

1
1

  را در يك طرف تساوي نگه داريم: 

n n

n n

n(n )(n ) (n )(n )(n )x x
!( x) ( x)

 


 

    
  

 
 3

4 4
3

1 1 2 1 3 2 1
6 31 1 

j»ke·kºHq™² ½k –I¤  
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دستگاه مختصات قطبيفصل هفتم:  كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه 

 
 هفتمفصل 

 »دستگاه مختصات قطبي « 

  آن ادستگاه مختصات قطبي و مفاهيم مرتبط ب :1درسنامه

  گيرد.سي قرار ميتعريف دستگاه مختصات قطبي، ارتباط آن با دستگاه دكارتي، رسم نمودارهاي قطبي و مفاهيم مرتبط با اين دستگاه در اين درسنامه مورد برر
 تعريف دستگاه مختصات قطبي  

  
x)صورتهاي افقي و قائم آن بهدر دستگاه مختصات دكارتي، محل هر نقطه را با نوشتن مؤلفه , y) كنيم، با اين حـال  مشخص مي

تر است. اين دستگاه نخسـتين بـار توسـط نيـوتن     مناسب مختصات قطبيدستگاه براي برخي از كاربردهاي رياضيات، استفاده از 
)Oينام قطب (مبدأ) داريم كه معادل همـان نقطـه  اي بهقرار گرفت. در اين دستگاه نقطهمورد استفاده  , )     در دسـتگاه دكـارتي
ن شود، محور قطبي نام دارد. محور قطبي در واقـع همـا  شود و به سمت راست كشيده ميآغاز مي Oخط افقي كه ازاست. يك نيم

 OPيآيـد. انـدازه  دسـت مـي  به OPخطكنيم. پارهاز صفحه را به مبدأ وصل مي Pيهاست. حالا هر نقطهxقسمت مثبت محور
 بـا محـور قطبـي را    OPيكننـد) و زاويـه  اسـتفاده مـي   از rدهيم (برخي منابع به جاينشان مي rرا با از مبدأ Pيفاصلهيعني 

r)در دستگاه قطبي با زوج مرتب Pي. بنابراين هر نقطهناميممي , ) شود. اكنون به دو مورد زير توجه كنيد:نمايش داده مي  
x)يدارد. براي مثال در نقطه rهر نقطه از صفحه، فقط يك مقدارالف)  , y) ( , ) 1 rدانيم كهمي 1  شمار مقدار دارد. براي مثال در هر نقطه، بي دراست. اما 2

x)ينقطه , y) ( , ) 1 kداريم 1
   24 كهk ي مبدأ داريمتواند باشد. در ضمن در نقطههر عدد صحيح ميr   و تواند هر مقداري تعريف شودمي.  

r)براي مثال نقاط , ) ( , )  4 و(r , ) ( , )  3 ي مبدأ هستند.دهندههر دو نشان  

ي شـويم. بـراي مثـال در معادلـه    روبـرو مـي   rباشد، اما در معادلات قطبي گـاهي اوقـات بـا مقـادير منفـي     تواند منفي نمي rدرست است كه مفهوم هندسيب) 

r 
 


، به ازاي41

  rمقدار 2  1 يآيد. بنابراين لازم است مفهوم نقطهدست ميبه( r , )  ي آن باو رابطه(r , ) .را معرفي كنيم  

  
  

rهرگاهتعريف:    يباشد، نمايش هندسيِ نقطهP(r , ) ينقطهP ( r , )      است. به عبارتي هرگاه
r)دست آمد از تساويمنفي به rمقدار , ) ( r , )     يكنيم و بـه جـاي نقطـه   استفاده ميP(r , ) 
Pينقطه ( r , )     كنيم.را مطابق شكل مشخص مي  

  

 نقاطي از منحني  :1مثالr   

را كه به ازاي 41

  6،
  و 4

 
3
  آيند، مشخص كنيد.به دست مي 4

 :هايخطنيم  پاسخ
  6،

  و 4
 

3
ها چه كدام از آن خواهيم ببينيم روي هرمي .را در نظر بگيريد 4

rآيد. (شكل الف) جدول زير را با جايگذاري اين مقادير دردست مياي بهنقطه   

  دهيم.تشكيل مي 41

r

  




3
6 4 4
1 23 

  

O محور قطبي



P

r

O x

y

6


 

4


 3
4


 

 (شكل الف)



O x

y

P(r , )

P ( r , )   



  

601  
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ــاط )Aنق , )1
3 6،B( , )4 وC( , )

32 ــه 4 ــت ب ــدهدس ــه آم ــد. نقط ــه Aيان يروي زاوي
و در  6

rيفاصله  1
rداريم Bياز مبدأ قرار دارد. در نقطه 3  .   .پس اين نقطه همان مبدأ مختصات اسـت

3يروي زاويـه  Cيمنفي شده اسـت. پـس نقطـه    rمقدار Cيطهاما در نق
قـرار نـدارد بلكـه روي     4

يزاويه


3
)Cقرار دارد. در واقع به جاي 4 , )

32 Cبايد 4 ( , )  
32   را نشان بدهيم. 4

  

P(rي، نقطهبا توجه به توضيحات گفته شده :1نكته  , ) صورتهاي مختلفي بهداراي نمايشk(( ) r , k )  1 براي هرk .است  

 يهاي ممكن براي نقطهي نمايشهمه  :2مثالA(x,y) ( , ) 2 .را در مختصات قطبي بنويسيد  

 :ينقطه  پاسخA روي محورyقطـه واحد از مبدأ قرار دارد. بنابراين در اين ن 2ي ها و در فاصله
  rو 2  ي ي فـوق، همـه  اسـت. پـس طبـق نكتـه     2

))kصورتهاي مختلف اين نقطه در مختصات قطبي بهنمايش ) , k )
  1 2   هستند. 2

 ارتباط بين مختصات دكارتي و قطبي  
  

بـالعكس. ارتبـاط ميـان مختصـات قطبـي و       گاهي اوقات لازم است از فضاي قطبي به فضاي دكارتي برويم و
بـر قسـمت مثبـت     توان در شكل مقابل ديد كه در آن قطب متنـاظر بـا مبـدأ و محـور قطبـي     دكارتي را مي

x)را بـا  pيها منطبق است. اگر مختصات دكارتي نقطـه xمحور , y) را بـا  آن ختصـات قطبـي  و م(r , ) 

x      را داريم: مقابلشكل مقابل، روابط  يالزاويهگاه در مثلث قائمنشان دهيم، آن ycos , sin
r r

     

  و يا به عبارت ديگر:

x rcos , y rsin    
خواهيم مختصات دكارتي نقطه را معلوم كنيم. البته با نوشتن قاعده فيثاغورس و ي نقطه را داريم و ميشود كه مختصات قطبي فوق بيشتر زماني استفاده ميرابطه

  هستيم، خواهيم داشت: و rرا داريم و دنبال yو xكه در مثلث فوق، روابط زير را براي وقتي tgيهمچنين محاسبه
yr x y , tg
x

   2 2 2 

 نقطه  :3مثال( , )4   را از مختصات قطبي به مختصات دكارتي تبديل كنيد. 3

 :در اين سؤال  پاسخr  و 4
    است، لذا داريم: 3

x r cos cos
( , )

y r sin

        
     

14 4 23 2 2 2 3
34 2 32

¾ˆ£º ÂUnI¨j RI~ Th¶  

  

 نقطه  :4مثال( , )1   را از مختصات دكارتي به مختصات قطبي تبديل كنيد.  1

 :اگر  پاسخr  :را مثبت انتخاب كنيم، به راحتي داريم  yr x y ( ) , tg
x

 
            2 2 2 2 11 1 2 1 4  

)در برخي سؤالات كمي داستان داريم! چون بايد به محل قرارگيـري نقطـه   خبُ، براي تعيين , )1 )يتوجـه كنـيم. نقطـه    1 , )1 در ربـع چهـارم قـرار دارد،     1

پس
   توان. البته مياست 4

 
7
اضافه كردن به 2نيز در نظر گرفت ( را 4

 7مقدار 4
در ربع  ، اگردهد). دقت كنيد براي تعيينرا نتيجه مي 4

yArctgباشد، از همان فرمول چهارميا  اول
x

  كنيم، مثل همين مثال كه داريم:استفاده مي  yArctg( ) Arctg( ) Arctg( )
x

 
      

1 1
1 1 4  

yArctgباشد، بايد از فرمول سومو  دومدر ربع  اما اگر
x

   مقدار ، يرا تعيين كنيم. مثلاً نقطه( , )1  زيـر در تبديل به مختصات قطبي به شـكل   3

yr  شود:مي ( ) ( ) , Arctg( ) Arctg( ) Arctg
x

 
                  


2 2 3 21 3 1 3 4 2 31 3 3  

y

x
xO



r y

p(r , ) p(x,y) 

B
x

y

1A( , )
3 6



3C C (2, )
4
  

 )ب(شكل 
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