
خیلیا برای فرار از درس ریاضی و خیلیا به عشق درس ریاضی رشته شون رو انتخاب می کنن. گروه اول همیشه در شگفت اند 
که این ریاضی مگه چی داره که بعضیا دیوانه وار عاشقشن و باهاش حال می کنن؟!

ولی گروه دوم، مثل خودِ شما که رشتشون ریاضیه بهتر از هر کس می دونین که »لذتی که در حل مسئله هست حتی در انتقام 
هم نیست!«. اون لحظهء باشکوه، حس عجیبی به آدم می ده. همون لحظه که میگی »آهان! فهمیدم!«. همون لحظهء کشف جواب! 

انگار با آرپی جی زدی وسط تانک دشمن. هر چی مسئله چغر تر و بدبدن تر، این حس قوی تر و لذت بخش تر.
نمی دونم توی اون لحظه کدوم محرک باعث می شه که چه بخشی از مغزمون دستور صادر کنه تا چه هورمونی از کجای بدنمون 

فوران کنه! ولی هر چی که هست معرکه  است. مخصوصن اگه با یه مسئلهء هندسه طرف باشیم.
امیدواریم این کتاب براتون پر از این لحظه های ناب باشه و با خوندنش هم حسابی کیف کنید و هم توی کنکورها حسابی 

بترکونید.
برای به ثمر رسیدن این کتاب آدمای مهم و زیادی زحمت کشیدن. دم همتون گرم.

مصطفی جان و علیرضا جان، خسته نباشین! انصافن خوب کتابی شد. رسول خان، ممنون که از اول تا آخر خط کنارمون بودی.
زنده باد دوستای خستگی ناپذیرمون در واحد تألیف و تولید خیلی سبز و درود بر ویراستارای خوب و دقیقمون.

بروبچه های ریاضی، دم شما هم گرم  
مواظب خودتون باشید!  



به کتاب پرسش های چهارگزینه ای هندسهء جامع خوش آمدید.
حتماً می دانید که درس هندسه در کنکورهای نظام جدید )از سال 1398 به بعد( بیشتر از قبل اهمیت پیدا کرده و سهم قابل 
توجهی از تست های ریاضیات را به خود اختصاص داده است. پس لازم است برای رسیدن به یک نتیجهء عالی به این درس توجه 
ویژه ای داشته باشید. این کتاب هم برای همین کار تألیف شده است و قرار است شما را برای آزمون های آزمایشی، امتحانات 

مدرسه و در نهایت برای کنکور آماده کند.

دربارهٔ کتاب:
درس نامه ها با دقت و وسواس زیاد و تا حد ممکن خودآموز و کاربردی نوشته شده است. تلاش کردیم از چهارچوب مباحث 

نظام جدید خارج نشویم.
برای طراحی تست ها، تمام فعالیت ها و تمرین های کتاب درسی و سؤالات کنکور بیست سال اخیر را به دقت بررسی کردیم 

و برای دسته بندی و چیدمان تست ها روند آموزشی مناسب را معیار قرار داده ایم.
پاسخ های تشریحی به صورت گام به گام و با توضیح کافی نوشته شده اند.

در تست های هر درس، کنار تست های عادی یک آیکون  گذاشته ایم. قرار است شما بعد از حل هر تست و بررسی 
پاسخ نامهء آن این آیکون را به یکی از سه آیکون زیر تبدیل کنید:

 یعنی تست آسان           یعنی تست متوسط           یعنی تست دشوار
این نمادگذاری باعث می شود تا بعداً که خواستید فصل را دوره کنید بتوانید تصمیم بگیرید که کدام تست ها را باید حل کنید.
شمارهء تست های مهم را رنگی کرده ایم. از این تست ها برای مرور و جمع بندی مباحث استفاده کنید. برای بعضی از تست ها 

هم نماد  داریم. این نماد نشان دهندهء تست های دشوار است.
برای سه فصل اول، که مربوط به کل کتاب درسی هندسهء دوازدهم هستند و حجم زیادی دارند، یک آزمون جامع در پایان 

فصل قرار داده ایم.

قدردانی:
مخاطب اولین تشکر دکتر کمیل نصری است؛ بابت اعتمادشان به ما.

از دکتر کورش اسلامی، مهندس سروش موئینی و دکتر علی اصغر شریفی بابت نظرات و پیشنهادهای سازنده شان تشکر 
می کنیم.

تشکر ویژه از مدیر تألیف باهوش و باسواد، مهندس نوید شاهی و دوست عزیزمان مهندس رسول محسنی منش که سهم 
ویژه ای در تولید کتاب، از ابتدا تا انتها داشتند. طی جلسات متعددی، ساعت های زیادی صرف ویرایش و اصلاح نوشته هایمان 

کردیم تا  کتاب به شکلی که می بینید، درآید. جلسه های دوشنبه عصر برای ما بسیار شیرین بود.
از تیم اجرایی، به ویژه خانم هدی ملک پور گرامی و واحد تولید خیلی سبز، خیلی خیلی ممنونیم. دمتان گرم.
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بسط دترمینان بر حسب یک سطر یا ستون که هر کدام از  ساروس  3 را با دو روش کلی می توانیم حساب کنیم:  3´ دترمینان ماتریس های
این ها را مفصل بحث می کنیم:

A. در ابتدا ستون های اول و دوم ماتریس را در سمت راست 
a b c
d e f
g h i

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ساروس: فرض کنید دترمینان ماتریس A را می خواهیم به دست آوریم

ماتریس می نویسیم، سپس مجموع حاصل ضرب درایه های روی قطر اصلی و دو خط موازی آن را منهای مجموع حاصلضرب درایه های روی قطر فرعی و دو 
خط موازی آن می کنیم:

| |

g cd

A
a b c
d e f
g h i

a b
d e
g h

ceg afh bdi aei bf h

Þ Þ | | ( ) ( )A aei bfg cdh ceg afh bdi= + + - + +  

�با�روش�ساروس�به�صورت�زیر،�به�دست�می�آید: A = -
é
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ê
ê
ê

ù

û

ú
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1 2 3
0 1 4
5 1 2

دترمینان�ماتریس
1 2 3
0 1 4
5 1 2

1 1
0 1
5 1

2 40 0 15 4 0 38 11 49- - Þ = - + + - - + + = - - =| | ( ) ( ) ( )A  

A با روش ساروس از مدل زیر، استفاده شده است. مقدار دترمینان A کدام است؟
x

y== --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
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2 3

1 0

2 1 2

برای محاسبهء دترمینان ماتریس

-17 )2   -16 )1
x

y
2 3

1 0

2 1 2

1 2

5--
 -19 )4   -18 )3

y داده است. = 5 x و = در روش ساروس باید 2 ستون اول را در سمت راست ماتریس بنویسیم، پس1
1حالا روش ساروس را می نویسیم: 2 3

1 5 0

2 1 2

1 2

1 5

2 1

10 3 30 4 19

30 0 4 10 0 3

- - Þ = - - - = -

- -

| | ( ) ( )A
 

روش بسط دترمینان:
3 را می توانیم بر حسب یک سطر یا یک ستون دلخواه بنویسیم. مثلاً در ماتریس زیر دترمینان را بر حسب سطر اول مینویسیم: 3´ دترمینان

A
a a a
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a
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2ای که درa11 ضرب شد در واقع باقی ماندهء ماتریسی بود که از حذف سطر و ستون اول باقی مانده بود و همین طور می توانیم  2´ و دقت کنید که دترمینان
بر حسب سطر دوم، ستون سوم و ... بنویسیم.

+دترمینان�ماتریس�روبه�رو�را�با�روش�بسط�بر�حسب�سطر�اول�به�صورت�زیر،�حساب�می�کنیم: - +
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1 2 0
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2 1 1

1
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| | = - - - - + =( ) ( )3 4 2 1 8 0 17

 

حالا�همین�دترمینان�را�یک�بار�دیگر�با�بسط�بر�حسب�ستون�دوم�حساب�می�کنیم:
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حواستون باشه که در روش بسط، علامت روی قطر اصلی، مثبت و بقیه یکی درمیان مثبت و منفی هستند. مثلاً در روش بسط با ستون سوم، عدد 0 مثبت، 
3 داریم: 3´ +عدد 4 منفی و عدد 1 که روی قطر اصلی است، مثبت است و برای یک ماتریس - +

- + -
+ - +
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 کدام است؟
3 4 1

3 4 7

5 6 3

--
--

--
حاصل

-230 )4  -228 )3  -226 )2  -224  )1
3دترمینان را بر حسب سطر اول می نویسیم: 4 1

3 4 7

5 6 3

3
4 7

6 3
4

3 7

5 3
1

3 4

5 6
3 30 4 44 38 22

-
-

-
=

-
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+
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+ ´
-

= - + - + = -( ) ( ) ( ) 88  

4-- باشد، مقدار مثبت a کدام است؟ اگر دترمینان ماتریس روبه رو
2 )2   1 )1A

a
a a

a
==

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
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2 0

2

3 2 1  4 )4   3 )3
دترمینان را بر حسب سطر اول می نویسیم:

| | ( ) ( )A
a

a
a

a a
a a a a= ´ - ´ + = - - -2

2

2 1 3 1
0 2 2 2 3

2  

= - + = - = - Þ = Þ = Þ = ±4 4 2 4 2 4 2 8 4 2
2 2 2 2 2a a a a a a  

a قابل قبول است. = 2 و چون مقدار مثبت a را می خواهیم

1مجموع جواب های معادلهء روبه رو کدام است؟ 2 3

2 4 5

1 6 1

0-- ++
-- --

==x
x

 4 )2   3 )1
6 )4   5 )3

دترمینان را بر حسب سطر اول می نویسیم:
1 2 3

2 4 5

1 6 1

0 1
4 5

6 1
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Þ - - - - - - + + - - + =( ) ( ) ( )4 6 30 2 2 4 5 3 12 4 4 0
2x x x x  

- - + + - - - = Þ - - =6 34 2 8 14 24 12 0 2 10 72 0
2 2x x x x x x حالا معادله را مرتب می کنیم: 

¸¾ ®¾ - - = Þ - + = Þ = -2 2
5 36 0 9 4 0 9 4x x x x x( )( ) ,  

و جمع جواب ها برابر 5 است.

با حل معادلهء روبه رو، یک معادلهء خط بر حسب x و y به دست می آید. شیب آن کدام است؟
x y
a b
c d

1

1

1

0==  a b
c d
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)2   d b
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b d
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xدترمینان را بر حسب سطر اول می نویسم: y
a b
c d

x
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y
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c d
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1
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1
1 0= - + ´ =  

Þ - - - + - =x b d y a c ad bc( ) ( ) ( ) 0  
)حالا باید y را تنها کنیم و ضریب x ، شیب خط می شود: )

( ) ( )
SvÃº ´¿¶

Þ - = - + Þ = -
-

+y a c x b d y b d
a c

x   

3 را با ساروس و یا بر حسب سطر اول می نویسیم مگر در حالت های زیر: 3´ معمولاً دترمینان های
حالت اول: در برخی ماتریس ها در یک سطر یا ستون تعدادی صفر داریم که بهتر است براساس آن سطر یا ستون بنویسیم تا کارمان در محاسبات راحت تر باشد.

در�محاسبهء�دترمینان�ماتریس�روبه�رو�بهتر�است�بسط�بر�حسب�ستون�سوم�بنویسیم،�چون�دو�درایهء�آن�صفر�است:
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در معادلهء روبه رو مقدار x کدام است؟
2 )2   1 )1

2 3 4

0 1

0 3 5

16x -- ==

 4 )4   3 )3
با توجه به این که در ستون اول دوتا صفر داریم پس برای راحتی محاسبات بهتر است دترمینان را براساس ستون اول بنویسیم:

2 3 4

0 1

0 3 5

2
1

3 5
0 2 5 3 16 5 3 8 1x

x
x x x- = ´

-
+ = + = Þ + = Þ =( )  

حالت دوم: به جز حالتی که در یک سطر یا یک ستون تعدادی صفر داشته باشیم، گاهی صورت سؤال طوری طراحی شده که ما مجبور می شویم 
بر حسب سطر یا ستون خاص بسط ماتریس را بنویسیم.

1فرض�کنید�صورت�تست�رابطهء�روبه�رو�را�داده�و�از�ما���xرا�می�خواهد: 7 3
1 3 5
4 1 2

4
7 3
3 5

- = + x  

در این جا باید دترمینان را بر حسب سطر سوم یا ستون اول بنویسیم تا 4 در بسط باشد و بقیهء بسط مقدار x را می دهد، که در این جا بر حسب سطر سوم 
می نویسیم. )اگر بر حسب ستون اول هم بنویسیم فرقی نمی کند.(
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 باشد، مقدار A کدام است؟ 
1 2 7

2 1 1

1 2

2 7
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-- == ++
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x

A x اگر

6 )4  5 )3  4 )2  3 )1
بسط ماتریس را بر حسب ستون اول می نویسیم:
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می توانیم به x صفر بدهیم تا از جریان محاسبات خارج شود و دترمینان ماتریس روبه رو را به دست آوریم:
1بسط حول ستون اول: 2 7

2 1 1
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-
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3 به یک درایه عددی اضافه و یا کم کنیم و دترمینان تغییری نکند، دترمینان 2 در 2 با حذف سطر و ستون  3´ اگر در ماتریس

آن درایه باید صفر باشد.

در�ماتریس�زیر�اگر�به��xسه�واحد�اضافه�کنیم�و�دترمینان�تغییر�نکند،�با�حذف�سطر�و�ستون�مربوط�به��xبه�دترمینان��2در��2ی�زیر�
می�رسیم�که�باید�صفر�باشد�و�مقدار��yبه�دست�می�آید:
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 a  اگر به عنصر واقع بر سطر سوم و ستون سوم 4 واحد اضافه شود و مقدار دترمینان تغییری نکند، آن گاه
2 1 3

3 1

4 2 2

--
--

a در دترمینان
کدام است؟
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2سطر سوم و ستون سوم را حذف می کنیم و دترمینان باقی مانده باید صفر باشد: 1 3
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 را دو برابر کنیم، از حاصل دترمینان آن 3 واحد کم می شود. مقدار a کدام است؟
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ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

اگر درایهء سطر دوم و ستون سوم ماتریس

-4 )4  -3 )3  -2 )2  -1 )1



37فصل اول: ماتریس و کاربردها

1ابتدا اطلاعات مسئله را به زبان ریاضی می نویسیم: 2 2

0 1 2

2 1 2

1 2 2

0 1

2 1 2

3a a= -  
حالا چون هم a در سطر دوم است و هم صفر داریم، دترمینان را بر حسب سطر دوم می نویسیم:

0 1
1 2

2 2
2

1 2

2 1
0 1

1 2

2 2

1 2

2 1
3+ ´ - = + ´ - -a a Þ = - Þ = - Þ = -6 3 3 3 3 1a a a a  

دترمینان ویژگی هایی دارد که با کمک آن ها مسئله ها ساده تر حل می شوند و گاهی نیازی به روش ساروس یا بسط دترمینان نیست.

1.n به توان A برابر است با دترمینان ماتریس An |دترمینان ماتریس | | A |An n=

2
A را حساب کنیم و کافی است  B´ A را بخواهیم، لازم نیست که خود ماتریس B´ اگر دترمینان ماتریس

دترمینان A را در دترمینان B ضرب کنیم.
| | | | | |A B A B´ = ´

دترمینان ماتریس های قطری و بالا مثلثی و پایین مثلثی برابر حاصل ضرب درایه های روی قطر اصلی است.3

a
b
c

abc
0 0

0 0
0 0

=

a
d b
e f c

abc
0 0

0 =

a d e
b f
c

abc0
0 0

=

4
دترمینان ماتریس شبه قطری و شبه بالا مثلثی و شبه پایین مثلثی مطابق جدول روبه رو برابر منفیِ حاصل ضرب 

درایه های روی قطر فرعی است.

0 0
0 0

0 0

a
b

c
abc= -

0 0
0

a
b d

c e f
abc= -

e d a
f b
c

abc0
0 0

= -

K2 برابر می شود.5 2 عدد K ضرب شود، دترمینان، 2´ |اگر در تمام درایه های یک ماتریس | | |KA K A2 2
2

´ =

K3 برابر می شود.6 3 در عدد K ضرب شود، دترمینان، 3´ |اگر تمام درایه های یک ماتریس | | |KA K A3 3
3

´ =

7

اگر عدد K در یک دترمینان ضرب شود، تمام درایه های یک سطر یا یک ستون دلخواه را در K ضرب می کنیم:

K
a b c
d e f
g h i

Ka Kb Kc
d e f
g h i

a Kb c
d Ke f
g Kh i

= = =  

و برعکس: می توان از یک سطر یا یک ستون دترمینان عامل مشترکی را فاکتور گرفت و به بیرون دترمینان انتقال داد.
اگر دو ماتریس برابر باشند، دترمینان آن ها با هم برابر است ولی عکس این قضیه برقرار نیست.8

9| | | | | | | |AB BA A B= = BA با هم برابر است:  دترمینان ماتریس هایAB و

10| | | | | |A B A B+ ¹ + دترمینان جمع و تفریق دو ماتریس تفکیک پذیر نمی باشد: 
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اگر�دترمینان�ماتریس��Aرا�برابر��3داشته�باشیم،�برای�محاسبهء�دترمینان�ماتریسA4،�لازم�نیست�که�ماتریس��Aرا�به�توان�4 
برسانیم،�فقط�کافی�است�که�دترمینان��Aرا�به�توان��4برسانیم،�یعنی�داریم:

| | | |A A4 4 43 81= = =  
�هم�بدون�حساب�کردن�خود� A2 �و�برابر��6است�و�دترمینان�ماتریس - -( )( )( )1 2 3 اگر��Aماتریس�زیر�باشد،�دترمینان��Aبرابر

�و�برابر��36است. | |A 2 26= �A2به�راحتی�برابر ماتریس
A =

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0 1
0 2 0
3 0 5

 

A کدام است؟ A3 2
2-- A باشد، دترمینان ماتریس ==

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3 0 0

4 1 0

5 7 1

اگر

-9 )4  9 )3  -27 )2  27 )1

A2 فاکتور می گیریم: A یک A3 2
2- 3 است. حالا از عبارت 1 1 3( )( )- = - می دانیم دترمینان ماتریس پایین مثلثی A برابر

| | | ( ) | | | | | | | | |A A A A I A A I A I A I3 2 2 2
2 2 2 9 2 9 2- = - = ´ - = ´ - = -  

A را هم تشکیل می دهیم: )البته معلوم است که باز هم پایین مثلثی می شود.( I- 2 حالا ماتریس

A I- =
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= -
-

é
2

3 0 0

4 1 0

5 7 1

2 0 0

0 2 0

0 0 2

1 0 0

4 1 0

5 7 3ëë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 

A برابر می شود با: A3 2
2- ) می شود و بنابراین دترمینان ماتریس )( )( )1 1 3 3- - = | هم برابر |A I- 2 پس

| | | | | |A A A A I3 2 2
2 2 9 3 27- = ´ - = ´ =  

| باشد، مقدار a کدام است؟ |2 64
3A == A و a a

a
== -- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 0

2

1 1

اگر

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
ابتدا دترمینان A را با بسط بر حسب سطر اول حساب می کنیم:

| | | | | | | |A
a
a

a a a A A A a a a= ´
- -

+ = - + = Þ = ´ = = = Þ = Þ =1
2

1
0 2 2 2 8 8 64 8 2

3 3 3 3 3 3  

| کدام است؟ |A A´́ 3 2-- است. دترمینان ماتریس دترمینان ماتریس مرتبهء A  ،2 برابر
-32 )4  -16 )3  -8 )2  -4  )1

k2 برابر می شود: A2 ضرب شود، دترمینان، 2´ می دانیم اگر عدد k در ماتریس

Þ ´ = ´ = ´ = = - = -| | | | | | | | | | | | | | ( )A A A A A A A
k k
 

3 2 3 2 3 5 5

2

2 32  

| کدام می تواند باشد؟ |A2 || است. A | A | | | | A | | A |++ ==3
10A ماتریس A از مرتبهء 2 و می دانیم

25 )4  16 )3  9 )2  4 )1
طبق قوانین دترمینان، داریم:

|| | A | |
| |

| | | | |
| |

| | | |
| |

| |A
A
A A A

A
A A

A
A+ = ´ + ´ = + =3 9 9

10
2

2

3  

| را x بگیریم، داریم: |A 2 | ضرب کنیم و |A حالا اگر طرفین را در
´ =¾ ®¾¾ + = ¾ ®¾¾¾ + = Þ - + = Þ -| | |A|| | | | ( )(A xA A x x x x x4 2 2 2

9 10 9 10 10 9 0 1
2

xx x- = Þ =9 0 1 9) ,  

| برابر 1 یا 9 است. |A 2 بنابراین
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 کدام است؟
a b c
c d f
e f i

4

3 3 12

4

 باشد، حاصل
a b c
d e f
g h i

2

5 10 5

2

20== اگر

24 )4  22 )3  12 )2  11 )1

، عدد 5 را فاکتور می گیریم و با 20 ساده می کنیم و سپس از ستون دوم هم از عدد 2 فاکتور 
a b c
d e f
g h i

2

5 10 5

2

در ابتدا از سطر دوم عبارت
aمی گیریم و ساده می کنیم: b c

d e f
g h i

a b c
d e f
g h i

a b c
d e f
g h i

2

5 10 5

2

5

2

2

2

20

2

2

2

4
5= = ¾ ®¾ =¸  

Þ = ¾ ®¾ =¸
2 4 2

2

a b c
d e f
g h i

a b c
d e f
g h i

 

4 ضرب می کنیم و ضرب 3 را به سطر دوم و ضرب 4 را به ستون سوم می دهیم: 3´ حالا این دترمینان را در

´¾ ®¾¾ ´ ´ = ´ ´ = Þ = Þ12
4 3 4 3 2 24 4 3 3 3 24

4

3 3 12

a b c
d e f
g h i

a b c
d e f
g h i

a b c
d e f
gg h i4

24=  

A2 کدام است؟ برای ماتریس A ی مربعی مرتبهء 3 رابطهء روبه رو برقرار است. دترمینان ماتریس
64 )2   32 )1

1 0 0

7 4 0

5 6 1

0 0 2

0 1 3

1 6 5

4--
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

==A I
 16 )4   8 )3

از دو طرف حاصل ضرب، دترمینان می گیریم و ماتریس سمت چپ، پایین مثلثی و برای ماتریس سمت راست هم دترمینان، منفیِ حاصل ضرب قطر 
Þفرعی است: ´ - ´ ´ ´ - - = = = Þ = - Þ

-
( ( ) ) | | ( ( )( )( ) ) | | | | | | | |1 4 1 2 1 1 4 4 64 8

4 2

3 2A I I A A == 64  

A، اگر از دو طرف، دترمینان بگیریم به رابطهء بسیار مهم زیر می رسیم: A I´ =-1 با توجه به رابطهء
| |

| |
A

A
- =1 1

 
که� شویم� متوجه� می�توانیم� �A-1محاسبهء بدون� پس� است،� �det( )A = ´ - ´ = -1 4 2 3 این�که2 به� توجه� با� �،A =

é

ë
ê

ù

û
ú

1 2
3 4

اگر

Þ = =
-

-| |
| |

A
A

1 1 1
2 �است:� -12 �یا�همان 1

| |A
دترمینان�A-1برابر

B کدام است؟ A B A4 1 2 2-- -- B باشد، آن گاه دترمینان ماتریس ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

1 1
A و ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

1 0
اگر

36 )4  18 )3  9 )2  4 )1

B را به صورت ضرب دترمینان ها می نویسیم: A B A4 1 2 2- - | است. حالا دترمینان ماتریس |B = -3 | و |A = 2 در ابتدا دقت کنید که

Þ = ´ ´ ´ = ´ ´ ´ =- - - -| | | | | | | | | | | |
| A | | |

| | |B A B A B A B A B
B

A4 1 2 2 4 1 2 2 4

2

21 1 BB A| | | ( )2 2
3 2 18´ = - ´ =  

| کدام است؟ |A I-- ++1 | باشد، حاصل |I A++ == 15 | و |A == --3 اگر A ماتریسی وارون پذیر و
-15 )4  15 )3  -5 )2  5 )1

| ضرب می کنیم: |A-1 | را در |I A+ | است. حالا دو طرف عبارت15= |
| |

A
A

- = = -1 1 1

3
در ابتدا دقت کنید که

Þ ´ + = Þ + = - = -- - -| | | I A | | | | ( ) | ( )A A A I A1 1 1
15 15

1

3
5  

Þ + = - Þ + = -- - -| | | |A I A A A I
I

1 1 1
5 5


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یک سری از تست های دترمینان از بقایای تست های مرسوم نظام قدیم هستند. در این جور مسائل با دترمینان هایی سر و کار داریم که درایه های ماتریس را 
پارامترها تشکیل می دهند. در نظام قدیم بچه ها برای حل این تیپ سؤال ها یک سری قوانین در کتاب درسی داشتند که اتفاقاً دست و پا گیر بودند و استفاده 
 -1 از آن ها خیلی هم راحت نبود. ما در حل این تیپ سؤال ها که در ادامه می بینید از عددگذاری استفاده می کنیم یعنی به جای پارامترها عددهای 0، 1،
و 2 و کلاً اعداد کوچک را چک می کنیم که در بین این ها صفر از همه بهتر است. البته باید نیم نگاهی به گزینه ها هم داشته باشیم که با جای گذاری مثلاً 

0 یا 1، گزینه ها یکسان نشوند. اگر چند تا متغیر هم داشتیم بهتر است تا حد ممکن همهء آن ها را یکسان قرار دهیم.

�باشد�و�بخواهیم�دترمینان�روبه�رو�را�حساب�کنیم: a b c+ + اگر1=

D
a b c
a b c
a b c

=
+

+
+

2
2

2  
 ( )a b c+ + =1 �قرار�دهیم�تا�هم�شرط�مسئله b c= =0 �و a و�گزینه�ها�هم�همگی�عدد�باشند�و�ربطی�به��b�،aو��cنداشته�باشند،�کافی�است1=

برقرار�باشد�و�هم�محاسبهء�دترمینان�به�دلیل�وجود�صفرها�راحت�تر�شود:

a
b c D=

= =¾ ®¾¾ =1
0

3 0 0
3 2 0
3 0 2

(ÂX±X¶ ¸ÃÄIQ)

 Á»n  Joòï®ÅIe
Â±ÅH oõ¤ 

33 2 2 12( )( ) =  

 کدام است؟
b c a c b a
a b c
++ ++ ++

2 2 2
مقدار دترمینان

3( )a b c+ + )4  2( )a b c+ + )3  a b c+ + )2 1( صفر 

در ابتدا به گزینه ها نگاه می کنیم. اگر هر سه تای b ،a و c را صفر بگذاریم، گزینه ها یکی می شوند، پس این عددگذاری مناسب نیست. حالا اگر

b بگذاریم، گزینه ها با هم فرق می کنند، پس جای گذاری می کنیم: c= =0 a و = 1

D = ¾ ®¾¾¾¾¾ - ´ =
0 1 1

1 0 0

2 2 2

1
0 0

2 2
0

 ·I¹Ã¶oUj ôvM
³»j oõw KveoM  

است که صفر می شود و جواب مسئله است. ، تنها  b c= =0 a و = حالا در گزینه ها با جای گذاری1

 کدام است؟
a b c
a b c
a b c
2 2 1 2 2

3 3 2 3 3

++ ++
++ ++

حاصل دترمینان

abc )4  a )3  -a )2  3a  )1

a انتخاب خوبی نیست )چون هر 4 گزینه یکسان می شوند(، پس به جای a، 1 می گذاریم ولی برای راحتی  =0 باز هم گزینه ها را نگاه می کنیم و
کار b و c را صفر در نظر می گیریم:

a

b c D
=

= =¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾¾¾ ´
1

0

1 0 0

2 1 2

3 2 3

1
1 2

2

·I¹Ã¶oUj ôvM
Ï»H oõw KveoM

33
0 1 3 4 1+ = ´ - = -( )  

است. a- و  b عدد1- را می دهد، که جواب c= =0 a و = حالا باید ببینیم کدام گزینه با جای گذاری1

 کدام است؟
1 2 4

2 5 1

1a b --
 باشد، آن گاه دترمینان

1 2 4

1

2 5 1

a b D== اگر دترمینان

- +D 1)4  -D )3  - -D 1)2  - -D 2  )1
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a را در نظر می گیریم و D را حساب می کنیم: b= =0 باز هم عددگذاری می کنیم، مثلاً

Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾ - ´ + = - ´D
1 2 4

0 0 1

2 5 1

1
1 2

2 5
0 1

·I¹Ã¶oUj ôvM
³»j oõw  KveoM (55 4 1- = -)  

a حساب می کنیم: b= و دترمینان دوم را هم با جای گذاری0=

Þ ¢ =
-

¾ ®¾¾¾¾¾ - ´ = -D
1 2 4

2 5 1

0 0 1

1
1 2

2 5
1

·I¹Ã¶oUj ôvM
³¼w oõw KveoM  

است. - و  -D 2 ¢ می رسیم، که جواب = -D 1- بگذاریم به جواب1 حالا باید ببینیم که در کدام گزینه اگر به جای D مقدار

- - = - - - = -D 2 1 2 1( )  

) کدام است؟ )a b c++ ++ ، مقدار
a b c a b

c a b c b
c a a b c

++ ++
++ ++

++ ++
==

3

3

3

24 اگر داشته باشیم

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
در این مسئله نمی توانیم هر سه مقدار b ،a و c را عدد بدهیم چون باید جواب دترمینان حتماً 24 شود. پس c و b را صفر قرار می دهیم و مقدار 

) مشخص  شود: )a b c+ + دترمینان را بر حسب a به دست می آوریم و مساوی 24 قرار می دهیم تا a به دست آید و سپس حاصل

b c
a a

a
a a

a
a a

= =¾ ®¾¾ ¾ ®¾¾¾¾¾ ´0

0

0 3 0

0

3 0·I¹Ã¶oUj õvM
Ï»H  ·¼Tw  KveoM ++ = =0 3 3

2 3a a a( ) Þ = Þ = Þ =3 24 8 2
3 3a a a  

a b c+ + = + + =2 0 0 2 و در نتیجه: 
)حواستون باشه در مسئله فرقی نمی کرد که c و b را صفر قرار دهیم و a را به دست آوریم و یا مثلاً c و a را صفر قرار دهیم و b را به دست آوریم، در هر حالت 

a به دست می آید.( b c+ + = 2 جواب
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 کدام است؟- 214
3 1 1

1 3 1

1 1 3

مقدار

 -20 )4  20 )3  10 )2   -10 )1

، مقدار دترمینان A کدام است؟- 215 A ==
-- --

--
-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

4 1 4

3 0 4

3 1 3

اگر

1 )4   -2 )3   -1 )2  2 )1

)خارج 98(- 216 A کدام است؟  ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 1 4

3 0 5

2 6 1

دترمینان ماتریس

25 )4  22 )3  15 )2  12 )1

A کدام است؟- 217 B´́ B باشد، دترمینان ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

0 1 2

1 0 3
A و ==

--
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 3

5 11

1 2

اگر

4(	صفر  1 )3  2 )2  3 )1

| کدام است؟- 218 |A a مفروض است.
i j
i j
i j

ij ==
<<
==

-- >>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2

0

1

A به صورت aij== ´́[ ]3 3 ماتریس

 -2 )4  2 )3   -1)2  1 )1

| باشد، مقدار a کدام است؟- 219 |A == 4 A و a a
a

== -- --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 0

2

1 1

اگر

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

| کدام است؟- 220 | | |A B3 2´́ ، حاصل B ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 3

0 1 2

3 0 8

A و == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 0 3

1 1 4

2 0 2

اگر

 -4 )4  4 )3  8 )2   -8 )1
اگر حاصل دترمینان مقابل 6 باشد، a کدام است؟- 221

 -2 )2    -3 )1D
a

a
== --

--

1 0

1 1 0

1 1  3 )4   2 )3
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به ازای کدام مقدار a، حاصل دترمینان روبه رو برابر 2 است؟- 222
26 )2   25 )1D a==

--2 0 1

4 2

1 3 0  28 )4   27 )3

 کدام است؟- 223
1 1 1

2 0 1

1

--
x y

حاصل دترمینان

 3 2x y+ - )4   3 2y x+ - )3   3 2x y- - )2   3 2y x- - )1

 برابر است با:- 224
0 0

0
0 0

0
0 0

0

x
y z
t

x x
y

z t
++ مجموع دترمینان

 2xyzt )4 3(	صفر	   xy t z( )- )2   xy z t( )- )1

 باشد، کدام رابطه بین x و y برقرار است؟- 225
x y 0

1 1 1

2 1 1

2

--
== اگر

 y x= +2 2 )4   y x= - -2 2 )3   y x= - +2 2 )2   y x= -2 2 )1

C باشد، دترمینان حاصل از حذف سطر چهارم و ستون سوم ماتریس C کدام است؟- 226
A

B
==

éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

B و ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

0 1 9 2

4 1 7 0
A و ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2 3 4

1 0 12 1
اگر

12 )4  11 )3  10 )2  9 )1

B کدام است؟- 227
A

==
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3

2

0 1 1

A وارون پذیر نباشد، دترمینان ماتریس
a

==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1

2 4
اگر ماتریس

12 )4  10 )3  8 )2  6 )1

C، دترمینان حاصل از حذف سطر دوم و ستون سوم ماتریس C کدام است؟- 228
B A
A B==

éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

B و A I== --3 2 ، A ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0

1 2
اگر

 --1 )4 3(	صفر	  1 )2  2 )1

B باشد، حاصل دترمینان B کدام است؟- 229
A I

==
++

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 1

2

1 3 0

A و  ==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 0

1 1
اگر

 -39 )4   -37 )3   -35 )2   -33 )1

B کدام است؟- 230 A==

--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--

1 0 1

2
0

0

1 A باشد، دترمینان ماتریس ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 5
اگر

 -4 )4   -3 )3   -2 )2   -1)1

 فقط یک ریشه دارد؟- 231
x k
x

x

0

1 1 0

2 0 2

0++
++

== به ازای کدام مقدار k، معادلهء دترمینان

 k = 2 )4   k =0)3   k = -1 )2   k = 1)1

 چند ریشه دارد؟- 232
1 2 1

1 2 1

1 4 2

0

x
x
x

--
--
--

== معادلهء

4(	صفر  1 )3 2(	بی	شمار	  3 )1

)سراسری 99(- 233  کدام است؟ 
--

--
--

==
4 1 1

1 2 1

3 2 3

0x
x

جواب های معادلهء

4( 5	و	2 3( 5	و	1  2( 4	و	1  	و	1  -4 )1

)خارج 99(- 234  کدام است؟ 
1 2 3

2 4 5

1 6 1

0-- ++
-- --

==x
x

جواب های معادلهء

 -3 4( 8	و   -4 3( 9	و 	و	3  -8 )2 	و	4  -9 )1



59فصل اول: ماتریس و کاربردها

 چند ریشه دارد؟- 235
1

1

1

0

3

2 2

3

x x

x x

x x

== معادلهء دترمینانی

4(	بی	شمار  1 )3 2(	صفر	  3 )1

236 - | |A == 5 A باشد، آن گاه به ازای چند مقدار حقیقی x، داریم:
x
x
x

== --
-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2

3

2 1 5

1 2 0

1 4 3
اگر

4(	بی	شمار  2 )3  1 )2 1(	هیچ	مقدار	

| برقرار است؟- 237 |AB == 2 B باشد، به ازای کدام مقدار m، رابطهء
m

==
--

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

0 1

3 2 4
A و i j== ++ ´́[ ]2

3 22 اگر

3 )4  2 )3  1 )2 1(	هیچ	مقدار	

D کدام است؟- 238
a a a

a
== 2 3 1

0 0

حاصل دترمینان

 5 2a )4  a )3   a2 )2 1(	صفر	

 باشد، مقدار A کدام است؟- 239
1 3 7

2 2 4

1 2

3 7

2 4
-- == ++

--
x

A x اگر

 -6 )4   -5 )3   -4 )2   -3 )1

، مقدار A کدام است؟- 240
5 1 2

0 1 3

2 5

5 2

0 3
-- == --
x

A x اگر

 -5 )4   -10 )3   -15 )2   -20 )1

 کدام است؟- 241
0 1 0

4

2 15 1

--
a b  باشد، دترمینان

a b
2 1

4== اگر

 -4 )4  4 )3   -2 )2  2 )1

B باشد، دترمینان B کدام است؟- 242 A== --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

0 0 3

1

4

| و |A == --2 ،A
a b
c d

==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú اگر

12 )4   -6 )3  3 )2   -2 )1

3-- دترمینان تغییر نکند، مقدار a کدام است؟- 243 A، اگر با اضافه کردن a واحد به عدد a b

c

==
--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

4 3 12

2 5

6 2
3

در ماتریس

20 )4  15 )3  10 )2  5 )1
به کدام درایه از ماتریس مقابل می توان 4 واحد اضافه کرد بدون آن که دترمینان تغییر کند؟- 244

a
32

)2    a11 )1A == --
--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 3

1 0 4

2 1 6   a22 )4    a
23

)3

)سراسری 97(- 245 اگر از هر درایهء واقع در سطر دوم دترمینان زیر، 2 برابر شمارهء ستون آن کم شود، به مقدار دترمینان اولیه، چه قدر افزوده می شود؟ 

144 )2   132 )15 4 3

0 1 1

2 5 4

--
--
--

 156 )4   148 )3

A یک واحد اضافه شود، به مقدار دترمینان اولیه کدام عدد اضافه می شود؟ - 246 ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 3 4

5 0 7

3 0 6

اگر به تمام درایه های ستون دوم ماتریس

)سراسری 96(  6 )4  3 )3   -2 )2   -3 )1
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 اگر به عنصر واقع در سطر سوم و ستون سوم 5 واحد اضافه شود و مقدار دترمینان تغییر نکند، a کدام است؟- 247
2 4 3

3 1

4 4 2

--
--

a در دترمینان

 -3 )4   -4 )3   -5 )2   -6 )1

 دترمینان آن تغییری نکند، آن گاه دترمینان ماتریس زیر کدام است؟- 248
2 3

5 a
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú اگر با اضافه کردن 4 واحد به درایه های ماتریس

 -7 )2    -6 )1
A

a
== --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

3 0 0

11 2 3

4 5
  -9 )4    -8 )3

 اضافه کنیم تا مقدار دترمینان آن 10 واحد کاهش یابد؟- 249
1 3 0

3 50 2

2 5 13

-- --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

چه قدر به درایهء سطر دوم و ستوم سوم ماتریس

10 )4   -10 )3  5 )2   -5 )1

2--  مقدار 15 را بگذاریم، دترمینان تغییری نمی کند. مقدار a کدام است؟- 250  اگر به جای عدد
3 2 5

2 0 1

7 4

--
a

در دترمینان

1 )4  5 )3  10 )2  20 )1
دترمینان ماتریس های خاص را می توان به کمک جدولی در درس نامه به راحتی محاسبه کرد.

a باشد، مقدار a کدام است؟- 251 a3
2++ ++ A برابر

a
a

a
== ++

-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

0 0

3 1 0

1 0 1

اگر دترمینان ماتریس

 -4 )4   -3 )3   -2 )2   -1)1

 کدام رابطه درست است؟- 252
a

b
c

k
++

==
1 0 0

0 0

0 0

2  و
0 0

0 0

0 0

1

a
b

c
k== اگر

 k k bc
1 2

+ = - )4   k k bc
1 2

+ = )3   k k bc
1 2

- = )2   k k bc
2 1

- = )1

| کدام است؟- 253 |A a در این صورت مقدار مثبت
A i j
A i j

i j
ij ==

<<
==
>>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

2

0

2| |
| | A و aij== ´́[ ]3 3 اگر

3 )4  2 )3  1 )2 1(	صفر	

 صدق کند، دترمینان ماتریس A کدام است؟- 254
--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

--
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

==
1 0 0

2 1 0

3 1 2

0 0 5

1 1 4

1 0 7

10 3A I اگر A ماتریس مربعی باشد که در رابطهء

1 )4  10 )3  100 )2  1000 )1

| باشد، مقدار m کدام است؟- 255 |B == 54 B و
A
A A

A
==

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

| |
| | | |

| |

0 0

2 0

0 0

،A
m

==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1

2 1
اگر

 -4 )4   -3 )3   -2 )2   -1)1
2A کدام است؟- 256 A3 برابر 27 باشد، مجموع درایه های ستون اول ماتریس 3´́ اگر دترمینان ماتریس اسکالر

12 )4  9 )3  6 )2  3 )1

A کدام است؟- 257 I2 ++ | دترمینان ماتریس |A I++ ==2 1 اگر A یک ماتریس اسکالر مرتبهء 3 و داشته باشیم
8 )4  4 )3  2 )2  1 )1

B کدام است؟- 258 I++ 2 b باشد، دترمینان ماتریس aij ji== -- B و bij== ´́[ ]2 3 A و ==
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 3

0 1 0

0 0 4

اگر

 -1)4   -2 )3   -3 )2   -4 )1

)سراسری 98(- 259 | کدام است؟  |A A | باشد، آن گاه دترمینان ماتریس |A == 4 3 و 3´́ اگر A ماتریس
256 )4  128 )3  96 )2  64 )1
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| کدام است؟- 260 | | |--3 2
2A A A باشد، حاصل ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 5

1 3
اگر

 -18 )4   -36 )3  144 )2  72 )1

| کدام است؟- 261 |A A2 3 A باشد، مقدار دترمینان ماتریس ==
--

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 5

1 2
اگر

 -3 )4   -1)3   3 )2  1 )1

| کدام است؟- 262 |A3 A باشد حاصل == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 0 1

3 1 7

4 0 1

اگر

 -8 )4  1 )3  8 )2   -1)1

A2 کدام است؟- 263 A باشد، دترمینان ماتریس
x

==

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

4 2 3

0 0 2

1 1
2

اگر

2 )4  4 )3  8 )2  16 )1

| باشد، مقدار a کدام است؟- 264 |A4
25== A و a a

a
== -- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 0

2

3 1

2 اگر

4(	صفر   - 5 )3   - 5 	و 5 )2   5 )1

 کدام است؟- 265
2 2 2

2 2 0

2 1 5

x y z
--  باشد، حاصل

x y z
1 1 0

2 1 5

3-- == اگر

 -3 )4  3 )3  6 )2  12 )1

 کدام است؟- 266
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

3

2 6 2

3

-- --
--

 باشد، حاصل
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

2== -- اگر

12 )4  6 )3   -6 )2   -12 )1

3-- ضرب کرده ایم. دترمینان حاصل چند برابر شده است؟- 267 4 را در عدد 2 و سه ستون آن را در 4´́ دو سطر یک ماتریس
 -108 )4   -54 )3   -36 )2   -6 )1

a32 را در 2 ضرب کنیم، دترمینان ماتریس جدید کدام است؟- 268 a22 و ، a12 A3 برابر 3 است. اگر همهء درایه های ماتریس به غیر از 3´́ دترمینان ماتریس
36 )4  32 )3  24 )2  12 )1

| کدام است؟- 269 |A برای ماتریس مربعی A از مرتبهء 3 رابطهء روبه رو برقرار است. مقدار

 1
3

)2    - 1

3
)1

2 0 0

1 1 0

3 2 1

0 0 1

0 2 4

3 0 5

2--
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

==A I

  2
3

)4    - 2

3
)3

| کدام است؟- 270 |A A2

3
A باشد، دترمینان ماتریس

A
3 27 0

1
==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú| |

اگر

27 )4  9 )3  3 )2  1 )1

| کدام است؟- 271 ( ) |A3 1-- | باشد، آن گاه | | | | | | |A A A A++ ==--2
4

1 اگر A یک ماتریس مربعی مرتبهء 2 و

 1
2

)4  1 )3  2 )2  4 )1

| کدام است؟- 272 | | |2 2A A a باشد، حاصل
i j
i j
i j

ij ==
-- <<

==
>>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

1

0

2

A و aij== ´́[ ]3 3 اگر

256 )4  128 )3   -128 )2   -256 )1
| کدام است؟- 273 | | |B A2 | باشد، حاصل | | |A B == --54 | و |A == 3 3 هستند. اگر 3´́ ماتریس های A و B مربعی از مرتبهء

 -192 )4   -128 )3  192 )2  128 )1

| کدام است؟- 274 | | |A A A2 3 ماتریس A مربعی از مرتبهء 4 است. اگر دترمینان آن برابر 2 باشد، دترمینان ماتریس

 241 )4   240 )3   239 )2   238 )1
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CA باشد، دترمینان ماتریس C کدام است؟- 275 B C== --3 B و ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 3

2 5
A و ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 0

1 2
اگر

 -2 )4   -1)3  1 )2  2 )1
| کدام است؟- 276 |A2 A، حاصل A I O2 ++ ++ == A3 و داشته باشیم 3´́ اگر

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
) کدام است؟- 277 )2 2I A-- A باشد، دترمینان ماتریس I A2

2 4== ++ 3 و 3´́ اگر A ماتریس
36 )4   -36 )3  216 )2   -216 )1

A کدام است؟- 278 A2
3-- ) باشد، دترمینان ماتریس )A I A I-- == ++2

2
23 2 و داشته باشیم 2´́ اگر A یک ماتریس

8 )4  4 )3  2 )2  1 )1

| کدام است؟- 279 |
| |
A I
A I

++
--2 A باشد، آن گاه حاصل I3 == -- اگر A مرتبهء 3 و

 -3 )4  3 )3  1 )2   -1)1

| کدام است؟- 280 | | |3A A A-- | باشد، حاصل | | | |
| |

|A A
A
A2 32

24-- == 3 و 3´́ اگر A ماتریس

4 )4  2 )3   -2 )2   -4 )1

| کدام است؟- 281 | | |A A A++ A باشد، حاصل x3
2

2 1

0 4
== -- ++éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

اگر

 -8 )4   -4 )3   -2 )2   -1)1

| کدام است؟- 282 |-- 1

4
A 3 باشد، بیشترین مقدار

4

2
A

A
A

==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

| |
| |

اگر

 1
4

)4   1
3

)3   1
2

)2  1 )1

| کدام است؟- 283 |2 1A ++ ، در این صورت حاصل 2
2

1

2

1
A

A A

A
==

éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú--

| | | |

| |
اگر

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

| کدام است؟- 284 | | |A A2 4´́ A و A وارون پذیر باشد، مقدار دترمینان
A A

A
A A

==
-- --

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

| | | |
| |

| | | |

0 3

0 0

0 2

اگر

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
A کدام است؟- 285 I-- | باشد، دترمینان ماتریس |A I++ == 3 A و O2 == A2 و 2´́ اگر

 -3 )4   - 1

3
)3  3 )2   1

3
)1

) کدام است؟- 286 )A I++ 2 | باشد، دترمینان ماتریس |A I-- ==2 32 A و O2 == 3 و 3´́ اگر A ماتریس
 -8 )4   -4 )3   -2 )2   -1)1

) کدام است؟- 287 )A I-- | باشد، دترمینان ماتریس |A A I2
4++ ++ == A و I3 3== اگر A ماتریس مربعی مرتبهء 3 و

8 )4  4 )3  2 )2  1 )1

A--1 کدام است؟- 288 A باشد، دترمینان ==
--éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 1

0 3 2

0 0 1

اگر

 1
4

)4   1
3

)3   1
2

)2  1 )1

) کدام است؟- 289 )A3 1-- A باشد، دترمینان == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 0

1 3 0

2 4 1

اگر

 1

625
)4   1

125
)3   1

25
)2   1

5
)1

| کدام است؟- 290 | | |A A--1 --A باشد، حاصل ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 1 2

3 4
اگر

 -8 )4   -4 )3   -2 )2   -1)1
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A--1 است؟- 291 ) چند برابر دترمینان )( )5 2
1A A-- ، دترمینان ماتریس A ==

--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 4
اگر

 104 )4   103 )3   102 )2  10 )1

) کدام است؟- 292 )A2 1-- A باشد، دترمینان ماتریس A A-- ´́
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú ´́ == ´́

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 31 2

0 2

1 0

3 6
2 و وارون پذیر و 2´́ اگر A ماتریس

 1

27
)4   1

9
)3   1

16
)2   1

4
)1

A کدام است؟- 293 B B A3 1 2 1-- -- B باشد، آن گاه حاصل دترمینان ماتریس ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 1

0 1
A و ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

1 0
اگر

6 )4  9 )3  12 )2  18 )1

294 - ( )k ¹¹ 0 ))det، مقدار k کدام است؟ ) )
det( )

kA
k A

-- ==1

3

8 2 و وارون پذیر و k یک عدد حقیقی و داشته باشیم 2´́ اگر A ماتریس مربعی

8 )4  4 )3  2 )2  1 )1
A--1 کدام است؟- 295 A، دترمینان A I2

4 2== ++ 2 و معکوس پذیر و داشته باشیم 2´́ اگر A یک ماتریس مربعی

 -4 )4   -2 )3   - 1

2
)2   - 1

4
)1

، آن گاه دترمینان ماتریس B کدام است؟- 296 ( )A BA-- ==
--éé

ëë

êê
êê

ùù

ûû

úú
úú

1 5

64 0

0
1

2

2 و وارون پذیر A و B در رابطهء 2´́ اگر ماتریس های مربعی

 -16 )4   -4 )3   -2 )2   -1)1

)خارج 91(- 297 ) کدام است؟  )P AP--1 6 P باشد، دترمینان ماتریس ==
--

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú2

1 3

2 5
A و ==

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

2 1

3 2
اگر

6 )4  4 )3  2 )2  1 )1

) کدام است؟- 298 )B2 1-- ) دترمینان ماتریس )A BA A I-- == ++1 2
22 A و B ماتریس مربعی مرتبهء 2 باشد و داشته باشیم ==

--
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 1
اگر

 1
9

)4   1
3

)3  1 )2  3 )1

-- کدام است؟- 299 --1

3

4 1A A A باشد، دترمینان ماتریس == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 0 1

1 3 0

2 0 4

اگر ماتریس

 -27 )4   -8 )3  9 )2  4 )1

| کدام است؟- 300 | | | | |A A B B´́ ++ ´́-- --
3 2

1 1 B باشد، حاصل عبارت ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0

2 1
A و ==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 1

0 2
اگر

9 )4  8 )3  7 )2  6 )1
A کدام است؟- 301 A B B( )-- --++1 1 A برابر 5 باشد، دترمینان ماتریس B++ اگر دترمینان ماتریس مربعی

25 )4  5 )3  1 )2   1
5

)1

| کدام است؟- 302 |A I-- | باشد، |A I++ == 4 A و O2 == اگر A ماتریس مربعی و وارون پذیر مرتبهء 2 باشد و
 0 25/ )4   0 5/ )3   0 75/ )2  1 )1

| با کدام گزینه برابر است؟- 303 |I A++ --
2

1 اگر A ماتریس مربعی و وارون پذیر باشد، حاصل
| |

| |
A
I A2 +

)4   | |
| |
A
I A2 -

)3   | |
| |

2I A
A
+ )2   | |

| |
2I A
A
- )1

) کدام است؟- 304 )B I++ 2 | باشد، دترمینان ماتریس |I ABA++ ==--1
4 اگر A و B ماتریس مربعی و وارون پذیر و

16 )4  4 )3  2 )2   1
4

)1

2 کدام است؟- 305 3
1A B I-- ++ | باشد، دترمینان |A-- ==1 1

3
| و |3 2 3A B++ == 3 و 3´́ اگر A و B دو ماتریس

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1
) کدام است؟- 306 )2 3

2 1A A++ -- A باشد، دترمینان ماتریس  A l O( )-- == اگرA  وارون پذیر و 

25 )4  5 )3  1
5

)2   1

25
 )1

I کدام است؟- 307 AB++ --1 | باشد، دترمینان |B == 2 | و |A B++ == 10 اگر A و B دو ماتریس مربعی و
2 )4  5 )3  10 )2  20 )1
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)خارج 88(- 308 D کدام است؟ 
a a a

==
++ ++1 2

1 2 3

0 1 2

حاصل

1 )4 3(	صفر	   4a )2  a )1

)سراسری 93(- 309 ¢¢ کدام است؟   ==D
x x

x
x

2 2
6

9 2 9

3 4 4

 باشد، حاصل دترمینان
6 3 2

3 2 6

2 6 3

x x
x x
x x

D== اگر دترمینان

D )4   1
2

D )3   -D )2   -2D )1

D کدام است؟- 310 a
a

== --
--

1 1 1
1 1 1
1 1 1

حاصل دترمینان

 1+ a )4   1- a )3   a2 )2   -a2 )1

)سراسری 93(- 311  کدام است؟ 
a b b ab
b c c bc
a c a ac

++
++
++

 باشد، حاصل دترمینان
1 1 1
bc ac ab
ac ab bc

D== اگر

 abcD )4   ( )a b c D+ + )3  D )2   -D )1

)خارج 89(- 312  کدام است؟ 
1 3 4

1 1 2

1 1 2

2

2

( )

( )

( )

a b

a a b

b b a

++

++ ++

++ ++

اگر b ،2 و a  سه عدد متمایز باشند، حاصل دترمینان

2 2 2( )( )a b- - )4   ( )( )a b- -2 2 )3   4ab )2 1(	صفر	

)خارج 86(- 313  کدام است؟ 
1

1

1

2

2

2

a bc a

b ac b

c ab c

--

--

--

اگر b ،a و c سه عدد حقیقی متمایز باشند، حاصل دترمینان

 ( )( )( )a b b c c a- - - )4   a b c+ + )3   abc )2 1(	صفر	

)سراسری 88(- 314 y کدام است؟  x z== ++  با شرط
1

1
1

++ ++
++
++

x x y z
y x z
z x y

حاصل دترمینان

 2 2x x z( )+ )4   x x z2( )+ )3   x x z( )+ )2   2x x z( )+ )1

 کدام است؟- 315
b c a c b a
a b c
++ ++ ++

2 2 2
مقدار دترمینان

 2( )a b c+ + )4  2 )3 2(	صفر	   a b c+ + )1

 کدام است؟- 316
a b c
a b c
a b c
2 2 1 2 2

3 3 2 3 3

++ ++
++ ++

حاصل دترمینان

-a )4   -2a )3   2a )2   3a )1

 کدام است؟- 317
2 2 0 0

1 2

3 1

a
b
a

--
 باشد، حاصل

a b
a

b
k

2

3 1

1 2

== اگر

k )4   -k )3   -2k )2   2k )1

 کدام است؟- 318
a b
a b
a b

++
-- --

1 2

0 3

2 2 2

k باشد، حاصل
a b
a b
a

==
++

--

1 2

1

2 1 1

اگر

 - k
2 )4   k

2 )3   -2k )2   2k )1
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 کدام است؟- 319
4 3 1

2 1 5

3 4 1

a  باشد، حاصل دترمینان
2 3 1

1 5

1 4 1

a k== اگر

 2 15k + )4   2 14k + )3   2 1k + )2   2k )1

 کدام است؟- 320
6 4 2

2 1 2 2

4 2 2

--
++a b c  باشد، حاصل

a b c
k2 1 1

3 2 1--
== اگر

 - -8 12k )4   - +8 12k )3   8 12k - )2   8 12k + )1

 کدام است؟- 321
6 4 1

2 8 2

4 2 3

a ++

--
 باشد، حاصل دترمینان

2 3

4 1 2

1 2 3

a
k

--
== اگر

 4 36k + )4   4 36k - )3   - -4 36k )2   - +4 36k )1

k باشد، کدام گزینه صحیح است؟- 322
a a
a a
a a

2

3 3

4 4

5 2

==  و
2 3

2 2 4

2 0 5

1

a a
a a

a
k== اگر

 k k
1 2

= )4   k k
1 2

= - )3   k k
1 2

2= )2   k k
1 2

2= - )1

 کدام است؟- 323
a b-- ++

--
-- --

2 2 4

1 1 2

1 2 3

 باشد، حاصل
a b

k
3

1 1 2

1 2 3

--
--

== اگر

 k + 3 )4   - -k 3 )3   - -k 5 )2   k + 5 )1

 کدام است؟- 324
1 2 4

4 10 2

1a b --
D، آن گاه دترمینان a b==

1 2 4

1

2 5 1

اگر

 2 1D + )4   2 1D - )3   - +2 2D )2   - -2 4D )1

 چیست؟- 325
b a
b a
a b b

--
-- -- --

-- --

1 0

1 1 2

1 2

A، مقدار
a b

b a
a b b

==
--
-- --

--

0

1 اگر

 2
b
A )4   2bA )3   -2bA )2   - 2

b
A )1

)خارج 92(- 326 ) کدام است؟  )5
1A-- ، دترمینان ماتریس a b c++ ++ == 7 A باشد و

a b c
a b c
a b c

==
++

++
++

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

5
5

5
اگر

 25
7

)4   25
12

)3  5
7

)2   5
12

)1

| باشد، x کدام است؟- 327 |A == 8 A اگر مجموع تمام درایه ها برابر 6 و مقدار
a x a a
b b x b
c c c x

==
++

++
++

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

در ماتریس

 ±3 )4   ±2 )3   ±1)2 1(	صفر	

an2 کدام است؟- 328 A درایهء سطر اول و ستون آخر، 2 برابر درایهء سطر دوم و ستون سوم است. در این ماتریس i j n n== ++ -- ´́[ ]1 در ماتریس

12 )4  11 )3  10 )2  9 )1

a کدام است؟- 329 b++  باشد، حاصل
1

4

3

2

0

4

0
1

2

a

b

a
I

éé

ëë

êê
êê

ùù

ûû

úú
úú

éé

ëë

êê
êê

ùù

ûû

úú
úú

== اگر

 -1)4  2 )3  1 )2  -2 )1
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)خارج 94(- 330 A برابر کدام است؟   A2
4-- a باشد، ماتریس

i j
i jij ==

¹¹
==

ìì
íí
îî

2

1
A، اگر aij== ééëë ùùûû ´́3 3 در ماتریس

5I )4  4I )3  3I )2  2I )1
A3 کدام است؟- 331 مجموع درایه های سطر سوم ماتریس اسکالر A از مرتبهء 3، برابر 3 است. مجموع درایه های ستون دوم ماتریس

36 )4  27 )3  18 )2  9 )1
)) کدام است؟- 332 ) )A I-- --1 2 A باشد، حاصل A I O2 2 2-- ++ ==  اگر A ماتریس وارون پذیر و

 -2I )4   -I )3   2I )2  I )1
2 کدام است؟- 333 1 1A B-- --++ A و A و B وارون پذیر باشند، حاصل B AB++ ==2 3  اگر 

 3AB )4   3 1 1B A- - )3   3I )2   3 1A B- - )1

x کدام است؟- 334 y++  باشد، مقدار
--

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0 2

1 1
2

2

1

1x

y
 اگر

5 )4  4 )3   -4 )2   -5 )1

x کدام است؟- 335 y++ BA باشد،
x
y

==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3

1
AB و ==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 0

1 2
 اگر A و B ماتریس های مربعی و

4 )4  3 )3  2 )2  1 )1

3 کدام است؟- 336
1| |A
A-- ماتریس A از مرتبهء 3 است. اگر مقدار دترمینان A برابر 3 باشد، دترمینان ماتریس

 39 )4   38 )3   37 )2   36 )1

| کدام است؟- 337 |A3 A باشد، B I-- ==1
3 B و

A
==

--
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

5 1

4 | |
A یک ماتریس وارون پذیر از مرتبهء 2 و

2 )4   -2 )3  1 )2   -1)1

 کدام است؟- 338
a b
a b
a b

++
-- --

1 2

0 3

2 2 2

K باشد، حاصل
a b
a b
a

==
++

--

1 2

1

2 1 1

اگر

- k
2 )4  k2 )3  -2k )2  2k  )1
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214 .

 
3 1 1

1 3 1

1 1 3

3
3 1

1 3
1

1 1

1 3
1

1 3

1 1

·I¹Ã¶oUj ôvM
Ï»H oõw KveoM

´ - ´ + ´  

 = ´ - - ´ - + ´ - = - - =3 9 1 1 3 1 1 1 3 24 2 2 20( ) ( ) ( )  
215 .

 KveoM ôvM
³»j ·¼Tw¾ ®¾¾¾¾ =

- -
-

- -
| |A

4 1 4

3 0 4

3 1 3

 

= ´
-
-

+ + ´
-
-

1
3 4

3 3
0 1

4 4

3 4
 

 = ´ - + + - + = -
-

1 9 12 16 12 1

3 4

( ) ( )  

صفر . 216 درایهء  یک  که  دوم  سطر  برحسب  را  دترمینان  بسط 
دارد، می نویسیم:

 | |A =
-

-
= - ´

-
+ - ´

-
-

2 1 4

3 0 5

2 6 1

3
1 4

6 1
0 5

2 1

2 6
 

 = - - - - - = - =
-

3 1 24 5 12 2 75 50 25

25 10

( ) ( )  

و . 217 می دهیم  تشکیل  را   A B´ ماتریس
دترمینان می گیریم:

 AB =
-

-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë
ê

ù

û
ú =

- -
-

- -

é

ë

ê
ê
ê

2 3

5 11

1 2

0 1 2

1 0 3

3 2 5

11 5 23

2 1 4

ùù

û

ú
ú
ú

 

حال برحسب سطر اول بسط می دهیم:

 | |AB = -
-

-
+

-
-

+
- -

3
5 23

1 4
2
11 23

2 4
5
11 5

2 1
 

 = - - + - + - + = - - =
- - -

3 20 23 2 44 46 5 11 10 9 4 5 0

3 2 1

( ) ( ) ( )  

مطابق تعریف ماتریس A را می نویسیم:. 218

 A A= -
- -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

¾ ®¾¾ = -
-
-

+
-

0 2 2

1 0 2

1 1 0

0 2
1 2

1 0
2

1 0KveoM
Ï»H oõw | |

-- -1 1
 

 = - + + - = - + = -2 0 2 2 1 0 4 2 2( ) ( )  
بسط دترمینان برحسب سطر اول را می نویسیم:. 219

 | |A a a
a

a
a

= - - = ´
- -

+
1 0 0

2

1 1

1
2

1
0 = - + =( )a a a2  

 | |A a= Þ =4 4 حالا داریم: 
در گام اول، دترمینان A را برحسب ستون دوم می نویسیم:. 220

 | | ( )A = - ´ = - ´ - =1
2 3

2 2
1 4 6 2  

و در گام دوم، دترمینان B را هم برحسب ستون دوم می نویسیم:

 | | ( )B = ´ = ´ - = -1
1 3

3 8
1 8 9 1  

 Þ = ´ - =| | | | ( )A B3 2 3 2
2 1 8  

برحسب ستون سوم بسط می دهیم:. 221

 D
a

a
a a= -

-
= ´

-
- + - ´

-

1 0

1 1 0

1 1

1 1

1 1
0

1 0

1 1
( )  

 = - - - + - - = - - = - =a a a a a( ) ( )( )1 1 0 1 0 2 3 6 Þ = -a 2  
بسط دترمینان را برحسب ستون دوم می نویسیم:. 222

 Þ =
-

= - +
-

-
-

D a a
2 0 1

4 2

1 3 0

0
2 1

1 0
3
2 1

4 2
 

 = + - + = - = Þ =a a a( ) ( )0 1 3 4 4 24 2 26

8

 

دترمینان را برحسب سطر اول بسط می دهیم:. 223

 
1 1 1

2 0 1

1

1
0 1

1
1

2 1

1
1

2 0
- = ´

-
- ´

-
+ ´

x y
y x x y

 

 = + - ´ + + + = - -( ) ( ) ( )0 1 2 2 0 3 2y x y y x  
هر کدام از دترمینان ها را جداگانه حساب می کنیم:. 224

 D
x

y z
t

x
y z

x
1

0 0

0

0 0
0 0

0 0= - = - =KveoM ôvM
Ï»H oõw

( )  

 D
x x
y

z t
y

x x
z t

y xt xz
2

0

0 0

0

= ´ = ´ -KveoM ôvM
³»j oõw

( )  

 x xy t zpH n¼T¨IÎ ( )-
 

 D D xy t z xy t z
1 2

0+ = + - = -( ) ( ) و در نهایت: 
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دترمینان را برحسب سطر اول بسط می دهیم:. 225

 
x y

x y
0

1 1 1

2 1 1
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2 1
0

-
= ´

-
- ´ +  

 = + - - = +
-

x y x y( ) ( )1 1 1 2 2

1

Þ + = Þ = - +2 2 2 2x y y x  

ماتریس C را تشکیل می دهیم:. 226
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ê
ê
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ú
ú
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1 2 3 4

1 0 12 1

0 1 9 2
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سطر چهارم و ستون سوم را حذف می کنیم و دترمینان می گیریم:

 Þ -
-

´
-

- - ´
-

+
1 2 4

1 0 1

0 1 2

1
0 1

1 2
1

2 4

1 2
0

KveoM ôvM
Ï»H ·¼Tw 

( )  

 = + + + =( ) ( )0 1 4 4 9  
| باشد:. 227 |A اگر A وارون پذیر نباشد، باید0=

 | | ( )A a a= ´ - - = Þ = -4 1 2 0 2  
حالا دترمینان B را تشکیل می دهیم:

| |B =
-

-
-

´
-

+
-
-

1 2 3

2 4 2

0 1 1

1
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2 3
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در گام اول، ماتریس B را تشکیل می دهیم:. 228
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در گام دوم، ماتریس C را تشکیل می دهیم:
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3 4 1 2
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و در گام آخر، سطر دوم و ستون سوم را حذف می کنیم و دترمینان را برحسب 
سطر اول می نویسیم:

 
1 0 0

1 0 0

1 2 4

1
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2 4
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-
= ´ =  

A را تشکیل می دهیم:. 229 I2 + در گام اول، ماتریس
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در گام دوم، ماتریس B را می نویسیم و دترمینان می گیریم:
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-
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ê
ê
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ù
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ú
ú
ú
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-
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1 3 0

5
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 = - - + ´ - + = - - = -5 0 6 0 1 9 2 30 7 37( ) ( )  

در گام اولA-1 را حساب می کنیم:. 230
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-

=
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- +
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در گام دوم دترمینان B را تشکیل می دهیم:

 | |B =
-

-
-

´
-

-
+

1 0 1

10 4 0

6 2 0

1
10 4

6 2
0

 KveoM ôvM
³¼w  ·¼Tw

 

 = - = -20 24 4  
در ماتریس B برحسب ستون سوم می نویسیم:

 | | | | | |
| |

B A A A
A

=

-

= ´ = ´ = =
-

= --
- -

1 0 1

2
0

0

1 2 2
2 4

1
41

1 2 1
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دارد . 231 صفر  2 تا  که  دوم  ستون  برحسب  را  دترمینان  بسط 
می نویسیم:

 
x k
x

x
x

x k
x

0

1 1 0

2 0 2

1
2 2

+
+

= +
+

( )  

 = + + - =( )( )x x x k1 2 2 0
2  

 x x k2
2 2 0+ - = x هست، پس معادلهء درجه دوم = معادله دارای ریشهء1-

x باشد: = -1 یا نباید ریشه داشته باشد یا ریشهء آن فقط 

 

Ï»H S²Ie:

IÄ

³»j S²Ie:

D < Þ + < Þ < -

+ - = + = + +

0 4 8 0
1

2

2 2 1 2
2 2 2

k k

x x k x x x( ) 11
1

2
Þ = -

ì

í

ï
ï

î

ï
ï k

 

k در این شرط  = k است که در گزینه ها فقط1- £ - 1

2
پس مجموعه جواب

صدق می کند.
بسط دترمینان را برحسب ستون اول می نویسیم:. 232
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x
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-
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-
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 = ´ - + - ´ - + ´ - =1 4 4 1 4 4 1 2 2 0

0 0 0

( ) ( ) ( )x x x x x x  
حقیقی  عدد  هر   x پس  است،  صفر  همیشه  دترمینان   ،x تعداد  از  مستقل  و 

می تواند باشد و معادله بی شمار جواب دارد.
بسط دترمینان برحسب سطر اول را می نویسیم:. 233
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 Þ - ´
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 Þ - + - - - - - + - + =4 6 5 2 3 3 2 6 3 0
2( ) ( ) ( )x x x x  

 Þ - - + + - + =16 4 20 4 3 0
2x x x x  

 Þ - + - = ¾ ®¾¾¾¾ - + =
Þ - - =

-
4 24 20 0 6 5 0

1 5 0

2 4 2x x x x
x x
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 Þ =x 1 5IÄ  
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دترمینان را برحسب سطر اول می نویسیم:. 234

 
1 2 3

2 4 5

1 6 1

0- +
- -

=x
x

 

 Þ ´
+
-

- ´
- +
- -

+ ´
-
-

=1
4 5

6 1
2

2 5

1 1
3

2 4

1 6
0

x x
x x

 

 Þ - - - + - - - + + - - + =( ) ( )( ) ( )4 6 30 2 2 4 5 3 12 4 4 0
2x x x x  

 Þ - - + + - - - =6 34 2 8 14 24 12 0
2x x x x  

 Þ - - = ¾ ®¾ - - =¸
2 10 72 0 5 36 0

2 2 2x x x x  
 Þ - + = Þ = = -( )( ) ,x x x x9 4 0 9 4  

بسط دترمینان را برحسب ستون اول می نویسیم:. 235
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3

3

3

3
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x x

x x
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= ´ - ´ + ´ =  

 Þ - - - + - =( ) ( ) ( )x x x x x x3 5 2 6 3 5
0  

 .´ÄoÃ¬ïÂ¶ n¼T¨IÎ pHx x x x x x x
2

2 3 4 3
1 0¾ ®¾¾¾¾¾¾ - - + + - =( )  

 Þ - + - =x x x x2 4 3
2 2 1 0( )  

حالا عبارت داخل پرانتز را تجزیه می کنیم:

 
Þ - - - =
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x x x x

x x x x x
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همواره . 236 باشد،   A B C
3 3 3 2 2 3´ ´ ´= ´ اگر می دانیم 

| برقرار نیست. |A = 5 دترمینان A برابر صفر است و هیچ گاه رابطهء
C باشد، دترمینان . 237 A B

3 3 3 2 2 3´ ´ ´= ´ می دانیم که اگر
C همواره برابر صفر است و به ازای هیچ مقداری از m مقدار دترمینان 2 نمی شود.

دترمینان . 238 بسط  داریم، پس  چون در سطر سوم 2 تا صفر 
برحسب سطر سوم را می نویسیم:

 D a
a a

a a a a= + = - =
2 3

0 3 2
2( )  

با توجه به صورت تست متوجه می شویم که باید دترمینان . 239
را برحسب ستون اول یا سطر سوم بنویسیم. )و فرقی هم نمی کند( که ما این جا 

برحسب ستون اول می نویسیم:

 Þ - = ´
-

- ´ +
-

1 3 7

2 2 4

1 2

1
2 4

1 2
2

3 7

1 2

3 7

2 4
x

x

A
� ���� ����

 

 Þ = - - - - = - + = -
-

A ( ) ( )4 4 2 6 7 8 2 6

8 2

 

بسط دترمینان را برحسب سطر سوم می نویسیم:. 240

 
5 1 2

0 1 3

2 5

2
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5
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-
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-
x

x  

 = + + - - - Þ = - = -2 3 2 5 5 0
5 2

0 3
10 25 15( ) ( )

A

x A� ���� ����  

بسط دترمینان را برحسب سطر اول می نویسیم:. 241

 0 1
2 1

0 1 4 4+ ´ + = ´ =
a b

 

بسط دترمینان را برحسب سطر اول می نویسیم:. 242

 || | | | ( )B A= - + = - = -0 0 3 3 2 6  

به. 243 مربوط  ستون  و  سطر  حذف  با  باید  که  می دانیم 
، دترمینان ماتریس باقی مانده صفر شود. a

12
3= -

 
4 3 12
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6 2

5

6 2
0 2 30 0 15

3

-é
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ê

ù
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ú
ú
ú

Þ = Þ - = Þ =a b

c

a
a a  

ستون . 244 و  با حذف سطر  که  کنیم  انتخاب  را  درایه ای  باید 
آن، دترمینان باقی مانده صفر شود. تمام گزینه ها را امتحان می کنیم. با انتخاب 

داریم:
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2 6
1 6 2 3 022-

-

é

ë

ê
ê
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ú
ú
ú

¾ ®¾¾ = ´ - =a ( ) ( )  

ابتدا دترمینان اولیه را حساب می کنیم:. 245

 D
1

5 4 3

0 1 1
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5
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0 2

4 3
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=

-
-
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-
-

- +
-
-
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 = - + + - + =5 4 5 2 4 3 3( ) ( )  
و سپس دترمینان دوم:

 D
2

5 4 3

0 2 1 1 2 2 1 2 3

2 5 4

5 4 3

2 3 7

2 5 4

=
-

- ´ - ´ - - ´
-

=
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 KveoM ôvM
Ï»H oõw 

5
3 7

5 4
4

2 7
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3

2 3

2 5

- -
-

-
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-
-

- -
 

 = - - - =5 47 4 22 3 4 159( ) ( ) ( )  
 D D

2 1
159 3 156- = - = و بنابراین داریم: 

| را حساب می کنیم:. 246 |A ابتدا

 | | ( )A KveoM ôvM
³»j ·¼Tw

- ´ + = - - = -3
5 7

3 6
0 3 30 21 27  

و حالا یک واحد به درایه های ستون دوم اضافه می کنیم و دوباره دترمینان می گیریم:

 | |B =
2 4 4

5 1 7

3 1 6

2 4 4

5 1 7

3 1 6

2 4

5 1

3 4

12 14 120 12 84 20

t»nIw
 

 = + + - + + = -( ) ( )12 84 80 12 14 120 30  

 | | | | ( )B A-¾ ®¾¾¾ - - - = -30 27 3  
a تغییر کند، . 247

33
2 5 3= - + = a به

33
2= - یعنی اگر

ای که از حذف طرف سطر سوم  2 2´ دترمینان ثابت می ماند. پس باید دترمینان
و ستون سوم باقی می ماند، صفر باشد:

 
2 4

3
0 2 12 0 6

-
= Þ + = Þ = -

a
a a  
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248 .

 k اگر به تمامی درایه ها   
a b
c d

é

ë
ê

ù

û
ú می دانیم که در ماتریس

a باشد. d b c+ = + واحد اضافه کنیم و دترمینان تغییر نکند، باید

Þ + = + Þ =2 3 5 6a a  
حالا بسط دترمینان A را برحسب سطر اول که دوتا صفر دارد می نویسیم:  

 a A=
-

¾ ®¾ = - = ´ - + = - = -6

3
3 0 0

11 2 3

4 5 6

3
2 3

5 6
0 0 3 12 15 9| | ( )  

بسط دترمینان را برحسب سطر دوم در دو حالت می نویسیم:. 249

 D
1

1 3 0

3 50 2

2 5 13

3
3 0

5 13
50

1 0

2 13
2

1 3

2 5
= - - = ´ - ´ - ´  

a در نظر می گیریم: x
23

2= + و در حالت دوم

 D x
2
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3 50 2

2 5 13

= - - +  

 KveoM ôvM
³»j oõw
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5 13
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- - +( )x  

D2 یکسان است، پس داریم: که دو عبارت اول در بسطD1 و

 D D x
1 2

1 1

2
1 3

2 5
2

1 3

2 5
- = - ´ + +

- -

( )  

 = - - = - = Þ = -2 2 10 10x x x  
ای که با حذف سطر دوم . 250 2 2´ می دانیم که باید دترمینان

و ستون اول باقی می ماند صفر باشد:

 Þ = Þ - = Þ =
2 5

4
0 2 20 0 10

a
a a  

برابر . 251 آن  دترمینان  پس  است،  پایین مثلثی  ماتریس  چون 
حاصل ضرب قطر اصلی است:

 Þ = + - = - = - = + +| | ( )( ) ( )A a a a a a a a a a1 1 1 2
2 3 3  

 Þ = - Þ = -2 2 1a a  
k2 برابر . 252 می دانیمk1 برابر منفی حاصل ضرب قطر فرعی و

با حاصل ضرب قطر اصلی است:

 
k abc
k a bc abc bc

k k bc1
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ماتریس A را می نویسیم:. 253
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A A A

A A
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| | | | | |

| | | |
| |

2 2
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2 2

2  

و چون ماتریس A بالا مثلثی است، پس داریم:

 | | | | | | | | | | | | | |A A A A A A A= ´ ´ = Þ - =3 3
0  

 Þ - = Þ = -| | (| | ) | | , ,A A A2
1 0 0 1 1  

که مقدار مثبت دترمینان A برابر 1 است.

254 .

 | | | | | | | |ABC A B C=  

 A حاصل ضرب قطر اصلی و دترمینان ماتریس راست A و دترمینان سمت چپ
برابر منفیِ حاصل ضرب قطر فرعی است.

 Þ - ´ ´ - = = Þ =( ) | | ( ) | |2 5

10 0 0

0 10 0

0 0 10

1000 100A A  

دترمینان B برابر حاصل ضرب قطر اصلی می شود:. 255

 Þ = = Þ = Þ =| | | | | | | |B A A A2 54 27 3
3 3  

 | | ( )A m m m= - - = - - = Þ = -1 1 2 1 2 3 2 و از طرفی داریم: 

ماتریس A را به صورت زیر در نظر می گیریم:. 256
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A  

2A برابر 6 است. و جمع درایه های ستون اول ماتریس
ماتریس A را به صورت زیر در نظر می گیریم:. 257
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A را می سازیم: I+ 2 و
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2 است. 8
3 = A برابر I2 + و دترمینان

B را تشکیل می دهیم.. 258 I+ 2 ابتدا ماتریس 
در ماتریس B همهء درایه های A منفی می شوند و بالامثلثی تبدیل به پایین مثلثی 

:) b a
23 32

= - می شود )مثلاً
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B را می نویسیم: I+ 2 و حالا
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 | | ( )( )B I+ = - = -2 11 2 2 و بنابراین: 

259 . | | | |kA k A3 3
3

´ = می دانیم: 
در نتیجه:

 | | | | | |A A A
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3 3 4
4 4 4 4 256= = ´ = =  
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| را حساب می کنیم:. 260 |A در ابتدا

 | | ( ) ( )( )A = = - =
2 5

1 3
2 3 1 5 1  

 | | | |kA k A2 2
2

´ =  

و سپس داریم:
 | | | | | |2 2 4 4

2 2 2 2A A A= ´ = =  

 ÁnHm¬ïÁI]¾ ®¾¾¾ - = - ´ = -| | | | | | | |3 2 3 4 12
2A A A A  

 = - = ´ =( ) | |12 144 1 144
2

1

A  

| را حساب می کنیم:. 261 |A در گام اول

 | | ( )( ) ( )( )A =
-

-
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3 5
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| استفاده می کنیم: | | |A An n= و در گام دوم از رابطهء

 Þ = = = =| | | | | | | |A A A A2
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 | | | | ( )A A3 3 3
2 8= = - = - و در نتیجه: 

در گام اول دترمینان A را حساب می کنیم:. 263
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1 1

2
4 2

1 1
0 2 4 2 4

2

KveoM ôvM
³»j oõw

 

| و در نهایت: | | | ( )A A2 2 2
4 16= = - =  

در گام اول دترمینان A را حساب می کنیم:. 264

 | |A a a
a

a
a

= - - ´
- -

+

1 0 0

2

3 1

1
2

1
0

2 KveoM ôvM
Ï»H oõw 

 

 = - + =( )a a a2  

 | | | |A A a a4 4 4
25 5= = = Þ = ± و در نتیجه: 

265 .

 k
a b c
d e f
x y z

ka kb kc
d e f
x y z

=  

اگر در یک ماتریس یک سطر یا یک ستون ماتریس را k برابر کنیم، دترمینان 
k برابر می شود.

در گام اول، سطر اول ماتریس را در 2 ضرب می کنیم:

 
2

1 1 0

2 1 5

2 3

2 2 2

1 1 0

2 1 5

6

´
- = ´ ¾ ®¾¾¾¾¾ - =

x y z x y z
Ï»H oõw nj Joò  

و در گام دوم، سطر دوم را در 2 ضرب می کنیم:

 ® ´ - = ´2

2 2 2

1 1 0

2 1 5

2 6

x y z
 

 ³»j oõw nj Joò¾ ®¾¾¾¾¾ - =
2 2 2

2 2 0

2 1 5

12

x y z
 

) و از ستون . 266 )-2 در دترمینان مورد نظر از سطر دوم عدد
) فاکتور می گیریم: )-3 دوم عدد

 
a b c
a b c
a b c

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1 1

2 2 2

3 3 3

2

3

2 6 2

3

2 3

-
- -

-
= - -

-

( )( )  

 = - - - = -( )( )( )2 3 2 12  
267 . k در  را  ماتریس  ستون  هر  یا  سطر  هر  اگر  که  می دانیم 

ضرب کنیم، دترمینان k برابر می شود، پس در این جا داریم:

 ¢ = - - - = -D
D

( )( ) ( )( )( )2 2 3 3 3 108

oõw 2 ·¼Tw 3
�� ��� ���  

مطابق شکل زیر یعنی فقط ستون دوم ضرب نشده است و . 268
2 برابر شده است. 2 4´ = ستون اول و دوم در 2 ضرب شده و در نتیجه دترمینان 

 
2 2

2 2

2 2

11 11 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 

Þ = دترمینان جدید  ´ = ´ =4 4 3 12| |A  
از دو طرف دترمینان می گیریم:. 269

 
2 0 0

1 1 0

3 2 1

0 0 1

0 2 4

3 0 5

2

2 1 1 1 2 3

- ´ ´
-

=

- - -( )( ) ( )( )( )

| | |

� �� �� � �� ��

A I || | |= =2 8
3 I  

و در نتیجه:
 Þ - ´ = Þ = -2 6 8

2

3
| | | |A A  

A3 را حساب می کنیم:. 270 در گام اول، دترمینان

 
| |

| |
( ) | |

| |

A
A

A

A

3 3
27 0

1
27 1 0 27 27

3

=
-

= - - = - Þ =

Þ =

 

| داریم: | | |kA k A2 2
2

´ = در گام دوم، طبق رابطهء

 | | | | (
| |

) | | | | | |A A
A

A A A
3 3

1 3 9
2

3

2 2 2 2 2= = ´ = = =  

| در نظر می گیریم:. 271 |A x= برای راحتی محاسبهء

 | | | | | | | | ( )xA
x
A x A

x
A x x

x x
+ = + = + ´- -2 4 4 11 2

2

1 2

2
 

 = + = ¾ ®¾¾ + =´x
x

x xx3

3

6 34
4 4 4

3

 

 Þ - + = Þ - = Þ =x x x x6 3 3 2 3
4 4 0 2 0 2( )  

 Þ =| |A 3
2

 
در گام نهایی طبق خواص دترمینان داریم:

 | ( ) | | ( ) | | | (
| |

)
| |

A A A
A A

3 1 1 3 1 3 3

3

1 1 1

2

- - -= = = = =  
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ماتریس A را می نویسیم:. 272

 A =
- -

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 1 1

2 0 1

2 2 0

 

 Ï»H oõw KveoM ôvM¾ ®¾¾¾¾¾¾ = + ´
-

- ´| |A 0 1
2 1

2 0
1

2 0

2 2
 

 = + - - = -( ) ( )0 2 4 0 2  
حالا داریم:

 | | | | | | ( ) | | | |2 4 4 64

2

2 2 3 2 2A A A A A
-

= - = - = -  

 = - - = -64 2 256
2

4

( )  

273 .

 | | | |kA k A3 3
3

´ =  

 Þ = = = - ¾ ®¾¾ = -¸| | | | | | | | | |A B B B B3 3 54 2
3 27  

 Þ = = = ´ =| | | | | | | |B A A A2 3
4 4 64 3 192  

274 . | | | |kA k An n
n

´ =  

 | | | | | | | | | | |A A A A A A= Þ =2 4
2 3 3  

 = ´ = =| | | | | | ( ) | |4 2 2
4

2

3 9 3 9 4 3A A A A  

 = ´ =2 2 2
36 3 39  

در گام اول عبارت را ساده می کنیم:. 275

 CA B C CA C B C A I B= - Þ + = Þ + =3 3 3( ) ( )*  
A را حساب می کنیم: I+ در گام دوم ماتریس

 A I A I+ =
é

ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú Þ + =

2 0

1 2

1 0

0 1

3 0

1 3
9| |  

 | |B = = - = -
1 3

2 5
5 6 1  

و در گام نهایی از دو طرف عبارت )*( دترمینان می گیریم:

 | ( ) | | | | | | | | | | |C A I B C A I B C+ = Þ ´ + = Þ = -´
-

3 3 1
2 2

9

2

1

 

از چاق و لاغر کمک می گیریم:. 276

 A A I O A I A A I OA I

A I

2 2

3 3

+ + = ¾ ®¾¾¾ - + + =´ -

-

( ) ( )( )  

 Þ = Þ = = Þ =A I A I A3 3
1 1| | | | | |  

 | | | |A A2 2 2
1 1= = = و در نهایت داریم: 

) را باز می کنیم:. 277 )2 2I A- اتحاد

 ( )2 4 4
2 2I A I A A- = + -  

2 می گذاریم: 4I A+ A2 طبق فرض مسئله حالا به جای

 Þ - = + + - =( ) ( )2 4 2 4 4 6
2I A I I A A I  

 Þ - = = = ´ =| ( ) | | | | |2 6 6 216 1 216
2

3

3I A I I  
در گام اول اتحاد را ساده می کنیم:. 278

 ( )A I A I A A I A I- = + Þ - + = +2 2
3 2 3  

 Þ - = =
é

ë
ê

ù

û
úA A I2

3 2
2 0

0 2
 

 Þ - = = ´ =| |A A2
3

2 0

0 2
2 2 4  

در ابتدا دترمینان A را حساب می کنیم:. 279

 A I A I A A3 3 3
1 1 1= - Þ = - = - Þ = - Þ = -| | | | | | | |  

A3 می گذاریم: I- در عبارت خواسته شده و در گام دوم به جای

 Þ +

-
= +

+
= +

+
=

+

´ +

| |
| |

| |
| |

| |
| ( ) |

| |

| | | |
A I
A I

A I
A A

A I
A A I

A I

A A I2 2 3 2 2
 

 = = =
-

=1 1 1

1

1
2 2 2| | | | ( )A A

 

3 باشد، داریم:. 280 3´ گفتیم که اگر A ماتریس

 | | | |kA k A= 3  

 Þ - = ´ - ´| | | | |
| |

| | | | |
| |

| |A A
A
A A A

A
A2 3 3 2

3

32 8  

 = ´ - ´ = - =| | | |
| |

| | | |A A
A

A A3 2

3

3 58
8 24  

 Þ = Þ =| | | |A A5
32 2  

| مقدار 2 قرار می دهیم: |A حالا به جای

 Þ - = - = =| | | | | | | |3 3 2 2

2

A A A A A A  

، دترمینان A هم حساب می شود:. 281 A3 با حساب کردن دترمینان

 | |A x3
2

2 1

0 4

8 0 8= - + = - - = -  

 Þ = - Þ = -| | | |A A3
8 2  

بنابراین داریم:
 | | | | | | | | | |A A A A A A A

2
2 2+ = - + = - = = -  

در گام اول دترمینان A را حساب می کنیم:. 282

 | |
| |

| |
| | ( ) | |3

4

2
3 4 2
2

9

2A
A

A
A A=

-
Þ ´ = +  

 Þ - + = Þ - - =| | | | ( | | )(| | )A A A A2
9 8 0 1 8 0  

 ®
=
=

ì
í
î

| |
| |
A
A

1

8
 

| را حساب می کنیم: |- 1

4
A در گام دوم

 | | ( ) | | | |- = - ´ =1

4

1

4 16

2A A A  

8 است.
16

1

2
= | و جواب برابر |A = 8 که بیشترین مقدار مربوط به

از طرفین تساوی داده شده دترمینان می گیریم:. 283

 | |
| | | |

| |
| | | | | | | |

| |
2

2

1

4 2 1
2

1

2

4

1

1

A
A A

A
A A A A

A
= Þ = ´ - ´

-
-  

 Þ - + = Þ - =4 4 1 0 2 1 0
2 2| | | | ( | | )A A A  

 Þ - = Þ =2 1 0
1

2
| | | |A A  

 | | | | ( )2 1 2 1 4
1

2
1 3

2A A+ = ´ + = + = در نتیجه داریم: 
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دترمینان A را برحسب ستون دوم که دوتا صفر دارد می نویسیم:. 284

 | |
| | | |

| |
| | | |

A
A A

A
A A

=
- -

0 3

0 0

0 2

 

 

KveoM ôvM
³»j oõw

| |
| | | |
| | | |

| | | || |
| |

A
A A
A A

A AA
A

´
- -

¾ ®¾¾ =¹
¸

3

2

1
30

-- -| | | |A A2

 

 = - + = Þ =2 3 1
2 2 2 2| | | | | | | |A A A A  

در نتیجه:
 | | | | | | | | ( | | )A A A A A2

1

4 4 4 2

1

2
1´ = = = =  

را . 285 آن ها  پس ضرب  داریم،  کار   A I- و  A I+ با چون 
انجام می دهیم که مزدوج است:

 ( ) ( )A I A I A I O I I- ´ + = - = - = -2  
 | ( )( ) | | |A I A I I- + = - و در نتیجه: 

 Þ - ´ + = Þ - =| | | | | |A I A I A I
3

1
1

3
 

) از ضرب آن ها و اتحاد . 286 )A I+ 2 ) و )A I- 2 با توجه به
مزدوج استفاده می کنیم:

 ( )( )A I A I A I O I I- + = - = - = -2 2 4 4 4
2 2  

 Þ - + = - ´ + = -| ( )( ) | | | | | | |A I A I A I A I I2 2 2 2 4

32

 

 = - Þ + = - = -
-
4 2

64

32
2

3

64

| | | |I A I  

و . 287 می رسیم   A I I3
2- = رابطهء به   A I3 3= رابطهء از 

اتحاد چاق و لاغر می زنیم:
 Þ - = - + +A I A I A A I3 2( )( )  

 Þ - = - ´ + +| | | ( ) | | |A I A I A A I
I

3

2

2

4

 

 Þ = - ´ Þ - = =2 4
8

4
2

3

1

| | | | | |I A I A I  

| را حساب می کنیم:. 288 |A ، پس در ابتدا | |
| |

A
A

- =1 1 می دانیم

 ÂX±X¶¯IM uÄoUI¶¾ ®¾¾¾¾¾ = ´ ´ = Þ =-| | | |A A1 3 1 3
1

3

1  

ابتدا دترمینان A را با بسط، برحسب ستون سوم حساب می کنیم:. 289

 | | ( )A = ´
-

+ = ´ + =1
1 2

1 3
0 1 3 2 5  

حالا داریم:

 | ( ) | | ( ) | | | (
| |

)A A A
A

3 1 1 3 1 3 3

3

1 1

5

1

125

- - -= = = = =  

داریم:. 290

 | | ( ) ( ) | |
| |

A A
A

-
-

= - = - Þ = = -1

1
4 1 2 3 2

1 1

2
 

، پس: | | | |kA k A2 2
2

´ = از طرفی می دانیم

 | | | | | | ( ) | | | | ( )A A A A A- = - = - = = - = -1 2
2 2 4 4

1

2
2  

) را ساده می کنیم:. 291 )( )5 2
1A A- ماتریس

 ( )( )5 2 10 10
10 0

0 10

1 1A A AA I- -= = =
é

ë
ê

ù

û
ú  

 Þ = =-det(( )( ))5 2 100 10
2A A  

از طرفی داریم:
 | |

| | ( ) ( )( )
A

A
- = =

- -
=1 1 1

4 1 2 3

1

10
 

و در نتیجه:
10 : نسبت دترمینان ها

1

10

10

2
3=  

از دو طرف تساوی، دترمینان می گیریم:. 292

 | | | |A A A- ´
-é

ë
ê

ù

û
ú ´ = ´

é

ë
ê

ù

û
ú

1 3
1 2

0 2

1 0

3 6
 

 Þ ´
-

´ = ´-| | | | | |A A A1 3
1 2

0 2

1 0

3 6
 

 Þ ´ ´ = ´ Þ =1
2 6 3

3

| |
( ) | | | | | |

A
A A A  

حالا داریم:
 | ( ) |

| | | |
A

A A
2 1

2 2

1 1 1

9

- = = =  

ابتدا دترمینان A و B را حساب می کنیم:. 293

 
| | ( ) ( )( )
| | ( ) ( )
A
B

= - - =
= - =

ì
í
î

10 1 2 2

3 1 0 1 3
 

و حالا داریم:
 | | | | | | | | | |A B B A A B B A3 1 2 1 3 1 2 1- - - -= ´ ´ ´  

 = ´ ´ ´ = ´ = ´ =| |
| |

| |
| |

| | | |A
B

B
A

A B3 2 21 1
4 3 12  

) می دانیم:. 294 )kA
k
A- -=1 11  

حالا از دو طرف، دترمینان می گیریم:

 | ( ) | | | | |
| | | |

kA
k
A

k
A

k A k A
- - -= = = =1 1

2

1

2 3

1 1 1 8  

 Þ =k 8 و با ساده کردن داریم: 
295 .

 A
a b
c d

=
é

ë
ê

ù

û
ú  

 Þ = + - -A a d A ad bc I2 ( ) ( ) رابطهء کیلی ـ همیلتون: 
| است و بنابراین داریم: |A = -2 طبق رابطهء کیلی ـ همیلتون

 | |
| |

A
A

- = = -1 1 1

2
 

می دانیم:. 296
 ( )A BA A B A- -=1 5 1 5  

 Þ = ´ ´ = ´ ´- -| ( ) | | | | | | |
| |

| | | |A BA A B A
A

B A1 5 1 5 51  

 = - ´ Þ = - Þ = -

-

( ) ( ) | | | |64
1

2
32 2

32

5B B  

297 . ( )P AP P A P- -=1 6 1 6 می دانیم: 
و باید دترمینان بگیریم:

 Þ = = ´- - -| ( ) | | | | | | |P AP P A P P A1 6 1 6 1 6  

 = ´ ´ =1 6 6

| |
| | | | | |

P
A P A  
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| را حساب می کنیم و به توان 6 می رسانیم: |A و در نهایت
 | | ( ) ( )( ) | |A A= - - - = - Þ =2 2 1 3 1 1

6  

) را ساده می کنیم و از دو طرف تساوی . 298 )A BA-1 2 رابطهء
 A I A BA A B A+ = =- -

2
1 2 1 2( ) دترمینان می گیریم: 

 Þ + = = = =- - -| | | ( )| | | | | | || | | |

| |

A I A BA A B A A B A B

A

2
1 2 1 2 1

1

2 2  

 Þ + =| | | |A I B2 2  
A را حساب می کنیم: I+ 2 حالا

 A I+ =
-
-

é

ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú =

-é

ë
ê

ù

û
ú2

1 2

3 1

2 0

0 2

3 2

3 1
 

 Þ + = - - = =| | ( ) | |A I B2 3 6 9
2  

) را خواسته، که داریم: )B2 1- از طرفی مسئله دترمینان

 | ( ) |
| | | |

B
B B

2 1

2 2

1 1 1

9

- = = =  

در گام اول با بسط دترمینان A برحسب ستون دوم داریم:. 299

 | | ( )A = + = - =3
1 1

2 4
0 3 4 2 6  

در گام دوم داریم:
 | | ( ) | | | |

| |

- = - ´- -1

3

1

3

4 1 3 4 1

1

A A A A

A

 

 = - ´ = - ´ = -1

27

1

27
6 8

3 3| |A  
می دانیم:. 300

 | | | | | | | ( ) |A A B B A A B B´ + ´ = + ´- - - -
3 2 3 2

1 1 1 1  
حالا ماتریس را با پخش کردن ساده می کنیم:

 Þ + = + ´- - -A A B B I AB B( ) ( )3 2 3 2
1 1 1  

 = + = +-( )3 2 3 2
1B AB B B A
I


 

3 را حساب کرده و دترمینان بگیریم: 2B A+ پس کافی است ماتریس

 Þ + =
-é

ë
ê

ù

û
ú +

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú3 2

3 0

6 3

6 2

0 4

3 2

6 7
B A  

 Þ + ´ = + =- -| ( ) | | |A A B B B A3 2 3 2
3 2

6 7

1 1  

 = - =3 7 2 6 9( ) ( )  

ساده . 301 پخش کردن،  با  را   A A B B( )- -+1 1 عبارت ابتدا 
می کنیم:

 Þ + = +- - - -A A B B AA AB B
I

( ) ( )1 1 1 1


 

 = + = +- -( )I AB B IB AB B
IB I

1 1
 

 
و در نتیجه داریم:

 Þ + = + =- -| ( ) | | |A A B B A B1 1
5  

را . 302  A I- و  A I+ ماتریس دو  به صورت سؤال  توجه  با 
در هم ضرب می کنیم:

 ( )( )A I A I A I I
O

+ - = - = -2


 
حالا از دو طرف دترمینان می گیریم:

 Þ + ´ - = - = Þ - = =| | | | | | | | /A I A I I A I
I

��� 1
1

4
0 25  

می کنیم:. 303 ضرب   A ماتریس  یک   I A+ -
2

ماتریس1 در 
 A I A A I´ + = +-( )2 2

1  
حالا از دو طرف دترمینان می گیریم:

 Þ ´ + = +-| | | | | |A I A A I2 2
1  

 ¸ -¾ ®¾¾ + = +| | | | | |
| |

A I A A I
A

2
21  

AA-1 می نویسیم:. 304 ماتریس I را به صورت

 I ABA AA ABA+ = +- - -1 1 1  

 
A

A A BA
pH Oa pH

.´ÄoÃ¬ïÂ¶ n¼T¨IÎ
( )- -+1 1  

و حالا از راست ازA-1 فاکتور می گیریم:

 Þ + = +- -I ABA A I B A1 1( )  

 Þ + = +- -| | | ( ) |I ABA A I B A1 1  

 = ´ + ´ = +-| | | | | | | |

| |

A I B A I B

A

1

1


 

| برابر 4 است و در نهایت داریم: |I B+ و در نتیجه

 | ( ) | | |B I B I+ = + = =2 2 2
4 16  

3 را در هم ضرب می کنیم:. 305 2A B+ دو ماتریسA-1 و

 A A B A A A B I A B
I

- - - -+ = + = +1 1 1 1
3 2 3 2 3 2( )



 

 Þ ´ + = + Þ + =- - -| | | | | | | |A A B I A B I A B1

1

3

3

1 1
3 2 3 2 3 2 1� ��� ��  

A را ساده می کنیم:. 306 A I O( )- = ابتدا 

 
A A O A A A A

A A A

2 2 2

2
0 1

- = Þ = ¾ ®¾¾¾ =

Þ = Þ =

·I¹Ã¶oUj
.´ÄoÃ¬ïÂ¶ | | | |

| | | | | | ,
 

است. حالا  | |A = و در نتیجه1 | |A ¹ ولی چون A وارون پذیر است، پس0
داریم:

 
2 3 2 3 5

2 3 5 25 25

2

2

A A A A A

A A A

+ = + =

Þ + = = =

( )

| A | | | | |
 

و در نتیجه:
  Þ + =

+
=-| ( A) |

| ( A) |
2 3

1

2 3

1

25

2 1

2
A

A
 

A ماتریس B را فاکتور می گیریم:. 307 B+ از سمت راست

 A B AI B AB B B AB I B
I

+ = + = + = +- -1 1


( )  

و حالا دترمینان ضرب دو ماتریس را می نویسیم:

 Þ + = + ´ Þ = + ´- -| | | | | | | |A B AB I B AB I1 1
10 2  

 Þ + =-| |AB I1
5  

تمام . 308  a = قرار دادن1- )با  می دهیم  قرار   -1 را  a عدد 
گزینه ها با هم متفاوت می شوند(:

 D =
-1 0 1

1 2 3

0 1 2

 

 KveoM ôvM
Ï»H oõw 

- ´ + + ´1
2 3

1 2
0 1

1 2

0 1
 

 = - - + - = - + =( ) ( )4 3 1 0 1 1 0

1

 
صحیح است. و بنابراین 
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را . 309 دترمینان  دو  هر  و  می دهیم  قرار   x = 1  
حساب می کنیم:

 D
x x

x x
x x

= =

+ - +
6 3 2

3 2 6

2 6 3

6 3 2

3 2 6

2 6 3

 

 KveoM ôvM
Ï»H oõw 

6 30 3 3 2 14 143( ) ( ) ( )- - - + = -  

 ¢ = =

+ - +

D
x x

x
x

2 2
6

9 2 9

3 4 4

1 1 6

9 2 9

3 4 4

 

 KveoM ôvM
Ï»H oõw 

1 28 9 6 30 143( ) ( ) ( )- - + + =  

 D = ´ = -
6 0 0

0 0 6

0 6 0

6
0 6

6 0
6
3KveoM ôvM

Ï»H oõw 
 

 ¢ = ´ = =D
0 0 6

9 0 9

0 4 4

6
9 0

0 4
6 36 6

3KveoM ôvM
Ï»H oõw 

( )  

¢ برقرار است. = -D D و بنابراین رابطهء
a قرار می دهیم:. 310 = 1

 D a
a

= -
-

=
1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 0 1

1 1 0

 

  KveoM  ôvM
³¼w ·¼Tw

1
1 0

1 1
1

1 1

1 1
1 1 1 0 1´ - ´ = ´ - ´ =  

D قابل قبول است. a= =2 2
1 و در بین گزینه ها

و . 311 می کنیم  جای گذاری  را   c = 2 و  b = 1 ، a =0 عددهای
هر دو دترمینان را حساب می کنیم:

 D bc ac ab
ac ab bc

= =
1 1 1 1 1 1

2 0 0

0 0 2

 

  KveoM ôvM
³¼w oõw

2
1 1

2 0
2 0 2 4= - = -( )  

 ¢ =
+
+
+

=D
a b b ab
b c c bc
a c a ac

1 1 0

3 2 2

2 0 0

 

  KveoM ôvM
³¼w oõw

2
1 0

2 2
2 2 0 4= - =( )  

¢ برقرار است. = -D D و بنابراین با توجه به گزینه ها رابطهء
b و داریم:. 312 = a و1- = فرض می کنیم1

 
1 3 4

1 1 2

1 1 2

1 3 0

1 2 1

1 0 3

2

2

( )

( )

( )

a b

a a b

b b a

+

+ +

+ +

=  

 KveoM ôvM
Ï»H oõw 1

2 1

0 3
3
1 1

1 3
6 6 0´ - = - =  

b به جواب صفر می رسد. = a و1- = است که با جای گذاری1 و تنها 

c باشد، در این صورت . 313 = -1 b و = 2 ، a = فرض کنید1
، 2 و 6 می شود که با هم متفاوت اند. حالا دترمینان  -2 مقدار گزینه ها برابر صفر،

را حساب می کنیم:

 

1

1

1

1 1 3

1 2 5

1 1 1

1 1

1 2

1 1

2

2

2

6 5 1 2 5 3

a bc a

b ac b

c ab c

-

-

-

=
-
-

- -
- -

 

 t»nIw ( ) ( )2 5 3 6 5 1 0- + - - + + =  
است. و بنابراین جواب 

314 . y x z= + هم شرط  z =0 و  x y= = انتخاب1- با 
هم  با  که  می شوند   -2 و  -1 ،1  ،2 ترتیب  به  گزینه ها  هم  و  می شود  درست 

متفاوت هستند. حالا دترمینان را حساب می کنیم:

 

1

1

1

0 1 1

1 1 1

1 0 2

0 1

1 1

1 0

1 0 1 0 1 0

+ +
+
+

=
- -
- -

-

-
-

x x y z
y x z
z x y

 

 t»nIw ( ) ( )0 1 0 1 0 1 1+ + - + + + = -  
x که با عددگذاری ما همان1- بود را انتخاب می کنیم. x z2( )+ یعنی پس 

متفاوت . 315 گزینه ها  تمام   a b c= = = عددگذاری1 با 
می شوند و به ترتیب 3، 0، 2 و 6 هستند. حالا داریم:

b c a c b a
a b c
+ + +

2 2 2

2 2 2

1 1 1

2 2 2

2 2

1 1

2 2

4 4 4 4 4 4

t»nIw

 
 = + + - + + =( ) ( )4 4 4 4 4 4 0  

جواب است. و در نتیجه 

اگر در یک ماتریس دو سطر یا ستون برابر هم )یا ضریبی از هم( 
باشند، دترمینان همیشه صفر است.

چون گزینه ها به b و c بستگی ندارد آن ها را صفر می گذاریم . 316
a را هم جای گذاری می کنیم به این ترتیب گزینه ها  = و برای راحتی محاسبه1

1- می شود: 2- و ،2 ،3

 

a
b c

a b c
a b c
a b c

=
= =¾ ®¾¾ + +

+ +
=1

0
2 2 1 2 2

3 3 2 3 3

1 0 0

2 1 2

3 2 3
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Ï»H  oõw

1
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2 3
0 1 3 4 1´ + = ´ - = -( )

 

a- است. یا همان و جواب 

a داریم:. 317 b= با عددگذاری0=

 k
a b

a
b

= = ´ = -
2

3 1

1 2

0 0 2

3 1 0

1 0 2

2
3 1

1 0
2

 KveoM ôvM
Ï»H oõw

 

 D
a

b
a

=
-2 2 0 0

1 2

3 1

 

 =
-

- ´ = - - =
2 0 0

1 0 2

3 1 0

2
0 2

1 0
2 2 4

 KveoM ôvM
Ï»H oõw

( )  

D برقرار است. k= -2 D رابطهء = 4 k و = -2 پس با توجه به گزینه ها
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b داریم:. 318 = 1 a و =0 با عددگذاری

 k
a b
a b
a

=
+

-
=

-

1 2

1

2 1 1

1 1 2

0 1 1

0 1 1
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Ï»H oõw
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-
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a b
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=
+
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1 2

0 3

2 2 2
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Ï»H  ·¼Tw

1
0 3

2 2
1

1 2

2 2
0´

-
+ ´ +  

 = ´ + + ´ - =1 0 6 1 2 4 4( ) ( )  
D صحیح است. k= -2 D رابطهء = 4 k و = -2 و با توجه به گزینه ها و

را . 319 دترمینان ها  و  می کنیم  جای گذاری  را   a =0 مقدار
حساب می کنیم:

 k a= =
2 3 1

1 5

1 4 1

2 3 1

0 1 5

1 4 1

 KveoM ôvM
Ï»H  ·¼Tw

2
1 5

4 1
1
3 1

1 5
´ +  

 = - + ´ - = -
-

2 1 20 1 15 1 24

19 14

( ) ( )  

 D a= = = ´ + ´
4 3 1

2 1 5

3 4 1

4 3 1

0 1 5

3 4 1

4
1 5

4 1
3

3 1

1 5
 

 = - + - = -
-

4 1 20 3 15 1 34

19 14

( ) ( )  

D برقرار است. k= +2 14 که با توجه به گزینه ها رابطهء
b را انجام می دهیم:. 320 c= =0 a و = عددگذاری1

 k =
-

´
-

= ´ - - = -
1 0 0

2 1 1

3 2 1

1
1 1

2 1
1 1 2 3
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Ï»H oõw
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 D a b c=
-

+ =
-6 4 2

2 1 2 2

4 2 2

6 4 2

3 0 0

4 2 2
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- ´
-

= - ´ + = -3
4 2

2 2
3 8 4 36( )  

D صحیح است. k= -8 D در گزینه ها رابطهء12 = -36 k و = -3 و با مقایسهء
a داریم:. 321 =0 با جای گذاری

 k =
-

´ -
-

2 3 0

4 1 2

1 2 3

2
1 2

2 3
3

4 2

1 3

 KveoM ôvM
Ï»H oõw 

 

 = - - = -2 1 3 14 44( ) ( )  
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a

=
+

-
=

-

6 4 1

2 8 2

4 2 3

6 4 1

2 8 2

4 2 3
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6
8 2

2 3
4
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4 3
1

2 8

4 2-
- + ´

-
 

 = - - + - =6 28 4 2 36 140( ) ( ) ( )  

 D k= - -4 36 D رابطهء =140 k و = -44 که با توجه به گزینه های مشابه و
برقرار است.

a داریم:. 322 = با جای گذاری1

 
k
1

12 0 10 20 8 0

2 1 3

2 2 4

2 0 5

2 1

2 2

2 0

t»nIw = + + - + + =( ) ( )20 8 0 10 0 12 6  

 k
2

3 3 1

4 4 1

5 2 1

1
4 4

5 2
1

3 3

5 2
1

3 3

4 4
= ´ - ´ + ´ KveoM ôvM

³¼w ·¼Tw 
 

 = ´ - - ´ - + = -1 12 1 9 0 3( ) ( )  
k برقرار است. k

1 2
2= - k در گزینه ها رابطهء

1
6= k و

2
3= - که با توجه به

a داریم:. 323 b= با جای گذاری0=

 k
a b

= -
-

= -
-

3

1 1 2

1 2 3

0 0 3

1 1 2

1 2 3
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D
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=
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-
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=
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-
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=
-

-
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-
-
-

-

2 2 4

1 1 2

1 2 3
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1

1

2

1

2

4 8 -- - -6 6 4 8

 = - + - - - + - = -
- -

( ) ( )6 4 8 4 8 6 8

10 2

 

 D k= - - 5 یعنی رابطهء  D = -8 k و = 3 که با توجه به مقدارهای
برقرار است.

a رانتخاب می کنیم و داریم:. 324 b= برای عددگذاری0=

 D a b= =
1 2 4

1

2 5 1

1 2 4

0 0 1

2 5 1
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- ´ = - - = -1
1 2

2 5
1 5 4 1( )  

 ¢ =
-

=
-

D
a b

1 2 4

4 10 2

1

1 2 4
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0 0 1
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³¼w oõw 

- ´ = - ´ - = -1
1 2

4 10
1 10 8 2( )  

 ¢ = - -D D2 4 ¢ و گزینه ها، رابطهء = -D 2 D و = که با توجه به مقدارهای1-
برقرار است.

b را در نظر می گیریم:. 325 = 2 a و =0 عددگذاری

 Þ = - -
-

- -
= =A

0 2 0

1 2 0

0 2 2

2
0 2

1 2
2 2 4

 KveoM ôvM
³¼w ·¼Tw 

( )  

حالا دترمینان دوم را هم حساب می کنیم:

 B
b a
b a
a b b

=
-
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2 1 0
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به  که  تنها  و  می کنیم  جایگزین  را   b = 2 و  A = 4 گزینه ها در  حالا 
B است، جواب مسئله است.

b
A= 2 صورت

b داریم:. 326 c= =0 a و = 7 با جای گذاری

 | |A = ´ ´ = ´
12 0 0

7 5 0

7 0 5

12 5 5 12 5
2ÂX±X¶ï¸ÃÄIQ  

حالا داریم:
 | | | |

| |
5 5 5

1 5

12 5

5

12
3 3

1 3 1 3
3

2
A A

A´
- -= = ´ =

´
=  

3 است و . 327 6( )a b c x+ + + = مجموع تمام داده ها برابر
 a b c x+ + + = 2 در نتیجه: 
 a x+ = 2 b در نظر می گیریم و داریم:  c= =0 حالا برای راحتی کار

 | |A
a x a a
b b x b
c c c x

a x a a
x
x

=
+

+
+

=
+
2

0 0

0 0

 

 ÂX±X¶ï¯IM
2 2 8 4 2

2 2 2x x x xÞ = Þ = Þ = ±  
n است. پس ماتریس n تا ستون دارد و . 328 n´ مرتبهء ماتریس

a است. بنابراین داریم: n1 منظور از درایهء سطر اول و ستون آخر،
a n n an1 23

1 1 2 3 1 4= + - = = + - =,  
a
a

n nn1

23

2
4

2 8= Þ = Þ = در نتیجه: 

a را خواسته که کافی است در 
82

8 است و مسئله از ما 8´ یعنی مرتبهء ماتریس
a
82

8 2 1 9= + - = فرمول درایهء عمومی جای گذاری کنیم: 
ضرب دو ماتریس را می نویسیم:. 329
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Þ = = Þ = Þ + =a b b a b0
2

1 2 2, و داریم: 

در گام اول، ماتریس A را با نوشتن اعضا مشخص می کنیم:. 330
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و در نتیجه:

A A2
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Þ - =A A I2
4 5  

در هر سطر یا ستون ماتریس اسکالر، فقط یک عدد روی . 331
به  ماتریس  داده است، پس  را 3  این عدد  داریم و چون در مسئله  اصلی  قطر 

 27I A3 همان 3I است. حالا ماتریس  یا همان ماتریس
3 0 0

0 3 0

0 0 3

é
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ê
ê
ê

ù
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صورت

است که دوباره در هر سطر یا هر ستون فقط یک عدد 27 دارد و جمع درایه های 
A3 هم 27 می شود: ستون دوم

A3
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) و در نتیجه:. 332 ) ( )A A- -=1 2 2 می دانیم1

 (( ) ) (( ) ) ( )A I A I A A I- = - = - +- - -1 2 2 1 2 1
2  

2 می گذاریم: 2A I- A2 ماتریس و به جای

 Þ - = - - +- -(( ) ) ( )A I A I A I1 2 1
2 2 2 = - = --( )I I1  

ابتدا عبارت را از چپ درA-1 ضرب می کنیم:. 333

 ´ - --
¾ ®¾¾ + = =A

I
I A B A AB B

1

2 3 3
1 1



 

B-1 ضرب می کنیم: و حالا از راست در

 B A BB BB B A I
I I

- - - - - -+ = Þ + =1 1 1 1 1 1
2 3 2 3
 

 

دستگاه معادلات را تشکیل می دهیم:. 334

 
- + = - Þ =

+ - =
ì
í
î

y y
y x

2 2 1 5

2 2 1

( )
 

y را در معادلهء دوم جایگزین می کنیم و x را حساب می کنیم: = 5 و
 5 2 2 1 2 2 1+ - = Þ = - Þ = -x x x  
Þ + = - + =x y 1 5 4 و در نهایت: 

335 . ،BA و  ABی 2 2´ ماتریس های ضرب  در  می دانیم 
دترمینان ها برابر و جمع درایه های قطر اصلی هم با هم برابر است:

 Þ + = + =x y 1 2 3  
در گام اول داریم:. 336

 | |
| | | |

A
A A

-
-

= = Þ = =1

1

1 1
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1

3

9  

|
| |

| | | | |3
9 9 9 3 3 3 3

1

9

3 3 6 7

A
A A A

-
= = ´ = ´ = ´ = و در نتیجه: 

| را از دو رابطه حساب می کنیم:. 337 |B در گام اول
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در گام دوم این دو معادله را مساوی قرار می دهیم:

 Þ + = Þ = Þ =5 4 9 4 4 1| | | | | | | |A A A A  

 | | | |A A3 3 3
1 1= = = و در نتیجه 

338 . k اول0= دترمینان  از  دهیم  قرار   a b= اگر0=
a و = به دست می آید و تمام گزینه ها یکی می شود که مناسب نیست. پس1

b انتخاب می کنیم: =0

k =
-

¾ ®¾¾¾ - ´
-

+ - ´ = -
1 1 2

1 0 1

2 1 1

1
1 2

1 1
0 1

1 1

2 1
4

KveoM  õvM
³»j oõw  

b دترمینان دوم را هم حساب می کنیم: =0 a و = و همین طور با جای گذاری1

Þ = - ¾ ®¾¾¾¾¾ - ´
-

= -D
1 1 2

1 0 3

2 0 2

1
1 3

2 2
8

·I¹Ã¶oUj
³»j ·¼Tw KveoM  

k را جایگزین می کنیم و گزینه ای درست است که به ما = 4 حالا در گزینه ها
2k- و  است. 8- بدهد که جواب
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