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پ  ی  ش  گ  ف  ت  ار
دی  گ  ر، ط  رف از ن  دارد.١ وج  ود م  درس  ه ای درس  ی ب  رن  امۀ در «گ  راف» اص  ط  لاح
ع  ل  وم ه  م  چ  ن  ی  ن ری  اض  ی، ع  ل  وم ش  اخ  ه ه  ای از ب  س  ی  اری در م  وض  وع ای  ن
دارد. ک  ارب  رد اق  ت  ص  اد) ج  م  ل  ه (از رش  ت  ه ه  ا س  ای  ر و ال  ک  ت  رون  ی  ک ک  ام  پ  ی  وت  ر،
وی  ژگ  ی ه  ای و ری  اض  ی م  وج  ودات ای  ن ب  ا دان  ش آم  وزان آش  ن  اک  ردن ب  ن  اب  رای  ن
ای  ن چ  گ  ون  ه ک  ه م  ی ده  ی  م ی  اد آن ه  ا ب  ه ه  م  ی  ن ب  رای اس  ت. م  ه  م ب  س  ی  ار آن ه  ا
ک  ن  ن  د. اس  ت  ف  اده م  س  ئ  ل  ه ه  ا ح  ل در آن ه  ا از و ب  ب  رن  د ب  ه ک  ار درس  ت را اص  ط  لاح  ات
ن  م  ون  ه (اول  ی  ن اس  ت ری  اض  ی  ات در ج  دی  د ن  س  ب  ت  اً ش  اخ  ه ای گ  راف ن  ظ  ریۀ
ک  ه ب  رم  ی گ  ردد ک  ون  ی  گ  س  ب  رگ ش  ه  ر پ  ل ه  ای م  ورد در اوی  ل  ر ل  ئ  ون  ارد ب  ه ک  ار
را گ  راف اص  ط  لاح ول  ی ن  ه  اد. ب  ن  ی  ان ١٧٣۶ س  ال در را گ  راف ن  ظ  ری  ۀ پ  ای  ه ه  ای
اس  ت  ف  اده م  ج  ار، ری  اض  ی دان ک  وی  ی  ن  گ، دن  ش اول  ی  ن ب  ار ب  رای ب  ع  د س  ال ٢٠٠
در ری  اض  ی دان ه  ا آم  دۀ ب  ه دس  ت ن  ت  ای  ج ت  م  ام  ی ارائۀ ای  ن ه  م  ه، ب  ا اس  ت). ک  رده
م  ع  رف  ی ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. غ  ی  رم  م  ک  ن ق  ط  ور ب  س  ی  ار ک  ت  اب  ی در ح  ت  ی ح  وزه ای  ن
ک  لاس ه  ای گ  ی  رد. ص  ورت م  رح  ل  ه چ  ن  د در ب  ای  د دان  ش آم  وزان ب  ه گ  راف ن  ظ  ری  ۀ
ک  رد ب  رگ  زار ت  اب  س  ت  ان  ی) م  درس  ه ای در (م  ث  لا�، ه  م س  ر پ  ش  ت م  ی ت  وان را م  س  ت  ق  ل

ک  رد. را ک  ار ای  ن زی  اد زم  ان  ی ف  اص  ل  ه ه  ای ب  ا ج  داگ  ان  ه م  ح  اف  ل  ی در ی  ا
و گ  راف ب  ا دوازده  م س  ال در دان  ش آم  وزان ای  ران، در ری  اض  ی آم  وزش ب  رن  ام  ۀ در ١ال  ب  ت  ه،

م  ی ش  ون  د.‐م. آش  ن  ا آن اب  ت  دای  ی وی  ژگ  ی ه  ای

ه  ف  ت



ش  ای  د ح  ت  ی (و ه  ف  ت  م و ش  ش  م پ  ای  ه ه  ای دان  ش آم  وزان آش  ن  ا ک  ردن م  ا ن  ظ  ر ب  ه
م  ق  اط  ع در ک  ار ه  م  ی  ن دادن ادام  ه و گ  راف ه  ا اب  ت  دای  ی م  ف  اه  ی  م ب  ا پ  ای  ی  ن ت  ر)

اس  ت. م  ن  اس  ب پ  ی  چ  ی  ده ت  ر، ن  ت  ای  ج و م  ف  اه  ی  م ب  ررس  ی ب  ا ب  الات  ر،
زی  رن  د: ق  رار ب  ه ک  ت  اب ای  ن درس ه  ای

رأس ه  ا. درجۀ گ  راف ه  ا. ب  ا آش  ن  ای  ی اول. درس
ه  ی  چ ب  ه اس  ت. ش  ده ط  راح  ی ه  ف  ت  م و ش  ش  م پ  ای  ه ه  ای دان  ش آم  وزان ب  رای

ن  دارد. ن  ی  از اض  اف  ی دان  ش
دس  ت دادن. ل  م دوب  خ  ش  ی. گ  راف ه  ای دوم. درس

اس  ت. ش  ده ط  راح  ی ه  ف  ت  م و ش  ش  م پ  ای  ه ه  ای دان  ش آم  وزان ب  رای
ب  اش  ن  د. آش  ن  ا زوج  ی  ت م  ف  ه  وم ب  ا ب  ای  د دان  ش آم  وزان

دوره  ا. اس  اس  ی. م  ف  اه  ی  م س  وم. درس
اس  ت. ش  ده ط  راح  ی ه  ف  ت  م و ش  ش  م پ  ای  ه ه  ای دان  ش آم  وزان ب  رای
ب  ره  ان ب  ا اث  ب  ات و م  ق  دم  ات  ی ت  رک  ی  ب  ی  ات زوج  ی  ت، م  ف  ه  وم ب  ا ب  ای  د دان  ش آم  وزان

ب  اش  ن  د. آش  ن  ا خ  ل  ف
درخ  ت. چ  ه  ارم. درس

اس  ت. ش  ده ط  راح  ی ه  ش  ت  م و ه  ف  ت  م پ  ای  ه ه  ای دان  ش آم  وزان ب  رای
(ب  ه ب  اش  ن  د م  ت  ب  ح  ر (غ  ی  ررس  م  ی) اس  ت  ق  رای  ی اس  ت  دلال در ب  ای  د دان  ش آم  وزان

ن  ی  س  ت). ن  ی  از ری  اض  ی اس  ت  ق  رای
اس  ت: ش  ده ت  ق  س  ی  م ب  خ  ش س  ه ب  ه درس ه  ر م  ف  اد

و اث  ب  ات ب  ا گ  زاره ه  ا ت  ع  ری  ف ه  ا، ک  لاس: در ب  ح  ث ب  رای ن  ظ  ری م  ط  ال  ب ‐
م  ث  ال ه  ا؛ ن  ک  ت  ه ه  ا،

درس؛ ه  ر پ  ی  ش  ن  ه  ادی م  س  ائ  ل ‐
آم  وزش  ی. ن  ک  ات و م  س  ائ  ل ح  ل ‐

ت  ک  م  ی  ل ک  ن  ن  دۀ و ب  ی  ش  ت  ر م  س  ئ  ل  ه ه  ای از ف  ه  رس  ت  ی ک  ت  اب ان  ت  ه  ای در ب  ه ع  لاوه،
اس  ت. آم  ده ک  لاس م  ب  اح  ث

ه  ش  ت



ب  ه ع  ن  وان ک  ه م  ف  اه  ی  م از رس  م  ی ت  ع  ری  ف ه  ای ج  داگ  ان  ه پ  ی  وس  ت  ی در
اس  ت. ش  ده گ  ردآوری ب  ود، ش  ده اس  ت  ف  اده آن ه  ا از ک  لاس م  وض  وع  ات

م  س  ئ  ل  ه ه  ای و م  ت  ن دق  ی  ق ب  ررس  ی ب  رای ش  اپ  ووال  ف از ن  وی  س  ن  دگ  ان
م  ی ک  ن  ن  د. ق  دردان  ی پ  ی  ش  ن  ه  ادی

ن  ه



اول درس
رأس ها درجۀ گراف ها. با آشنایی
در اس  ت  ف  اده ب  رای دان  ش آم  وزان ب  ه گ  راف م  ف  ه  وم آم  وزش درس ای  ن ه  دف
ن  وش  ت  ن در و م  ی آی  د ب  ه ک  ار آن ه  ا راه ح  ل در گ  راف ک  ه اس  ت م  س  ئ  ل  ه ه  ای  ی

م  ی ک  ن  د. ک  م  ک آن ه  ا ب  ه پ  اس  خ ی  اف  ت  ن و راه ح  ل
م  س  ئ  ل  ه ه  ای  ی اول ب  خ  ش در اس  ت: ش  ده ت  ش  ک  ی  ل ب  خ  ش دو از درس ای  ن
ب  ه را م  س  ئ  ل  ه ف  رض ه  ای اس  ت لازم ف  ق  ط آن ه  ا ح  ل ب  رای ک  ه م  ی ش  ون  د م  ط  رح
چ  ن  ی  ن ک  ن  ی  د. ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ش  ک  ل ای  ن اس  اس ب  ر و ب  ک  ش  ی  د گ  راف ی  ک ش  ک  ل

آورده ای  م. م  ث  ال ع  ن  وان ب  ا را م  س  ئ  ل  ه ه  ای  ی
آن ب  ه م  رب  وط ح  ک  م ه  ای س  اده ت  ری  ن و رأس درجۀ م  ف  ه  وم دوم ب  خ  ش در
م  ث  ال ه  ای  ی ش  ده، آورده لازم ت  ع  ری  ف ه  ای ب  خ  ش ای  ن در ک  رده ای  م. ب  ررس  ی را

اس  ت. ش  ده م  ط  رح ی  ال ه  ا ب  ه م  رب  وط ش  م  ارش  ی م  س  ئ  ل  ۀ چ  ن  د و ش  ده زده

گ  راف ه  ا ش  ک  ل
پ  رت  ق  ال ب  اغ ب  ا آن  ان  اس و ان  گ  ور ب  اغ ه  ای دارد. م  ی  وه ب  اغ ٩ ده  ک  ده ای .١ م  ث  ال
زردآل  و ب  اغ اس  ت، ه  م  س  ای  ه س  ی  ب و ان  گ  ور ب  اغ ه  ای ب  ا م  وز ب  اغ ه  م  س  ای  ه ان  د،
ه  م  س  ای  ه ن  ارن  گ  ی ب  اغ ب  ا گ  ردو ب  اغ و اس  ت ن  ارن  گ  ی و ک  ی  وی ب  اغ ه  ای ه  م  س  ایۀ
ب  اغ ه  ای  ی ن  دارد. وج  ود ده  ک  ده ای  ن در دی  گ  ری ب  اغ ه  ی  چ ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت.
ه  م  س  ای  ه ب  اغ ه  ای از ع  ب  ور ب  ا آی  ا دارن  د. م  ش  ت  رک دی  وار ک  ه ه  س  ت  ن  د ه  م  س  ای  ه

رف  ت؟ ن  ارن  گ  ی ب  اغ ب  ه پ  رت  ق  ال ب  اغ از م  ی ت  وان

١



ن  م  ی ت  وان. خ  ی  ر، پ  اس  خ.
ه  م  س  ای  ه ک  ه را آن ه  ای  ی س  پ  س م  ی ک  ن  ی  م، ف  ه  رس  ت را ب  اغ ه  ا راه حل.

م  ی ک  ن  ی  م: وص  ل ه  م ب  ه خ  ط ی  ک ب  ا ه  س  ت  ن  د
آن  ان  اس ‐ پ  رت  ق  ال ‐ ان  گ  ور ‐ م  وز ‐ س  ی  ب

گ  ردو ‐ ن  ارن  گ  ی ‐ زردآل  و ‐ ک  ی  وی
اس  ت. ک  ش  ی  دن ش  ک  ل م  س  ئ  ل  ه ه  ا ای  ن ج  ور ح  ل اص  ل  ی ای  دۀ

م  ه  ره (ال  ف)) ١ ش  ک  ل (م  ط  اب  ق پ  ن  ج ض  ل  ع  ی ی  ک از رأس س  ه در .٢ م  ث  ال
رأس ه  ای ب  ه ق  ط  ره  ا روی از را م  ه  ره ه  ر ه  س  ت  ی  م م  ج  از اس  ت. ش  ده گ  ذاش  ت  ه
ک  ه رس  ی  د وض  ع  ی  ت  ی ب  ه م  ی ت  وان ع  م  ل ای  ن ت  ک  رار ب  ا آی  ا ده  ی  م. ان  ت  ق  ال خ  ال  ی
دو و ب  اش  د ن  ک  رده ت  غ  ی  ی  ر ج  ای  ش م  ه  ره ه  ا از ی  ک  ی ف  ق  ط ١(ب)) ش  ک  ل (م  ط  اب  ق

ب  اش  ن  د؟ داده ج  ا ت  غ  ی  ی  ر دی  گ  ر م  ه  رۀ

١(ب) ش  ک  ل ١(ال  ف) ش  ک  ل
٢





آن ه  ا از ت  ع  دادی ک  ه دک  م  ه ه  ا از م  ج  م  وع  ه ای ش  ک  ل ب  ه گ  راف ت  ج  س  م ه  م  چ  ن  ی  ن،
ج  ای ح  ال، ع  ی  ن در اس  ت. س  ودم  ن  د وص  ل ش  ده ان  د ه  م ب  ه ری  س  م  ان ه  ای  ی ب  ا
ه  م  ان گ  راف ن  دارد: اه  م  ی  ت  ی آن ه  ا از ری  س  م  ان ه  ا ع  ب  ور چ  گ  ون  گ  ی و دک  م  ه ه  ا
ش  ده ان  د وص  ل ه  م ب  ه ری  س  م  ان ه  ا ب  ا دک  م  ه ه  ا از ج  ف  ت ک  دام ای  ن  ک  ه ف  ق  ط اس  ت،

ب  ب  ی  ن  ی  د). را ٢(ب) و ٢(ال  ف) (ش  ک  ل ه  ای اس  ت م  ه  م

٢(ب) ش  ک  ل ٢(ال  ف) ش  ک  ل

رأس درجۀ
آن ب  ه ک  ه اس  ت ی  ال ه  ای  ی ت  ع  داد رأس ه  ر م  رت  ب  ۀ) (ی  ا درج  ۀ .٢ تعریف
آن ب  ه م  ت  ص  ل ی  ال ه  ای ت  ع  داد ک  ه اس  ت رأس  ی زوج رأس اس  ت. م  ت  ص  ل رأس

ب  اش  د. ف  رد آن ب  ه م  ت  ص  ل ی  ال ه  ای ت  ع  داد ک  ه اس  ت رأس  ی ف  رد رأس و زوج،
و ٢ ب  راب  ر B رأس درج  ۀ ،٣ ب  راب  ر A رأس درج  ۀ زی  ر، �  راف در م  ث  ��،

اس  ت. ١ ب  راب  ر C رأس درج  ۀ

٣ ش  ک  ل

۴



م  س  ئ  ل  ه ه  ا

ب  رق  رار ف  ض  ای  ی ارت  ب  اط ه  ای ش  م  س  ی م  ن  ظ  ومۀ س  ی  ارۀ نُ  ه م  ی  ان .١ مسئلۀ
زم  ی  ن‐ع  ط  ارد، م  ی ک  ن  ن  د: ح  رک  ت م  س  ی  ره  ا ای  ن در م  وش  ک ه  ا اس  ت. ش  ده
ع  ط  ارد‐زه  ره، پ  ل  وت  ون‐ع  ط  ارد، زم  ی  ن‐پ  ل  وت  ون، پ  ل  وت  ون‐زه  ره،
و م  ش  ت  ری‐م  ری  خ زح  ل‐م  ش  ت  ری، ن  پ  ت  ون‐زح  ل، اوران  وس‐ن  پ  ت  ون،

ب  رود؟ م  ری  خ ب  ه زم  ی  ن از م  ی ت  وان  د م  س  اف  ری آی  ا م  ری  خ‐اوران  وس.
ص  ف  حۀ ی  ک گ  وش  ۀ چ  ه  ار در س  ی  اه، دوت  ا و س  ف  ی  د دوت  ا اس  ب، چ  ه  ار .٢ مسئلۀ
ب  ن  اب  ر م  ی ت  وان  ن  د اس  ب ه  ا ش  ده ان  د. داده ق  رار ۴ ش  ک  ل م  ط  اب  ق ٣ × ٣ ش  ط  رن  ج  ی
س  ف  ی  د اس  ب ه  ای م  ی ت  وان آی  ا ب  رون  د. خ  ال  ی خ  ان  ه ه  ای ب  ه ش  ط  رن  ج ع  ادی ق  واع  د

داد؟ ان  ت  ق  ال پ  ای  ی  ن گ  وش  ه ه  ای ب  ه را س  ی  اه اس  ب ه  ای و ب  الا گ  وش  ه ه  ای ب  ه را

۴ ش  ک  ل
چ  گ  ون  گ  ی اس  ت ب  ه  ت  ر ب  ده  ی  د، دان  ش آم  وزان ب  ه را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ای  ن  ک  ه از ق  ب  ل

ک  ن  ی  د. ی  ادآوری آن ه  ا ب  ه را اس  ب ح  رک  ت

ک  ه ن  وش  ت ط  وری ردی  ف ی  ک در را ٩ ت  ا ٠ رق  م ه  ای م  ی ت  وان آی  ا .٣ مسئلۀ
ب  اش  د؟ ب  خ  ش پ  ذی  ر ١٣ ی  ا ،٧ ی  ا ،۵ ب  ر م  ج  اور رق  م دو ه  ر م  ج  م  وع

از ج  ف  ت ه  ای  ی ک  ه دارد، وج  ود ک  ام  پ  ی  وت  ر ۵٠ ش  رک  ت  ی در ال  ف) .۴ مسئلۀ
ک  اب  ل ٨ ب  ای  د ک  ام  پ  ی  وت  ر ه  ر ب  ه ش  ون  د. وص  ل ه  م ب  ه ک  اب  ل ب  ا ب  ای  د آن ه  ا

م  ی ک  ن  ی  د؟ پ  ی  دا ن  ی  از ک  اب  ل چ  ن  د ب  ه م  ج  م  وع در ب  اش  د. وص  ل

۵



ای  ن اس  ت. ٧ ب  ا ب  راب  ر آن ه  ا از ی  ک ه  ر درج  ۀ ک  ه دارد رأس ۴٠ گ  راف  ی ب)
دارد؟ ی  ال چ  ن  د گ  راف

ه  ی  چ ه  م  چ  ن  ی  ن ک  رده ان  د. اج  را خ  وان  ن  ده دو را آه  ن  گ ه  ر ک  ن  س  رت  ی در پ)
خ  وان  ن  ده ١۵ ک  ل در ن  داش  ت  ه ان  د. اج  را ه  م ب  ا ی  ک ب  ار از ب  ی  ش ن  ف  ری دو
آه  ن  گ چ  ن  د اس  ت. داش  ت  ه ه  ن  رن  م  ای  ی ۵ ک  دام ه  ر و ب  وده ان  د ح  اض  ر

اس  ت؟ ش  ده اج  را
ش  ه  ر ٧ ب  ه دس  ت ک  م آن ه  ا از ی  ک ه  ر از ک  ه دارد ش  ه  ر ١۵ ک  ش  وری .۵ مسئلۀ
ش  ه  ر ه  ر از م  ی ت  وان ک  ن  ی  د ث  اب  ت اس  ت. ش  ده ک  ش  ی  ده م  س  ت  ق  ی  م ج  اده ه  ای  ی دی  گ  ر
ک  رد). ع  ب  ور دی  گ  ر ش  ه  ره  ای از (م  ی ت  وان رف  ت دی  گ  رش ش  ه  ر ه  ر ب  ه ک  ش  ور ای  ن

۶



و گ  رف  ت  ه ک  ش  ت  ی م  رب  ی ده ب  ا درس  ت ن  وآم  وز ه  ر ک  ش  ت  ی، ب  اش  گ  اه در .۶ مسئلۀ
ب  وده ب  ی  ش  ت  ر ک  دام ت  ع  داد اس  ت. گ  رف  ت  ه ک  ش  ت  ی ن  وآم  وز ن  ه ب  ا درس  ت م  رب  ی ه  ر

م  رب  ی ه  ا؟ ی  ا ن  وآم  وزان اس  ت:
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آم  وزش  ی ن  ک  ات و م  س  ئ  ل  ه ه  ا ح  ل

گ  راف ه  ا ش  ک  ل
ن  م  ی ت  وان  د. خ  ی  ر، پاسخ. .١ مسئلۀ

را ۵ ش  ک  ل ک  ن  ی  د، درس  ت گ  راف (ی  ک ب  ک  ش  ی  م ن  م  وداری م  ی ت  وان  ی  م
پ  اره خ  ط ب  ا را آن ه  ا ب  ی  ن ارت  ب  اط  ی م  س  ی  ره  ای و ن  ق  ط  ه ه  ا ب  ا را س  ی  اره ه  ا ب  ب  ی  ن  ی  د):

م  ی ده  ی  م. ن  ش  ان

۵ ش  ک  ل

ن  م  ی ت  وان ک  ه اس  ت روش  ن ن  م  ودار ای  ن روی از رس  ی  دی  د؟ ن  ت  ی  ج  ه ای چ  ه ب  ه
رف  ت. م  ری  خ ب  ه زم  ی  ن از

ن  م  ی ت  وان. خ  ی  ر، پاسخ. .٢ مسئلۀ
ش  م  اره گ  ذاری ۶(ال  ف) ش  ک  ل م  ط  اب  ق را ش  ط  رن  ج ص  ف  حۀ خ  ان  ه ه  ای
رأس ه  ای ب  ب  ی  ن  ی  د): را ۶(ب) (ش  ک  ل م  ی ک  ن  ی  م درس  ت گ  راف ی  ک م  ی ک  ن  ی  م.
خ  ان  ه ه  ای  ی ات  ص  ال ب  ا گ  راف ی  ال ه  ای و ش  ط  رن  ج ص  ف  حۀ خ  ان  ه ه  ای ب  ا گ  راف ای  ن
ب  ا م  ی ت  وان (ی  ع  ن  ی، اس  ت م  ت  ن  اظ  ر دارن  د، ف  اص  ل  ه ه  م از اس  ب ی  ک ان  دازۀ ب  ه ک  ه

رف  ت). دی  گ  ری ب  ه ی  ک  ی از اس  ب ح  رک  ت ی  ک
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۶(ب) ش  ک  ل ۶(ال  ف) ش  ک  ل
٩ و ١ خ  ان  ه ه  ای در م  ی گ  ی  رن  د: ق  رار ای  ن ص  ورت ب  ه اس  ب ه  ا اب  ت  دا در
م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای س  ی  اه. اس  ب ه  ای ٧ و ٣ خ  ان  ه ه  ای در و س  ف  ی  د اس  ب ه  ای
دو ه  ر گ  راف، رأس ه  ای ب  ه رف  ت  ن ب  ا ک  ه ک  ن  ی  م ج  اب  ه ج  ا ط  وری را اس  ب ه  ا ب  ای  د
چ  پ س  م  ت ش  ک  ل وض  ع  ی  ت از ی  ع  ن  ی ب  گ  ی  رن  د. ق  رار ه  م رو ب  ه روی ه  م  رن  گ اس  ب
ن  م  ی ت  وان را اس  ب ه  ا ت  رت  ی  ب چ  ون ب  رس  ی  م. راس  ت س  م  ت ش  ک  ل ب  ه زی  ر، در

ن  ی  س  ت. م  م  ک  ن ک  ار ای  ن ت  غ  ی  ی  رداد،

م  ی ت  وان. ب  ل  ه، پاسخ. .٣ مسئلۀ
اگ  ر م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در ٩ و … ،٢ ،١ ،٠ رأس ه  ای ع  ن  وان ب  ه را ع  دده  ا
آن وق  ت ب  اش  د، ب  خ  ش پ  ذی  ر ١٣ ب  ر ی  ا ،٧ ب  ر ی  ا ،۵ ب  ر ه  م ک  ن  ار ع  دد دو م  ج  م  وع
ب  ه ای  ن ص  ورت در م  ی ک  ن  ی  م. وص  ل ه  م ب  ه ی  ال  ی ب  ا را م  ت  ن  اظ  رش  ان رأس ه  ای

م  ی رس  ی  م: زی  ر گ  راف
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